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第 一 章 集 和 直线 上 的 点 集 


AER 集 和 集 的 运算 

1。 集 的 概念” 在 现代 数学 中 , 集 的 概念 已 害 普 遍地 采用 . id 
常 把 具有 某 种 特定 性 质 的 具体 的 或 抽象 的 对 象 的 全 体 称 做 集合 ， 
或 简称 为 集 , 其 中 的 每 个 对 象 称 为 该 集中 的 元 素 . 

例如 , 在 代数 堂 中 , 群 . 环 . 域 等 都 是 某 种 集 ， 这 种 集 的 各 个 元 
素 之 间 具 有 一 定 的 代数 关 基 ;在 几何 学 中 , 直线 曲线、 曲面 等 郡 可 
以 看 作 是 由 点 所 组 成 的 点 集 ; 数学 分 析 中 的 实数 集 、 巡 续 函 数 集 、 
芝 函 数 的 定义 域 等 都 是 常用 的 集 ， 

集 是 数学 的 一 个 基础 概念 ， 集 论 了 是 研究 集 的 一 般 ME MR A, 
属于 数学 基础 的 一 个 分 支 ， 关 于 集 和 元 素 的 严谨 的 定义 局 于 集 论 
的 研究 范围 , 这 里 不 予 涉及 . 

以 后 我 们 当 用 大 写字 母 4, B, X, Y, GRE, mur 
a, b, T, y, e RIR, 

对 于 一 个 集 4 求 说 , Ea r aA EE A eE kth, 
我 们 说 x 属于 4， 记 为 xEA; 或 者 工 不 是 集 4 的 元 素 一 一 即 z 不 
扁 于 4, 记 为 xE 和 二 者 必 居 其 一 . 

当 集 4 是 具有 基 性 质 呈 的 元 素 全 体 时 ， 我们 往往 用 下 面 的 形 
SGEXUR À: 

A-—iz| x HR ER P) 
例如 方程 2*—1— 0 的 解 x B3 e PEEL CE (| 6 150). 如 
(— Q ARIS EOCHCIUOE JE BBC: G. Cantor ORA FE Ha od 


E ERES RERI FASTA R AREMA REUS LOL AC Se] 
许多 分 支 的 基础 。 


2 第 一 章 ” 集 和 直线 上 的 点 集 
FERE MS DH 88 32 LEE A fi o£ 2038, 也 可 以 都 列举 在 大 括号 里 面 , 例 
如 上 面 这 个 数 集 就 是 {1, 一 1}。 有 了 时 我 们 也 把 集 (ICE, 2At 
WiPGCEECLATERP) Ahn, Be fir) EE bü— HN. 
e 是 一 个 实数 , RIE EE, fae E, ES), 

下 面 我 们 研究 集 的 关系 ， 

如 果 集 4 中 的 元 素 都 是 集 BB 的 元 素 , SIE SR ARE B HFR, 记 
WC AC B, RM ABL A TEB OB, X) BO A.WRBADHA. D 
BR, ACA, "HBIZGWESCIRTREBU SE, 我 们 引入 不 含有 任何 元 素 的 
AR, BRATA BAD. DiAnir| x ERAH 201-0) 是 一 空 
JR. 我 们 规定 空 集 是 任何 集 的 子 集 ， ADURACOB, mi BH 
未 不 属于 4， 称 4 是 吾 的 真子 集 ， 例 如 4 是 平面 上 以 正 有 理 数 
BERERE, 吾 是 平面 上 所 有 圆 的 全 体 , 那 末 4 是 互 的 一 个 
真子 集 . 

Anf A C B, di; BLOGUE, B C 4, 这 时 44, 百 由 相同 的 元 素 组 成 ， 
就 是 同一 集 , 称 4 筹 于 吾 ( 或 下 等 于 AD, WR A BOX B = AD. 08 
Aiizla*—-1—0)- (1, —1). 

2， 集 的 运算 i4, DERT dA BAS —UDCX 
所 组 成 的 集 称 做 4 局 吾 的 和 集 , 简称 为 “和 ”, ai A UBH 1.1; 
气 有 了 既 属 于 停 妈 入 属于 集 吾 的 元 素 组 成 的 集 , $529 AAB BA AR. 
也 简称 为 “ 通 " 或 “ 交 ”, TC AL OH B CER 1. 0), 


AUB ANB 
图 1.1 
完 金 类 似 地 可 以 定义 任意 个 集 的 和 集 及 通 集 . 设 {(AlaEN} 


$1 集 和 集 的 运算 à 
ZER HE. Gn e BRIR BEAN EN hE, B 
一 切 A,.CaS. V) 13) PL S A a IRAR XEM E RUD E, UU 


U 4., 也 所 为 D Aus 同时 属 十 每 个 集 AS CR) 的 一 切 元 业 所 组 
成 的 集 , 称 做 这 组 集 的 通 集 , 记 做 门 4 或 TE 4.. 
mc GEN 


PZE E, 由 车 于 个 集 构成 和 和 集 时 , 同时 是 两 个 或 两 个 以 上 的 
集 所 公有 的 元 素 在 和 集中 只 算 航 一个， 另外 , 233 AQ B — ON 
们 又 简称 为 4 与 吾 不 变 ， 当 44 门 吾 天 网 时 ,简称 为 4 与 召 相 交 
不 难 证 明 “ 和 ”、“ 遂 "运算 上 共有 下 而 一 些 性 质 : 
1” AU A-—AÀA, A(14— A. Goss PED; 
3”4U 了 =4《 空 集 是 加 法 的 零 元 ) 
3* AUB-—-BUA (和 的 交换 律 ); 
AD B-—B[(1A ( 通 的 交换 律 ); 
4" CAUBD)UC- AUCBUCO AWHA 
CAD B)nO-ADCBD C) GAHA G); 
5 CAU BD C -CA(1COUCBOY CD Co 805 
6" A] A4 C B, DEOS EE EE C Bor 
4UCCBUC,A(ICCB( C (和 \ 通 的 保单 调 性 ). 
在 集合 之 间 , ECT LE TE fS "nd" RES" EUIS 我 们 再 引入 减 
法 : 设 4, B 为 两 个 集 ， 由 集 44 中 不 属于 B 的 那些 元 迪 全 体 所 组 成 
的 集 , 称 做 集 A RR BAMI, 记 做 4 一 BB 或 ANBOGE 38 这 里 并 不 
RADB), MBC 4 时 ， 称 蒜 集 4 一 了 为 B 关 于 4 的 余 集 , 记 
做 Ca8， 当 我 们 只 讨论 某 个 固定 集 4 的 一 些 子 集 B 时 ， 常 简 记 
A— BJ) B' 或 CCB), JE Siri E B Bx. 
“减法 "运算 { 或 称 求 信和 运算 ), 显然 右 下 面 的 性 质 : 
T BERACCL BS A— BA; 


4 BE "RUEH EAS 


一 一 一 一 一 -一 +- 


8" (A—B)'10 - CADC)— (GD C) (减法 "分 配 律 ); 

9 (C—A4) —B8—C—(AUB); 

10" du ACC, BOC, RPR 4 一 B= AN CoB, 

我 们 称 集 (4 一 B}U(B 一 4) HR AH SR BS SERERE. iD 
AAB. 

i1* AU B:- CAAB)UCAD B), 

以 上 这 些许 质 都 可 以 从 集 的 “包含 "、“ 相 等 >、 和"”,“ 通 "以 及 
“ 芙 ” 的 定义 推导 出 来 ， 其 中 有 些 还 可 以 推广 到 任意 个 集 的 一 般 情 
况 ， 这 里 不 一 一 证 明 ， 图 形 可 以 帮助 我 们 较 直 观 地 理解 和 记忆 一 
些 概 念 , 或 者 启发 我 们 思考 问题 , 是 学 习 中 的 一 种 有 效 工 具 ， 以 后 
将 经 常 采用 ， 和 但 是 必须 指出 , 闫 不 能 把 图 形 的 东 意 看 成 定义 , 或 者 
定理 的 证 明 ， 坦 为 定 浆 必须 要 用 确 坊 的 文字 般 述 ， 而 定理 的 汪 明 
是 必须 经 过 严密 的 逻辑 论证 . 

下 面 介 绍 两 个 有 用 的 公式 一 一 和 通关 其 式 : 

设 态 是 任意 一 个 集 , CALL RENT T EFE — IRE, ER 


iz S— |J 4.= N —A; (1.1) 
EEN EN 

i9 8— f14.- U (6-45. (1.2) 
CN GEN 


MFR SLE MERT SOR d RETE EET SO s 


S—(A,UA) S~ (ANA 


81 mius 5 


RAEE), 而 通 集 (关于 性 ) 的 余 集 等 于 每 个 集 { 关 于 态 ) 的 余 
集 的 和 集 (13° 儿 图 1.2). 

BL ACUE 8B 038 RRAC. DAC. 2), 

TE, OG. D GRAUE ER T S o REFERS M Cam NOR 
元 素 所 成 的 集 , 办 而 它 属于 每 一 个 集 S — ALEN), 所 以 左 过 是 有 有 
XBBg 3e: 完全 类 似 地 可 以 说 明石 边 也 是 左边 的 子 党 这样， 
(CL DARGA WRIA. KEETA AG. DR, ARREA 
BA AEE EAR RA A E BERORR E, BAHE 
征明 过 程 详细 写 丹 求 . 这 是 用 集 疹 方法 论证 时 常用 的 方法 ， 读 者 
SELL (E EESE hg AR TERR 17 —— 11^, 


SEO. D. i]S—[] 4o P. [106—402 260. 这 样 ,只 
CEN EN 


要 证 明 P-—Q. 
设 EP, 孩 定义 有 zcE8 而 且 xE L) A. 因此 ， 对 每 个 acN, 
&cN 


rE An Aii ES ASEN), Hzc, RREN, 凡 P 中 的 元 素 
都 属于 日 ; 所 以 PCe@, 
RILE, ME rcg, 那 未 对 任何 EN A ES An RII 2c, ifi B. 


TEALAEN), MIIE EU A, 所 以 zES 一 4。=P, 这 就 是 说 ， 


EEN 


JL Q'PitocXe IR T P. 所 以 9CP， 综 全 起 来 就 得 到 


P= 证 毕 
(1. 2 的 证 明 是 类 似 的 , 略 去 ， 
强调 指出 , (1. 1), C1. DAHOURIORS BANT Ax (mEN). 
3. 上 上限 集 与 下 限 集 ik A Ane, … 是 任意 一 TR. 由 


各 ER EGRE RH E 
指标 no (x) 《这 个 指标 不 是 辐 定 的 , 与 元 者 2 有关 ?以 后 所 有 集 A. 
的 那 种 元 素 z 全 体 《 即 除去 丰 限 多 个 集 外 的 所 有 集 4; 都 含有 的 
那 种 元 素 ) 组 成 的 集 称 为 这 一 列 集 的 下 限 集 ， 记 做 limAn 或 
liminfA, iiA, " 


(14. C lim. CA cU A. (1.3) 
T Lis n-i 


tei T 


PL $R Aal, 2,…) 是 如 下 一 列 虚 集 ; 
ED 2- xi r-8 l, 2, "t 
mI 11, 10». 
As | 0, a n=l, 2, 


ERRE ER AUR TR AE, 
因为 AC [0,2)(n—0,1,2, ee, J, 所 以 LÍ Ac Co, moe 


U 4,= [0 2))， 模 据 (1.3), 只 要 考察 [0, 2) 中 点 那些 属 Flim, 


n-i 


或 lim 4, BU. 显然 ， C9, 1]C A,n 7-0, 1,2, "ts » 所 以 mk 


50，14， 而 对 于 41，2) 中 的 任何 点 2 ， 必 存在 自然 数 nxx)， 使 当 


noe REB, 
1 
25 4-1 


HI 35 nnr dpt, XE Ag, 但 z€ Asus, 换血 话说 ， 对 于 开 低 向 (1， 
2) 中 的 ,县 有 充分 大 否 数 指标 的 集 都 含有 有 3， 从 而 {4} 中 有 无 限 
多 个 集 含有 ,而 充分 大 的 偶数 指标 的 集 都 不 含有 x, 即 {4,} 中 不 
SUN x 的 集 不 是 有 限 多 个 、 因 此 ， 

lim A, C0, 2), limA,—- L0, 1] 


1 
1 ur 


E 


$2 aslo 1t] ami, … 类似 于 全 1 中 的 讨论 ， 


$ 1 SEDIS 7 
立即 得 到 
limy wA, =. L0, lij 
ACA) 的 上 限 集 与 下 限 集 都 可 以 用 集 列 (du 的 “和 ”“ 通 ” 
运算 表示 出 来 ， 它 们 的 圾 达 臣 是 : 
limsup., -= N U EM 


31] mm 


{1. 4) 
liminf As U N As 


现在 证 明 第 一 式 ; la P—limsup4,, Q= n Ü 4. 对 于 P 中 


的 任何 元 素 x. 出. 上限 集 的 定义 , x BEP CAL TOCIR T SS. RES UE 
s RRT E 4.2 Anp a AL reum, Em1,2,0,. Fie, 


对 任 休 自然数, 当 n>a ph 264 CU 4. DEES 


我 们 得 到 PCO. Kik., TEQ 中 任意 取 一 个 元 素 3 今 证 明 在 
{4 中 必 有 无 限 个 集 同 时 含有 yo . 事实 上 , 取 一 因为 8E [| Am 


所 以 必 存 在 自然 数 a 使 得 y546,; 其 次 ， 又 因为 gE Ll] Am 


m-n4i 
AUTE PLER nus E YEA 这样 的 手续 一 直 进 行 下 去 ， 
HAPAA nh Mne MR Aus Aap ons 
Aap 一 等 部 含 广元 素 9. PEL YP FEA QCP, AEs 
P-Q. 
读者 苘 以 完全 类 似 地 证 明 第 二 式 . 证 毕 . 
AA AREAS E PERO E SCALERRE, ECOL D BUR EE 


B mH o5 KAER ERE 


很 明显 的 ， 事 实 上 , 集 B= |] An 33527 D I An 中 从 第 
n 导 以 后 必 有 集 包含 它 "成 立 的 元 素 全 体 ,而 门 B 是 使 命题 “一 


8] B,(n—12, …) 都 包含 它 "成 立 的 元 素 全 体 . 因此 , RE P] U A 


BRI BE ONE EE TRE n, RA LAU) 中 必 存 在 第 nn 号 以 后 的 集 包含 


Hina d b. WA, Ar RET n RAUA) PERES 
n EUR dM EEE MAMA LAS 中 有 无 限 个 集 包 含 它 "和 
f. mf) Ü asima 用 同样 方式 可 以 考察 LU 和 4. 
-limn 

由 和 通 闫 系 容易 得 到 : 


14” 设 (4,} 是 任意 一 列 集 , 8 是 任意 一 个 集 , 那 末 
8 —lim A, —lim( S — A,) (1. 5) 


nw 


S —lim EE lim( 8 — A,) (1. 6) 


Lin dod 


如 果 和 集 列 {4。} 的 上 限 集 和 下 限 集 相等 : 
lim A, —limA, 
BEKRA LA, HR. XE, 称 A lim An 一 lim4e ERALA) 
的 极限 (或 极限 集 ), 记 为 4 一 lim4，. 
如 例 3 中 的 集 列 | 014-1], nel 2, e 就 是 收 合 的 , 它 的 


BRELO 1. 
HARI RIRIH A iE 


$1 和 集 和 集 的 运算 3 
ARCA A DA L1), 2—1,2, e 

MORER CASI AESUNT Bu CRAP EU. NOB 's Ja 2b 859 E 91] 
棕 称 为 单调 全 列 ， 容 易 证 明 :; (UN Dv E ELA. 


r r v a y e > 4 


如 果 {4a} 是 单 湖 增加 的 , 那 末 


i-a 


事实 上 ,对 任何 ze C] Aus BAWD mo, 使 得 xE4。,。 但 是 4， 


Attn 了 ,2,7), BEI EAn (RER), 从 而 x+ElimA4;, 即 【| An 
a=] 


ner 


T 


Clim4。。 再 根据 (1.3)， 立 即 得 到 lim4。= LU An. 
«1-1 


类 似 地 , 如 果 {.4,} 旦 单调 三 少 的 , 可 以 证 明 


lim4, = () An 


nm "ü-t 


4. REESE RIEA TRE, mE f peg 
Rx ITAA ROG, RAER 了 是 定 文 在 和 上 
的 实 { 或 复 ) 函 数 , 有 时 也 记 为 F，)。 和 数学 分 析 中 完全 类 似 ， 我 
们 可 以 定义 … 般 集 上 的 两 个 图 数 六 的 和 了 十 9 E f—g fig, 
VAN Ze SER ER SE] f|, ERE HI EAE SERM FIL CPC )) fo e oS 
符 。 与 过 去 唯一 在 同 的 只 是 现在 的 自 变 量 r EESE 
变化 , 而 不 一 定 是 存 实数 集 或 复数 集中 变化 . 

在 实 函 数论 中 , 利用 集 来 分 析 函 数 性 质 时 , 常 要 用 到 下 面 类 型 
HR. SEEE- TRAR 了 给 定 以 后 ， 对 于 任意 给 定 的 实数 
c, 按 第 一 段 中 所 说 的 记号 ,我 们 记 

ECf zc) = {x| 4€ E, f( 2 )220) 
E(flc)-—iz|zcE, f( z) 7c) 


ib 第 一 党 ”全 和 直线 上 的 点 全 
SESS, 它们 都 是 由 决定 的 , 耐量 是 与 卫 有 密切 联系 的 集 ， 为 了 盾 
面 第 三 意 的 需要 , CPEICLEL HE ELLE CENE X 9E B EE Sa CIE — 
了 解 和 准备 ， 例 如 它们 有 如 下 一 些 关 系 式 : 
1* E(fze)UE(f«e)-E, ElfzoNB(f<e = 
2° Eo ECEX d) = E(cf xd) 
3° EQ SO =E S> s OUE c) (这 里 ec 六 全 
这 些 性 质 , 读者 无 须 记 住 它 , XR LEO AE RhE 


4 E>0=U a(f>e+t (1.7) 


证 “我们 证 明 等 式 (1.7)。 当 xEB(f>o) 时 , fG) o, 所 以 必 
HARB n, 使得 fz) 之 ce 二 二 ,因此 cE 204), MERA. 
7) 的 左思 的 集 包含 在 右边 集中 


另 一 方面 ,如果 sc] (J>et t), atten ns de 


v CE (foL. 2H BAR F7), 所 以 *EB(f>e)， 也 就 是 


说 (1.7) 右 边 的 集 也 包含 在 左边 集中 ，。 所 以 (1, ?2 成立， 证 毕 . 
5” 设 实 国 数列 {f.} 有 极限 函数 有, 那 末 


E(f&e)- [| im E (fee) (1.8) 


证 AUR EESE), BEAORHE IE B AE k, C) co oL. 
因为 f(z) 是 f(z) 的 极限 , 所 以 必 有 自然 数 N, 使 得 当 9 N 时 ， 
f(z)<e ie. XDE, 当 > 下 时 ，zE 下 se+ 音 ) 

即 


$1 Ahtna il 


T 7 n 
rim R( f, c : F) 
因此 (1.8) 式 左边 的 集 包 含 在 右边 的 集中 ， 


EIL, Xu orc [tim E(f ee). mE- E E. 
k=] aam 


zClmE(fa ses) POMABA A R No BE H >N, R, 


EL B) f(x) o-- È, Ae noo, 因而 对 一 切 自然 


Ei 
Bb fée. 4e koco, WENO, 这 就 是 EEF), 
Mo. DIAEA, 所 以 C1.8) 成 立 , 证 毕 . 
注意 0.8) 式 右边 的 每 个 集 改 为 本 J<o+ 诗 ) 也 是 成 立 


的 .而 左边 的 集 却 不 能 改 为 EG <e), 
象 这 样 由 函数 所 产生 的 集 的 关系 式 可 以 举 出 很 多 ， 读 者 自己 
也 可 以 列举 并 加 以 证 明 ， 用 点 集 分 析 的 方法 来 拭 究 阔 数 时 ， 离 不 
开 这 些 重 要 的 集 以 及 它们 的 关系 式 ， 反 过 及 ， 有 了 村 也 常会 遇 色 爱 
用 靖 数 来 研究 集 的 性 质 ， 下 面 的 特征 萌 数 便 是 这 方面 的 一 个 重 村 
HF. 
5. 集 的 特征 函数 HETA EERE, Kit AXEX IS 
一 个 子 集 ， 作 互 上 的 的 数 
1, Ed 
TONEN » XA 
称 Yakz) 为 集 44 的 特征 函数 .显然 子 集 4 和 它 的 特征 国 数 之 间 的 
对 应 是 一 对 一 的 . 
特征 函数 与 焦 之 闻 有 下 到 一 些 常 网 的 重要 等 价 关系 : 
1° A—- XZT X 4GOSL;A-S QUE X30. 


Iac. nM a ii EAR RET i MR TI E TR I Hmmm 8 mS 


i2 ZR mut 
2? AC B "(fp F X Gn X a£ 
A=B "f X G0) m X QD. 
3^ X uas C(2) 7 max "CA X oa (0) - min a CE), 
4* VELA) E-- 9045, IRD 
X Tma QR) —lim X 4, (£) (1.9) 
X um (2) — lim X 4,0) (1. 10) 

AE PER 17.2.3" 的 证 明 留 给 读者 完成 ， 我 们 只 证 明 4” 的 
第 一 式 (1.9)Ct1,10) 可 类 位 地 证 明 ). 

AUR X ua (0) 71, 那 末 *SlimA4s， 这 就 是 说 序列 {4，} 中 必 
4 XM EBSz. MU uma. IE, 
limX 4,(2)-1, 把 上 述 推导 的 顺序 反 过 来 也 就 证 明了 : 如 果 
limX akt) =i, BI X ca 0) 71. MEEA lim% OREA 
1 的 元 束 与 使 Am A C BUR D LAS 73 St [ERES A yg 4al), 
lim X 4, Cr) OHÉCAS Hc 工 便 取 % AEX rh GRE A BROADER TC 
0hb. AARNA. ubl. 

由 站 立即 得 到 

5” 设 (A,) 是 一 列 集 ， 闭 未 极限 lim4, TFAXERS JE SE A P RE 
lim X ss(z) 存 在 ,而 且 当 极限 存在 时 

X tin 4,2) — lim X aKT) 
3] 题 
1， 证 明 : (i) AN BUO - CAD B)U (An O) 


(i) AU (BAC) — CALI N CAUO) 
D Scd as: ÉD E Bina FU FIR Cima.) 2f e LA ae $ 5. 


Oo e 
2。 证明: (i) 4A—B—4— 401] B—iALIB)—B 
tily ANB- =AN8-ANC 
(iD CA—B)—0— A—QBIL]C) 
(iv) A-- CB oO = BNO 
(v) (A-HED -= ACO- (BUD) 
(vi) (A-B) J (C-D) (A0) — BJD) 
(vii) CA— B) i (CC D) C. (AU) — Bn D) 
CERE CD, (iD fe d SO S CR REB OD 
(viii A—(A— B; — AT] B 
$. (EE GL-BIUCS A- (— C) REB TCRE AR EEH A 
D WEW: CA B) —C — (A—CO) UL (CB— 0) 
A— BUC = CA—EID 1 CA C) 


& d O (Ua) U cs 
cv BEN 


ai ( 14)-5 = (BD 


Wc 


5. wis EE, 
"n-] 
G) fe B.—A, 5,=4.~( U^) Gc»D. RU. JE Pit 


“?=1 


AE RS Ji, i E. 


Gi) JA L4.) ER UE E GRAL, 那 未 


A= C4 — Aa) O (A; — Ag) J Ut Uu (GÀ. Ap) U UT 4 门 4) 


.p=1 
并 上 下 其 中 从 项 开 不 相交 ， 
6. BA (o, i) A — 0, m, 21,2, 7, RERA CALI. ER 
集 和 下 限 集 . 
T IHS (ED RI] E =La, BILI RRRA 


MOESA Ef 


l4 H2 RARER 
Hia f.GO EO RI ERE FO. EAA c, 


E(fGoo- [| Egaye) 
n=1 


a. HEB: (i) AAB- (AD BO U CAP) 
GD AUB= (AAB)U (ANB) 
(i) Xiao) = [X4G) —XsG»] 
v) AAB— Ix X, G) v Xa) 
9. UE fGO)RE kü—^ HR, c 是 任何 实数 ,证明 
Ci) E(f 2e) UE c) SE, E(f zoe) =E >e) UEG =e) 
ai EQ—ofE(f-)0-232 
Gii 3 ecd Hj, E(f 77e) E (fd) =E (afad) 
(v) 4 cmOBf, E(f!» e EC e) UE — o 
{vy MH fBgMH.BQooE(QLo 
10. WA E LURRARI UT UR BERE É GO fa G) so fe) tn 
JiLlimf.Qe) — f(). UEBI 


E(so) = [| EFE) - timed. «o 


n=1 


li. Urf ROESX TER E ELARA, e 是 任何 实数 , EHA: 


G Etfi) = |] Eest cm 


LES 


GD E-[] E nsf = [] cio 
n=1 *-1 


Gi) ECO-—)— U E(f«c—1) 
n-i 


12， 设 五 是 固定 的 集 , ATCA OER 4 的 特征 函数 , TIEBH: 
(D A- X 特价 于 X Dm A 9 等 价 竹 X Gr)m50; 
Gi) ACB, SEDET. LG) X Uns 
A=B Meir F Xat) Xs (n). 


Üi Xuga G2 = max, (G0 
ZEN AEN 


$z Bhd lo 


Xha 7 minz as Gi 
ach veN 


Gv) Ve LAS) JE — LR DA BERE lim As E SE SE d f 
lim 4, (FETE, ifi HL SARER ATEN, 有 
X isa GO 一 1imx (时 
13、 证 明 * 和 通关 系 式 " 


s- [fa -= U -an 


miN saN 
i4. Wb F,E,E E: XERA TIR, 记 F.— (GAP EDS WU: 
G FD EDF-FAIOBE 
G FEE SO 
Gi) PAE N E —-FÜOEPD| E: 
Qv) FINEBINEI= TN BIND: 


52 映照 与 势 

正如 $1 所 说 , 作为 数学 分 支 的 集 论 本 身 , 它 的 肉 容 还 是 相当 
丰富 的 ， 分 绍 集 论 的 基本 内 容 不 是 本 着 的 任务 ， 但 为 了 本 书后 面 
的 需要 ， 我 们 将 在 本 池 中 对 集 论 中 常常 被 用 到 的 最 初步 的 势 的 知 
识 作 一 介绍 

l 映照 前面 我 们 已 叙述 过 一 般 集 上 的 国 数 概念 ， 我 们 现 
在 介绍 比 隙 数 挨 念 更 一 般 的 集 之 阅 的 另 一 种 关系 一 一 对 应 关系 ， 
它 是 国 数 关系 的 推广 ， 

EX YR 4, GEGRASIEZRE. DR EJE— D p ,使 得 对 
于 万 中 任何 一 个 元 未 xz, 按照 规则 9, 在 8 中 有 一 个 确定 的 元 素 V 
Le 对 应 中 , 记 为 


piz >y 


D i-i pie EG AR, 


本 


16 BoR 集 和 直线 上 的 点 集 
BR BRE T LUI oo AE, A 384 B Cep fg RE Cl PO RIED, OS J 
RAER e (FEIER o TIR, odi y —o (1). w yer, RETE 
-AEE Y. EARR y= plr) 的 2 全体 为 y ER p 之 
下 ) 的 厌 象 , iU 9 i). iE A BRCOUIERS p 的 定 光 域 , ia 2 (p) 
或 多,, 设 0 是 4 的 于 集 , C 中 所 有 元 素 > HR y 的 全 体 记 为 vC 
或 pO, REACER, RPO 为 映照 2? HAR, WEA 
(p), AEBLER SQ = 4 到 统 (p)C 8 的 映照 9 写成 


p: d-—B 


如 果 p: 4 一 > 了 DCB, MERE e (22€ D, 3€ (9) D 
(在 映照 之 下 ) 的 原 象 , 记 为 p CD). 

如果 o(A)— B, 就 称 o 是 4 到 互 上 的 映照 ， 又 称 为 4 到 五 的 
EH. R, GR RASIB Li, JR o 是 4 到 号 中 的 映 
H8, 但 其 道 一 般 不 真 . 

特别 地 , 如 果 值 成 互 是 一 数 集 ( 实 数 或 复数 集 ) 这 时 映照 p 就 
是 前 面 说 的 定义 在 集 4 上 的 函数 ， 如 果 4, BREA, 它们 之 间 
的 映照 就 是 数学 分 析 中 所 研究 的 羡 效 了 ， 由 此 可 见 ， 映 照 概念 实 
在 就 是 函数 概念 的 推广 ， 

庙 照 是 一 个 相当 普遍 的 疑 念 ， 除 了 普通 的 蓝 数 是 一 种 映照 而 
外 ; 其 它 的 , 如 定 积分 可 以 看 作 可 积 孙 数 集 到 数 集中 的 映照 ， 求 导 
孙 数 的 运算 (微分 } 可 大作 可 微分 函数 集 到 阅 数 集中 的 观照， 而 线 
性 变换 就 是 %* 维 向 量 空间 到 % 维 向 量 空 间 的 映照 六 如 代数 学 中 
的 同 坟 上 映照, 同 构 映照 锥 ， 从 更 广泛 的 意义 上 说 , 任何 一 种 运算 也 
可 以 看 作 是 上 映照. 素 实 上 , 如 实数 的 加 法 运算 “十 ”, 就 可 视 为 平面 
点 集 到 直线 点 集 上 的 一 个 映照 5: (o b) FEG 十 5。 再 看 几 个 映照 
的 具体 例子 . 

例 1 iA =i, 09), B=( 一 co, 00), 符号 函数 


$3 peuti 17 


全 il 
signz-:0, r=0 
LZ 2 


是 4 到 B 中 的 映照 . 
例 2 设 4 是 平面 上 所 有 隐 红 成 的 集合 ，B 是 平面 上 所 有 点 
Haik So RRAS HEZE, p WE ARB EOIR 
例 3 Ut D'JEHÓELEBR LED ad. 8B 是 直线 上 的 孙 
$4 Ea, 0, c IEEE OE X. D? 3 BI BB9—7 ES e 如 下 : 


9:fG) > ad Gr) b f) def), JED 
当 aO BU o 为 二 阶 微分 算 子 , 简 记 为 p cp dtte, 
例 4 iE 本 是 n 维 欧 几 里 得 空间 , 0) 是 给 定 的 n 阶 方 阵 ， 
作 E" SUE" 中 的 映照 9 如 下 ; 


PT Kz,rCE" 
其 中 = ty 14), x 


y= ec» ke (tus ZI Ea) 
4=1 i-i 


#5 WO, JERR Orci EBUG ESTE Se fk, E! 
fid — oo r« o0, zs ELO, 1] 78 8 — 4 2E ni. TERRE 
q:ft— f(x),  f€CL0O 1] 


2. WRH Eme ERAR dEIEHBDAS XX 
Bom RS. 在 较 大 的 范 闭 内 未 必 有 意义 . 
EX kop, vx BDEGXAESO, Z. H Bhi Ru, dn 
£,C £5, Tfi EDGE T. £D, rni dg roS e 成 立 着 
PE = pL 


18 a-oa 集 和 直线 上 的 点 尝 

HI eid), L--£t. WARR 9 JEMOEd e (EO, LAER, 记 

成 pCy.ixI M e E eA Z, 上 的 部 分 或 限制 ， 记 为 ola. 
$46 f= sinr, Sasa; Xi g(z)- |sinz], —eo«z 

«oo, 那 末 外 72) 就 是 fOr)dkC-— oo, 0) EAER BI fli. 


8T WFE dec Gert chi 解析 
S0 COUR f CORE. 

完全 类 似 地 可 将 复合 函数 的 概念 拓 广 ， 定 又 pu p 的 复合 映 
照 颖 念 如 下 : 

XX 设 p A—B, p; B—-C, PEARCE 9 如 下 ， 
对 任何 xcE4, o1) 7 es(p,(7)), So dé poo 的 复合 映照 , ioo 
299399. 

3， 一 一 对 应 ”在 各 种 映照 之 中 , 我 们 要 着 重 讨论 一 下 一 对 一 
的 映照. 

TËRA 设 p 是 4 到 B 中 的 映照 , 若 对 短 一 个 #5 统 (9), A 
中 只 有 一 个 元 素 * 适 合 PC(7) 二 #4， 就 说 9 是 可 北 映 照 或 一 对 一 的 
映照 (又 称 为 音 射 )， 换 言 之 , 对 4 中 任意 两 个 元 素 Tu rs Nono 
zs 时， 必 有 p(n)steQGn). IR p HETE. 

Blán (—99, o0) 上 的 函数 g(r) -sinz, $(r)e—zt dB A 
(一 co; co) 到 (一 co, so) 中 的 可 道 映 照 ， 显然 ， 任 何 一 个 严格 单 所 
HARTUTE REE ARA 
ik HAA, Xan, 1] 上 
的 函数 (图 1. 3) 

zr, Oc a1 
TOR i 。 O 1 F 


p 


giz) 


ECO, 13 L6, 嫩 中 的 可 赣 映 照 . EE 


$2 RESE 19 
EX Wo JE ARIRE ERTER, TJER p A A 34 B $9 
一 一 对 应 (或 双 射 ). 

换 各 话说， 是 4 到 BB 的 一 一 对 应 意味 着 对 于 44 中 任何 一 个 
AR a, AEH b= (a) €B, rig Eg] B PETER 6. ATE A IH 
有 唯一 的 元 娄 a, 适合 e(a)- b, 

例如 上 上 面 的 芳 数 gt*) 就 只 是 (9,1] 到 [0, 和 中 的 可 道 映照， 而 
不 是 (0, 1 到 [0, 让 的 一 一 对 应 ， 这 是 因为 [0,1] 上 的 虚 1 找 不 到 
BRE. dB g(r)A RECO, 1 到 [0, 32) 的 一 一 对 应 其实 , 任何 可 逆 职 


"a a 3 c 


DRR oH AN BETER: 
pP A=D p)—>A pCR 
3&1 ESE Ce SED Ce SIE EE o XT: 如 果 
irt, 2€£4(p)gycp) 
32.0108 4- 
pig m=z 
由 于 多 是 可 道 的 ， 根 据 可 道 映照 的 定义 ,对 于 每 一 个 8, 与 它 相应 
R9 x EHE Hy. AE A RA TARR) LER, 我们 称 
v e BIER. ide 
9: S(p)——4 o) 
显然 , Bp =A), RA - (9), 
EETRI GA RE, Hie BR XE I ERHC ASAN. 
PRRI en, ERD Bol d (D) 中 也 出 现 记 号 
9 ,在 今后 发 生 混 羔 的 地 方 ， 我 位 将 在 行文 中 变 待 eU 记号 的 具 
sax. 
例如 , 任何 一 个 严格 单调 函数 f(7) 的 反 函 数 了 -xz) 可 以 看 成 
ERa SCA, X ARA ELO,1] 鞋 共 有 连续 导数 谭晶 在 0 
点 共 塘 数值 为 和 的 国 数 全 体 , o XEoK Spe cxx I LRL HD 


20 Ak ”上 舍 和 直线 上 的 虚 集 
gif) iKa), f(x)€A 


BA o XE A SIC L0, 1C RLBU 5 289 — — 4 pz, Thi JE ULCUS 
定 积分 


9^ go f gdt 


WX JE— lag SR. MEX IOTER CHE, 是 定义 在 他 上 的 特 

ERRA £k, ERR 
pA X ,, ACX 

CREAR Z iB BS — 3» 9. 

pill HAETI PE A A EHRE 

p: |r 

是 4 上 的 恒 等 映照 . 

显然 , fe SERE RUE: A N A 5 — —Ó ER, 

4， 对 等 ”现在 用 一 一 对 应 米 建 立 两 个 集 的 对 等 概念 ， 对 等 
概念 是 建立 势 的 理论 的 基础 ， 

XX dA, 呈 是 两 个 集 ， 如 果 存 在 一 个 4 到 吾 的 一 一 对 应 


p, BORRAR 4 与 集 孔 对 等 (或 相似 ), H AB, 或 简 记 为 4 
BB， 规定 空 集 必 和 自身 对 等 . 

Bizu dSPEDERO-(18,5.-,28—1,-9, (Gef E= {2, 4, 
8,-«,2n,-), EAE RE IW —0,2,8, m 5-9, EAR gu in i — 2n 
(a=1, 2, =), p4:2n— 2n —1(n—1,2, 7e), popi ZEE N LE, E 
到 O, NH O it, Bc FH MON S 

显然 , 对 竺 关系 “人 "具有 下 面 三 个 基本 性 质 : 

1 AA HETE); 

2" 3j ANB, 如 B~ ARRE 

3^ d$ A~B, 8 已 由 4 传递 性 )， 


$2 Bemiüs 21 


由 此 可 知 , 对 等 是 一 种 等 价 美 系 (等 价 关系 可 参见 $3). 

此 外 , HSSE AT biho APER, BIER, 但 很 重要 . 

4" VE CA, AE AD, (1 AE 4 为 两 族 集 ，4 是 指标 集 ， 又 设 对 
每 一 个 4E 4, AB, WEIR (AL) 中 任何 两 个 集 不 相交 ， 即 
ATA — QI A,A KEA)，{B} 中 任何 两 个 集 也 不 相交 , 那 末 

Us Us. 

此 性质 读 考 不 难 自行 证 明 . 

前 面 已 经 说 过 , 若 9 是 4 到 瑟 中 的 可 道 网 照 , g 未 必 症 4 到 8B 
的 一 一 对 应 , 但 9 实现 4 到. 史 (o) 的 一 一 对 应 ， 国 此 4 与 B 的 于 
ERIH. 

HBAR S, 常用 下 面 的 定理 . 

RAHE. Bernstein, 1898)2E 28. iE A, BEPA SE, WEA 
MAETBÜU—T4 T4, BIASTAN 4 4E. HERXOA SB Od 
等 

证 “由 假设 ,存在 4 到 B 的 柴 子 集 B, 上 的 -一 一 对 应 91, 又 存 
在 加 到 4 的 子 集 4 上 的 一 一 对 应 es 因为 BEB i Ao uU. 
显然 es 是 Bi 到 ds 上 的 - 一 对 应 , 如 


quo qu 
Arh c4, (AYC AD 
B, B, 


Apo dua 


A— A, A, A,— A, 4, Ap — AAs EM Ani Asr FER D 
D ——— 


T p 
图 1i. 4—Bernstein 3EPEUESH z: Xe RH 
显然 p S e. WHARE v - quoq. KAT ATI 4 上 的 一 一 对 
MEO KA A. Rb URS A p RE An KTE: 


. ———ÓÓ €! ——— 


22 TE SomÉHLX4AR 


A~ Aj CATA) 
RAR RP ET TE, 我 们 得 到 一 列 的 子 集 : 
ADA DADA DDA, D 
而 在 同一 个 映照 wp 之 下 ,有 
Ac AT A 
A17 A A 
这 样 我 们 可 以 将 如 分 解 为 一 系列 互 不 相交 的 子 集 之 和 : 
A-—(CA—A)U A= CA— ADUA AU 4s 
—(A—AQU(CA— A409UCA;— AQU-- UD 
此 处 D- ALT AID AST nns RFE 
d= (4;— 4: UCÀA4— As) U Cda- AOU- UD 
ELT ERR e 3E —08 — B9, 容易 看 出 
4 一 4 一 由 一 4 


Ar Aada- A; 


ET mo mer +2— Aata 

显然 , 我 们 可 以 将 4, A 的 上 述 分 解 写 成 

A-DU(CA—AQDUC.—-ADUCA; —4)UCA;— A) Ue 

rf ?了 

A= DUCA;—ADUGCA,— AD UCA,—ADUCAs;—AQU e 

由 于 Aaa — Assn t1 A Ass 42 — Arnal = 0, 1, 2, t Ao 7 A), X. 
Boss». A, — Az, iE Ass 2177 Azn HER tU, rh SERA EI 5 H 
身 对 等 . 根据 性 质 4 ME AA, XE AB. 所 以 AB, 
WEHE, 


ev p repa 


$2 IR . 33 
5， 势 ”在 集 论 中 所 讨论 的 集 都 是 一 股 的 , HRA ER UE 
步 结 构 ， 例 如 集中 元 未 之 阅 没 有 大 ,小 ， 斌 有 了 距离. 科 有 运算 镍 可 
过, 艇 多 可 以 讲 两 个 元 素 间 或 是 +=y, EE gea. AUÉRBUT 
集 的 元 类 之 间 以 具体 的 结构 ， 那 米 所 讨论 的 集 与 结构 有 关 的 性 质 
已 不 至 必 于 集 论 所 讨论 的 对 象 了 ， 所 以 集 论 中 最 初 的 一 个 基本 课 
题 就 是 研究 集 的 元 素 个 数 有 多 少 的 问题 , 即 旁 的 理论 ， 7 
甘于 事物 的 多 或 少 是 很 普通 的 概念 , 例如 ， 假 如 有 人 问 : EHE 
级 的 学 生 人 数 和 某 教 室 的 使 子 数 是 哪个 多 ?这 个 问题 很 简单 , 只 更 
规定 每 个 人 可 华 一 只 使 ， 但 最 多 只 能 坐 一 内 合子 ， 最 后 ， 如 果 有 
学 旦 坐 不 到 交 子 ， 那 末 便 是 学 生 的 人 数 多 于 合子 数 ， 如 果 弗 了 有 
空 , 那 末 便 是 殖 子 数 多 于 学 生 人 数 ; 如 果 既 没有 学 生 举 不 到 任 子 ， 
又 没有 合子 空 下 ， 那 玉 恒 是 两 者 个 数 一 样 多 。， 这 里 之 所 以 必 衣 得 
雪上 面 结论 之 一 , 并 且 不 管 任何 人 来 回答 都 必 是 相同 的 结论 , 这 是 
因为 以 经 过 每 个 学 生 坐 一 只 费 子 的 过 程 所 得 的 结果 为 依据 的 。 
更 一 般 地 , 我 们 就 引入 下 面 定义 ， 
定义 VE ALB REAL 
DET ARBA, IRRA FB RA TE 7.9 
IR ABSAHA, AWMBERAHRASH, WA = B; 
《ii) inf AXI SE T- B EOJCA- T-85 B, 那 末 称 4 的 部 小 于 或 等 
.于 8B 的 势 , 或 称 甩 的 势 大 于 或 等 于 4 的 势 ， 记 为 A«B, RBS 
A; dRA«B, FRASE, MARRA WRTB ES, 或 8 
HAKTAN. dA B, B>A, 
势 这 个 概念 的 直观 背景 就 是 元 未 的 个 数 .。 PRISE ARUB, dp 
, 果 有 相同 的 势 ( 也 简 说 成 等 势 } 就 意味 着 集 4 和 B 的 元 素 的 个 数 是 
“一 样 多 ”， 势 的 大 、 小 就 疮 昧 着 元 嵌 个 数 的 4 多 、 少 ”， 然 而 ,如果 


HARE EL GRE N DTE, Mm E JUD RLN MES, BIELE = 
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AUR IAE (o U D RE IUA DEE, NACE STU RAM P; 

MAE EHF. Bernstein) Aug AxB, BA, IK 
A= B. 

证 BDOSAB, MUAREN T HEBES, X 因为 
Bx A, BL BAD AWETE 4， 对 等 .根据 前 面 的 贝 思 其 
HUEPLAMRAXSOPBQHDA B. utt. 

MERE ze BB f $800 Eb c, o DSL RR ve o ir, 相当 于 实数 比 
较 大 、 小 中 由 axcb 和 baa 问 时 成 立 几 有 ab 这 个 事实 ， 任何 两 
个 实数 是 可 以 比较 它们 的 大 ,小 的 ( 即 实 数 有 全 序 性 ， 美 于 “ 序 ” 可 
参 多 本 章 呈 3)， 很 自然 地 会 问 ， 任 何 丙 个 集 是 否 必定 可 以 比较 它 
们 的 势 的 大 ,小 ， 对 任何 商 个 集 4、.B， 从 逻辑 上 讲 , 必然 发 生 下 面 
四 种 情况 之 一 : 

(i) 4 可 以 对 等 于 吾 的 某 个 子 集 Bo WB RERA TAN 
任何 一 个 子 集 ; 

Gi) BUE SET ABGAEACER 机 ， 而 4 永远 不 对 等 于 的 
EEdRE— 4r 485 

Gii) BWIT 4 的 菜 个 子 集 A, EEUU E ZEIT. 
某 个 子 集 B; 

Qv) 4 永远 不 对 等 于 卫 的 任何 一 个 子 集 , BATT 
4 的 任何 一 个 子 集 . 

情况 (i) 就 是 4-8,G0 就 是 BA. MEENEEM 
AGE, RGG 就 是 := 吕 ， 因 而 如 果 有 办法 能 证 明 情 况 (iv) 决 
不 出 现 , 那 末 任何 两 个 集 就 可 比较 它们 的 势 的 大 ,小 ， 否 则 就 有 些 
4g. 它们 的 芍 是 不 能 比较 大 、 小 的 、 至 今 还 是 无 法 证 胃 (iv) 一 定 不 
出 现 或 者 举 出 例子 说 明 (iv) 是 会 击 现 的 ， 策 旱 罗 (zermelo 1808) 
提出 一 条 公理 一 一 人 选取 公理 (可 参见 8:32, 依据 这 条 公理 就 可 以 证 
明 (iv) 不 会 出 现 , JA i E 6 028 BATAAR k hT, 


$2 mp5» E 

FRR dE RR p 28 — 2€ W, 69 52 0932 Ie MC PER. 

6. Ad PRSRTUZLERSE AREER IPIE u ux 
BHEBREGUELfEHgIA. IBfbAGE UA: 还 是 有 必要 给 有 限 集 
这 个 概念 以 严格 的 数学 定 艾 ， 

EX Ent HRR, 4OM.—i(L2,, n). MRE ARE 
AD Ma 对 等 , 那 末 称 4 是 有 限 集 . 4 AMan 时 , 称 n UTE ARS 
计数 ， 规 定 空 集 为 有 限 集 , 并 且 它 的 计数 规定 为 零 . 

下 面 给 号 有 限 集 的 特征 并 证 明 它 的 计数 是 唯一 的 。 

引 理 1 集 型 ,与 其 任何 真子 集 不 对 等 ， 

证 利用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 引 理 . 

M a—1 时 ,显然 型 :的 真子 集 只 能 是 空 集 ， 故 形 , 不 与 其 真子 

WE ES— ERA, MEM SESECRSON SES uM, 也 
TOGEUCFSOUSESPTY. RETA WH Mao SPERUADID 
M 上 的 一 一 对 应 9, eG 1)—1 分 三 种 情况 来 讨论 ， 

(D) 车 1= l-1, 此 了 时 在 Mus ES MI 中 都 删 去 于 工 后 分 别 得 
HRH, E; M", e 在 者; 上 的 限制 碱 为 Ae 到 型 "上 的 一 一 对 应， 
1B M" CC M, iii B. Moe MUS IU NUES UE 

COD S k-11, JHECICA ， 此 时 设 站 十 1 一 oo)， 在 
M. 上 作 有 映照 风 如 下 : 

pir), vm k+l 
yr) = v=m 
kl, v-—kri 
a eivAMSa, SIE PEM Ef) MES HP eo) 
=k l-1, BD yoE TE oLCO, BEELODO Uo Rm PREIS, 

ID. E Peb-1L,kTCICA', EEANN. Ung ea 

Ma BAA BER CREE]: 2778 ME UT. ER SRIBE 0M. 到 它 的 起 


(———————————M——— i n- a- € a 
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Ti MU iah HEAR RUE 1X D TRE, 

总 之 ; Men PREG RIIT xta, 证 毕 。 

R ”有限 集 决 不 与 长 点 子 集 对 每 ， 

四 此 可 得 

定理 1 ARRERA -mita 

证 YTTER EAR ko. Aak ARE A~ 
AM. XASM a W MaMa AIE men MEHER, XP mcn 
ma RAR —kR h, 不 妨 谈 man, KARAM, GRAT EM. 
对 等 , 内 引 | 理 1 知道 这 蚌 不 可 能 的 ， 所 以 m— n. BEJA 
集 只 可 能 和 一 个 MES. 

由 此 可 知 ， 两 个 有 了 服 集 相 互 对 和 的 充 要 条 件 是 它们 的 计数 相 
等 , 因而 , 讨 数 是 所 有 相互 对 等 的 有 限 估 的 公共 特征 . 

XUOEHR AR A BaStog is A B EXC. BR IE A nM, 那 末 规定 
= 

我 们 称 不 是 有 限 集 的 集 为 无 限 舍 . 

无 限 集 是 存在 的 , 例如 日 然 数 全 体 访 ,由 于 它 能 和 它 的 真子 集 
召 ( 侦 数 金 体 ) 油 等 ， 所 以 不 是 有 有限 伺 ， 即 庚 是 一 无 限 集 。 更 一 般 
地 , 有 下 列 定理 ， 

5382 ”无限 集 必 与 它 的 一 个 真子 集 对 等 ， 

证 先 证 本 在 任 一 无 限 集 4 中 ，-: 定 能 取出 一 列 互 不 相同 的 
元 素 et ga…。 事 实 上 ,在 4 中 插 取 一 个 元 素 , 记 为 m,. KHAR 
ERE, 集 4 一 {qi1} 显然 不 空 ， PME da 
MIRE A— (a, a) REOR ZR, RERE KA MEM 4 中 取出 一 列 互 
不 相同 的 元 素 aus duc OS 为 4 Á:- A— (as |n—71, 2 在 
AXBEGS—TP ACIE 


2l 


ito, Os, e UÁA:«Á 
4 Ve A E A c imm o. 


82 Ge 


pCa;)—8,,, 4 —1,2, 7 
p(r)-z,zC€À 
显然 , o E ASI A EB9—— 3 EZ, ute. 

政变 一 下 定 地 2 的 叙述 方式 , 即 得 到 

Xl 凡 不 能 与 自己 的 任 一 焉 子 集 对 等 的 集 作 是 有 限 集 ， 

还 可 得 到 下 面 重 要 的 推论 . 

R2 集 4 是 有 限 的 充 要 条 作 是 它 不 能 和 真子 集 对 等 ; 集 4 
是 无 限 的 充 要 条 人 性 是 能 和 真子 集 对 等 ， 

下 面 迪 介绍 最 常见 的 两 种 无 隧 集 ， 

7， 可 列 集 及 连续 点 集 的 势 

定义 ”设立 为 自然 数 全 体 所 成 之 集 ， 凡 与 集 六 对 等 的 集 称 为 
可 列 集 , 也 称 为 可 数 无 限 集 ， 

可 列 集 是 最 "小 ”的 无 限 集 ， 即 侍 何 无 限 集 必 舍 有 一 诈 列 子 集 
CRER 2 的 证 明 中 可 以 厢 出 这 一 点 )， RAETIA, pN 
SA [898 Rz, 记 

d, — p(n) 
那 末 4 中 每 一 个 元 素 就 有 了 确定 的 编号 , 因而 成 为 序列 : 


Bj, Oey "t, un 

通常 记 习 列 集 的 势 为 CERTE AAEE”), 

例 8 = ÑA A (1. cosz, sinz, cos2z, gin 27, **,  cosnz, 
singz, =e JÆ np PUE, 

定理 3 可 列 集 的 任何 子 集 , ATEA R RAEE. 

证 设 和 44 为 可 列 集 , 它 的 元 素 编 号 如 下 : 

Aj, ta ds tnn 
BASTA BAIRRI DXRAXXU (nu 4 8 
fap ds ust dun 


1* 


指标 fu nans nus cn LIH AURA A IC, IR B AARE, 68 
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则 五 为 一 无 限 集 , 当 吾 是 无 限 集 时 , 把 a, 与 自然 数 生 对 应 就 知道 
8 是 一 可 列 集 . 
定理 4 有 限 个 或 可 列 个 有 限 集 或 可 列 集 的 和 集 是 有 限 集 或 
DELE 
证 不 失 一 般 性 , SUDO XE A, ds An ee MARA 
QE S TEES 


A= {fi "je Gas gus e) 
ov 

Aa = i0. ss, 028» Ug " 

Aa- (Gu. Han) cry t c8] 
7 

A= fay, yo om, we} 


Bea, OCHA, OSHA, mea, e, AA 


fk Bptg—Àh Mpc x (s CP, {= l, 2, PES RE, 按 高 度 太 小 编号 ， 在 

同一 高 度 中 按 9 的 值 由 小 到 大 编号 , 这 样 就 可 以 把 和 集 (JA 中 
me] 

所 有 的 元 素 编 成 一 列 ( 即 上 图 箭头 所 指 顺 序 ). 


115 Gajs Uia 034, Wiz, 0155 ttj GR Os 1523: Un 25235 "77. Gips” 
因为 A;, A; 可 能 有 公共 元 素 , 这 些 公共 元 素 在 和 集中 是 同一 元 素 ， 
在 这 一 序列 中 去 掉 重 偶 的 元 素 后 余 集 仍 是 可 到 的 ， 当 4, An ns 
中 有 些 是 有 限 集 , 或 仅 为 有 限 个 集 Ane AS 的 情况 ， 也 可 以 类 似 
地 讨论 ”证 毕 ， 

例 8 平面 十 在 直角 级 标 系 下 ， 两 玲 标 过， 9 均 为 整数 的 点 
cs, 9]( 称 为 略 点 ) 全 体 成 一 可 列 集 . 

事实 上 , 对 每 个 固定 的 整数 ,4d。 = (On, m) | m RERO, 是 一 


可 列 集 ， 显 然 , 金平 而 上 的 格 点 全 体 就 是 和 集 、 Ass 这 是 可 列 


天 = 


个 可 列 集 之 和 , 因而 是 可 列 集 ， 
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PLIO 个 理 数 全 体 成 一 可 列 集 ， 
RA h (a BEC r np ES IEEE og p. q 均 为 整数 , 并 规定 
4:50, 政变 一 下 记名 ， 把 县 约 分 数 pg 与 平面 上 的 梅 点 (9,8) 对 
应 ， 内 定理 4 知 这 种 格 点 (94, 了) 的 全 体 至 多 是 可 列 集 ; 又 由 于 有 于 
EIERE, 所 以 有 理 数 全 体 确 是 可 列 集 ， 
设 A, B EB ESAE, 那 求 任 取 aC A, EB, VERIOR Ca, 
b), XR TC SEHE BS Ae UR Br R9 SR POS A 5 BARR., 记 为 4x B. (8 


S. RRETA KIE. 00 

定理 5 AEA, B, e, C HER & GER E cs] FUA, 那 末 ， 
egi 

AXBxe-xO-si(a, b, ,c)|aCA, bCB, "e, c€ C) 
AUR BRE up» f. 

Aic E feu up He 38 SE D A, 

$411 整 系数 多 项 忒 全 体 是 可 询 集 ，, 

事实 ELM IE RERO BEES TC on CER RCP TRE x HI RTUA 
ub l^ R HERB. MACETA Maüpw d 3E RK 
Sg Ae WE. 

exu eb IECUR OU fO E XX LAE EL, xr 是 实数 ， 
TR TEEARU ao, a1, o. Gn, 89350, 使 

dor" d-a,z" !-E-e da 0 

HEPR e ERR. 

例 12 Rika REP. 

$913 [EAR (s ERESEIE NET Ef B ILT T 3B x 
间 记 成 的 集 ( 集 了 中 的 元 素 是 区 间 )》 网 4 是 可 刚 集 或 是 有 限 集 . 

事实 b. 作 集 4 到 有 更 数 集 的 映照 如 下 : 当 区 间 dE A 时 ,由 
qd ei gg, TG RUBUS d, ERE dnt Ss 


rr 
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Ai (0), #4 di d£ A H dd, Wb, WI di Ej dy 不 相交 ,因此 (d) 
sce (ds), XC Uo, p EUR, ER e A SARA E 00 
55. RTI 10， 有 理 数 全 体 是 可 列 集 ， 青 从 定理 3 知道 它 的 子 
集 是 可 列 集 或 有 限 集 。 因 此 4 也 是 如 此 . 
定理 6 设 4 是 有 限 集 或 可 列 集 , BEE-ERE, 那 末 
ALUDB-—B 
证 ”我们 只 须 证 明 4U 8~B 就 可 以 了 ， 因 B 是 无 限 集 , 由 定 
理 2, 存 在 一 个 可 列子 集 寻 CB, 耕 由 定理 4 知道 , 集 MU(4 一 BB) 
也 是 可 列 集 , 即 (4 一 B)U M^ 以， 又 由 于 B-M- B—M, (B- 
M)DnCHU(CA-B)) =Ø, 所 以 
B-(B—M)UM 
ij ef 
(B-— MO)UCMIITCA— B2) — AU B. 


定理 证 些 , 
上 述 定理 表明 ， 加 任何 一 个 有 限 集 或 可 列 集 划一 个 无 限 集中 
时 , 此 无 限 集 的 势 不 会 改变 . 
定理 7 实数 区 间 arsi 是 不 可 列 集 . 
证 如果 (C0, 1] = tw10<<z 和 让 是 不 可 到 的 , 那 末 闭 区 间 L0, 1] 
= («]Oxiasct) 自然 是 不 可 列 集 ;所 以 只 要 证 (0, 1] 是 不 可 列 集 ， 
Ano, 菇 是 可 列 集 ， 那 末 共 中 所 有 实数 可 排 成 一 数列 : ti 
£a, ty a, rn, HECO, 1 中 实数 用 十 进位 无 限 小 数 表 示 ， 
E= 0. Ea lista b ans 
f= 0. to tantaat att 
13—0. tai laslus baa) 


此 中 所 有 的 二 都 县 2 9 Hisz hA, 并 且 对 每 个 
i. 350 (1| 3 1, 2, uj 中 有 无 限 项 不 为 D, 


$2 Bits 81 
作 十 进位 小 数 


g= Ü, idad 


其 中 Eki 0,770, $—1, 2, e, EA. BAERE E, 
A £, 1, 4 a52, A til, IRR eml TT. Fe OR 
的 数 & PIARA, 中, 但 不 会 在 数列 下， 加 ns tw; 一 申 ,因为 
XDTORRT m daz tnn 所 以 a^ is, AP n) EBO 1] 中 实数 金 
体 的 假设 相 了 矛盾 ， 固 此 (0, ]AETR RITE, urs, 

EA 称 0 与 1 之 间 竹 数 金 体 所 成 之 集 的 势 为 连续 点 集 的 
$$, 这 个 势 记 作 只 5 读 作 “ 阿 列 去 ?), 或 记 作 e, 

定理 8 kaa R, 

证 显然 , (0, 1 三 他 19<z<1 和 [0， 菇 的 势 相 同 , 所 以 只 要 
证 明 实 数 金 体 ( 一 00, 00) 和 0，1) 对 等 好 了 ， 今 作 (0,1) 到 (一 o%， 
0) 的 映照 o: 
1 


pr) ig La 


显然 这 是 (0 DA, se) 的 一 一 对 应 , 所 以 实数 全 体 的 势 是 N, 
证 毕 . 

X1 ERRARE R, 

E ” 记 无 理 数 全 体 为 吾 AEk R, 由 定理 8 得 

EBUR =(—%, 99) -=N 

根据 这 个 率 实 可 以 粗略 地 说 , 无 理 数 比 起 有 理 数 米 要 多 得 多 . 

不 是 代数 数 的 实数 称 为 超越 数 . 类 似 好 得 到 

系 上 超越 数 人 生体 的 势 为 从 

这 个 事 实 不 侈 告诉 了 我 们 超越 数 是 存在 的 ， 而 且 还 比 代 数 数 
XS. 

在 Cantor 创 六 和 集 论 以 前 , Vr AF S BER kE Ee T 2) B ERR 
E Ek te dk CA AR CLiouville?, E (Hermite) 5$ A Jr; AJ uE 


- ne———————— — 
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s 是 超越 数 )， 然 而 抽象 集 论 的 方法 不 仪 肯 定 了 超越 数 存 在 , 而且 
断定 多 得 很 .可惜 的 是 它 不 能 给 我 们 具体 地 指出 那些 数 是 超越 数 ， 
但 访 管 如 此 , 却 并 不 因此 而 类 去 它 的 重要 意义 . 

定理 9 实数 列 全 体 5" GEN, 

证 记 B 为 8* 中 适合 0xrQcl (a—-12, JHE (2i Ta 
"r fa REE. I EB, z= {2i Ta t Ea teh HE ta 是 实 
Zr. FERH p; 


plr) -[u(n -y)eu(n -i). e, 


(e) 
mA, p 是 BB 到 8” 的 一 一 对 应 ， 我 们 只 须 证 明 B 的 势 为 从。 
事实 上 ,首先 把 (0, 1) 中 任何 “与 中 的 点 
ï= {r,r g, e} 
对 应 , 就 知道 (0, 1) 对 等 于 户 的 一 个 子 集 ， 即 B0, D=, 
反之 , X B PREH £= {8 tan t zn}， 按 十 进位 无 限 小 
RRE ta A 
l £= Â. TIT1g Ti"? 


£, = D. CPI PPTEE TED 
SUE T ALT ™ 


由 上 述 一 列 数 z= Ax CE", 作 一 小 数 9 C2): 
VE) m0. zaxyuv Enta p ettan 
显然 9 (r)€ (0, DLS ry I. iz) 9 (9), WEER v, B dos 
S TO, 1 的 一 个 子 集 , AT BSO, 1 一 从。 所 以 由 Bernstein 定 
maA H— (0 1)， 定 理 证 毕 ， 
定理 10 s 维 欧 几 里 得 空间 二 " 的 势 为 R, 
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VEO dad EU pn zm. 2 对 应 于 下 中 的 点 (1 fe 
za 0, 60, e) 时 ， 就 知道 百 * 对 等 于 ”的 一 个 子 集 ， 但 是 
E“ — EVER ETE But E ETA BST La HOME ES 中 
28a: E" pouf Gs 0, e, 0) 时 , Ll E! 对 等 二 E" 的 一 个 子 
集 ， 所 以 用 Bernstein RAAE" = B’ =N, 

DRETH ARpA JAE AA TAE UbGE 
的 小 数 ， 使 用 电子 计算 机 时 要 用 二 进位 .四 进位 .从 进位 等 数 ， 下 
面 我 们 来 介绍 9 进位 小 数 ， 

到 进位 小 数 y 是 任意 到 定 的 一 个 天 于 工 的 自然 数 , #4} 是 
一 列 小 于 9 而 大 于 或 等 于 0 的 整数 , 称 级 区 


TRE ERU EE 


3g 进位 小 数 ， 常 简 记 成 
0. LES Ege 

车 在 一 个 9 进位 小 数 中 , 从 某 一 项 以 后 去 全 为 小 则 称 为 了 进 
位 右 限 小 数 , 否则 , 称 为 # ARpA. 

我 们 知 遵 , (0, 1] Bp (E fip Scie ar EAE B R29 g Cg DIEI 
Jtr dk. GRATI ifo i 

引 理 2 如 有 果 把 (01] 中 的 实数 表示 成 gg 人 1 进位 无 限 小 数 记 
8 进 们 无 限 水 数 全 体 为 4, 那 末 这 个 表示 成 为 (0 和 到 4 的 一 一 对 应 ， 

X “80921)? 进 位 无 限 小 数 全 体 的 势 为 M. g 进位 小 数 全 体 的 
势 也 是 SS, 

证 ”出 于 9 进位 有 限 小 数 全 体 是 可 列 集 ， 由 定理 6. g 进位 小 
数 金 体 的 势 与 9 进位 无 限 小 数 全 体 的 势 相 同 。 再 由 引 理 2, 它们 的 
势 都 是 (0, 1]8935 a, EE, 

钢 在 我 们 来 讨论 在 数学 分 析 中 重要 的 阔 数 族 的 势 . 

定理 11 [a 引 土 的 连续 函数 全体 CCa, b ]BS 339 E N, 


3a Host 集 和 直线 上 的 点 全 

证 出 于 常数 函数 局 于 CLa, 5], T Er EA RH KC 939 3S, 
由 于 E” 的 势 是 W, 所 以 8” 与 C[ae 的 TEK, Hi Ber- 
nstein 定理 , 只 要 证 明 C[a, 5] 55 E" 的 一 子 集 对 等 

我 们 把 [Ea, 名 中 的 有 理 数 金 体 排 成 一 到 ， 记 为 73, ya 任何 
-PER ARS), 由 它 在 Pbyg ufa 上 的 值 feros fira), e 
Fo 全 完全 决定 ， 事 实 上 ， 因 为 对 于 任何 «c[a, 5], 存在 上 述 有 
88350989 T- CP mu (v9 00). H f Books, FG) -limfin,). 
因此 Ca, 要 到 E" 中 的 映照 

p: ft GQOD fir, fin 
Au, HIC[a 5148 E^ 的 一 个 子 集 PCIe DR, 证 毕 , 

但 是 应 该 注意 ， 对 于 [a bl ERE SKIE ER CAS UE BLA, Rs f 
R[a, b], 虽然 R[a, 如 有 许多 子 集 (如 CEa,8]) 与 [0,11 对 每 ,但 是 
Rs, 如 并 不 能 与 [0, 1] 对 等 (可 参见 下 面 定 理 13 及 其 系 ). 

定理 12 (让 设计 是 由 谓 个 元 素 ?，9(7P 隆 外 作成 的 元 素 列 金 
体 , 那 末尾 的 势 汶 吐 ，( 这 ) 如 果 晶 是 可 列 集 ， 那 未 全 的 子 集 爹 体 所 
RZE SKIRA R, 

证 (D 作 刘 到 二 进位 小 数 全 体 B 的 映照 8 部下 : ER b= 
iba € M, 作 二 进位 小 数 qb) — 9. kitan tts 其 中 当 Dn =p Et £s 
—0, Mi b =4 Rf inl, ARRAN p EMA BIB-—— mW. SE 
引 理 2 的 系 , BEREN AE., MASE N, 

(各 》 作 有 到 二 进位 小 数 侈 体 BB 的 映照 罗 如 下 : 将 怠 中 元 素 用 
自然 数 编号 成 为 

did» dots 
对 任意 一 个 CES, 作 二 进位 小 数 $CO}) 二 0. titer dun, HPH a. 
EC 时, £,—1, fi gE C 时 , ta= 0, (2—1,2, 2. MA AESA 
上 的 一 一 对 应 ， 央 此, 与 互 的 势 癌 为 m. 证 毕 . 
附录 
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8, $E Ehi e p e E ERRE. o 
RESY., 

势 的 运算 SREK Ed, MC DELETES 
DAR BARTA h 而 且 还 能 和 数 一 样 有 送 算 ， 

例如 : 设 志 -=-w, 互 = 8、 如 果 4mB= D, 屠 末 规定 4UB = 
a C CBS jns A FB BIRETR CE A x B= (Ca, b) lac 4, bEB} 
在 全 论 中 又 称 为 4 和 8B 前 配 你 ,规定 AX B —e«B (MH Bs Ed. 
HEINER AN: 集 五 中 每 一 个 元 素 都 用 和 4 中 的 元 素 代 赫 ( 召 中 的 
不 同 元 素 世 允许 被 4 中 相同 的 元 素 所 代替 )， 一 切 可 能 的 代替 所 
形成 的 集 藉 为 A EBE, Hand 二 {2, 四 (两 个 元 素 的 集 ), B 
— (a, b, 0}( 三 个 元 素 的 集 ), 这 时 , A%B RREA U, p, Ph Uns 
Pah P, g Ph P Ph PG AD L P GD 
TRG A 2* 4) RRR. REUT, WEOE ABE, 
RET =a Gk a= A, A= 8), 

当 AB ROAEUG TRRTIT GEI A ME), E 述 规定 的 势 的 运 
算是 与 计数 的 运算 一 致 的 ， 作 为 对 一 般 的 集 ( 不 必 是 有 限 集 ) 所 规 
定 的 势 的 上 述 运 算 也 保存 了 计数 运算 的 某 些 性 质 【 例 如 加 法 和 和 屁 
落 的 结合 律 .分配 律 、 交 找 律 等 苞 )。 当 然 也 有 不 少 计数 的 运算 所 
具有 的 狂 质 未 被 保存 下 来 , 例如 , 当 a,b EPT ERR, JEE 5250 
E bA atoa, Bi Si RAG FEDTE: b 是 任 一 有 限 集 
W, 必 有 b= N, ARENARIA RE, 以 前 的 某 些 定理 
就 过 翻译 如 下 : EE 4 的 结论 相当 于 aito — eto Coc 是 有 限 集 的 势 ) 以 


及 N= 定理 5 的 结论 相当 于 NO NOUO) — Ma 定理 6 

WEHT amala TIERRA); 定理 9 的 结论 相当 于 

pr SD 2 和 定理 12 的 结论 相当 于 29— s (1), 
REEN 与 代 联 系 起 求 的 重要 等 式 。 另 外 , 如 果 a 是 一 
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^r JC B SERO S, BORA 


gc. 


ET SEAT EI 6 EUER ES SC 

TAAS  GEBERRRIDALDER. JR SWRXEHROKTD NB. XAN 
是 的 回答 是 否定 的 。 我 们 有 如 下 定理 。 

定理 133 B 是 一 个 集 ， 5 是 的 一 切 子 集 所 构成 的 集 ， 必 有 
T>E REH >B). 

看 证 明定 理 13 ZAN ER 8 =, 3kEXX E, S 中 的 一 元 素 
严实 际 上 是 吾 的 一 个 子 集 , 即 BCB， 对 任何 zEB, 如 果 ecE, 我 们 
AR UL HC 如果 zE E, 我 们 就 说 “不 取 ”, 这 样 ,5 的 一 切 子 集 就 可 以 
看 成 用 “了 ”或 “不 到 "两 个 词 去 代 准 B 中 元 业 的 一 切 可 能 方式 ， 如 
4-A— UT, OR) (两 个 元 素 的 集 ), UK S ERAZ B AR JA 
S25. 

证 明定 理 13 (8 B cb AO — UE LIS HUE S rh — 3C 
素 , 3 中 这 种 元 素 的 全 体 记 为 So S. 是 如 的 子 集 ， 显 然 召 与 马 对 
5$, AmB, 3M Rüo P UXEHEBIS SE, 

MEIERI S =B: EaR UN S =B, MERE p p 
Æ BHS ERIE. IHEM DEB, gp(5)ES， 因 而 5 m ob) 
之 间 只 有 丙种 可 能 , Gbg); (iD58E gp(5)， 不 可 能 对 一 雪 bc 
BB, 都 只 发 生 (i), GU E S T RC— A 63S — la b), 根据 (Gi), o! 
CA) RURIRE RE a 或 五 ,如 时 是 m (8 S rt g — Ga (0,2), Ap 
(E )-a- g^ GE), 这 与 假设 %w 是 一 一 对 应 相 巴 盾 ， 同样 也 可 以 
证 明 e^ CE) RIBE AE 5. 从 而 (必然 会 发 生 。 记 满足 Ci 的 至 
中 元 素 全 体 为 8+, 显然 , 它 不 是 空 集 ， 又 记 p-1(9*)= 二 5*, 现在 问 ， 
是 否 b*cs*, AA DUE ST, 这 是 半 为 5+ 一 pg(5*), 而 S* 是 由 吾 中 
满足 (ii) 的 元 素 全 体 构 成 的 , 即 B4E Sr*。， 但 是 BrE S* 也 不 对 ， 这 
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是 因为 由 b*C S*, 说明 如 是 满足 (ii) 的 元 素 , 因而 癌 应 是 8* 中 的 
JE, lp brest, RETIE. 自 此 可 知 假设 她 = 吾 是 林 对 的 ， 证 
注意 , 定理 13 前 证 明 并 不 需要 用 到 任何 两 个 集 的 势必 可 比较 
大 ,小 这 个 命题 ， 印 只 要 有 势 的 大 ,小 概念 ， 没 有 策 黔 罗 的 选取 公 
理 , 定理 13 仍然 成 立 . 

X0 [a blE—H] SC Atk RLa, bs A T a. 

WE igla, 51 dx ZG EC ICA CO ERO 1 a SERE Ae f 


DAR B— [a, bR, Bp S 与 [o bl TERRA 
有 相同 的 势 , 因而 
R«2*- S« R[a, 5] 

如 果 注 意 到 AA RRE RA ADARA Hk. 那 来 Ro, b) 
正 是 4=( 一 co,co) 3& B= [a, bit. 从 而 Bla, 5]. =N", 如 果 读 
者 有 兴趣 , 还 可 以 证 明 下 列 等 式 ; 

Bla, PM (29) 一 28 一 3 二 局 
ZE S XE Da, 的 一 切 子 集 金 体 . 

Cantor 假设 Ko, S 是 两 个 重要 的 无 限 势 ,是 否 存 在 一 个 势 
&, Ef can E ar Cantor FAAA Tiki A Sm E 
题 , 他 并 没有 解决 这 个 问题 ， 但 他 相信 (从 而 他 假设 ) 没 有 这 个 “中 
闻 ? 势 "， 这 就 是 著名 的 Cantor 连续 统 假说 ， 这 个 假设 现在 终于 
已 被 人 科 摘 清楚 了 ， 这 个 假设 可 以 作为 一 条 公理 ， 并 且 与 集合 论 
中 其 它 一 些 公明 是 独立 的 ， 


7 — RB 
i. EMRA AS UE RC, 


nii m e e O o 
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2. ERE "pXALSE Bo i HER. Ti A tE RE p PU s, 

3. WES g 和 进位 在 限 小 数 念 体 是 可 列 集 , 循环 小 数 全 体 世 是 可 列 集 ， 

d TEMBR, 施行 十 一, X, e VK. M V REPRE IRURE, EE 
得 汉 的 一 切 数 共 全 体 是 可 列 的 吗 ? 

Ba 设 44 是 平面 上 以 有 担 虚 ( 即 毕 标 痢 是 有 理 数 的 点 ) 为 中 心 有 理 数 做 半 
II s aedi, VER A cT, 

56. TE AGhdAocxE. pd du cede up ADA Sd EDGE. HD A 
{asirah Mdb din, dE — T $829 R o Mops L6, WR A D Shape. 

7. Vis, 25 — HERI, 共 中 的 元 素 第 此 不 同 , 则 它 的 于 序列 金 体 组 成 势 为 
Wind, apn pp FURUR LONE RGAS Fal, BETE S04 t S Sm fert 

8， 证 明 [a, 5] DOLI 7; JE EIS AE UR A PE 039 ER. Zia, 51 (X 
fel E Bo ACTRESS n al 

9. UEB 5CHI AR. ENB E Cto —4 d 5 ap JE 


Ww. mu | ) As 的 势 是 级 , 证明 必 有 一 个 As RIAL N. 


= 
i0. 证明 : AER b A ng CC i DERE: 对 性 何 El eo, co)， 总 存在 
DA x HETER- s i, dE GIO, SFO CLA 最 多 只 有 可 列 个 点 ， 
IRA DEALER S s TFE. 


$3. 等 价 关 系 . 序 和 Zorn 引 理 


1. SARR — 【初学 时 可 把 这 一 外 节 和 下 商 的 第 小节 南 集 
HEFIR A 章 52 中 的 催 空 间 之 前 读 ，) 在 数学 中 ,一 个 集 4 的 
元 束 之 间 常 有 一 定 的 关系 ， 我 们 现在 发 考 迪 的 是 下 面 的 一 种 等 价 

定义 ”假设 4 是 一 个 集 ， 在 直 的 元 素 之 间 有 一 种 甘 系 “~" 适 
RATER: 

1° BTEXPT—HBpatd.aca 

2^ 对称 性 : Ht acb. IR boala, 545; 

3^ 传递 性 : 如 果 gq~p, JE H. b~e, Ikare, 


ga fS. IEA Zorn CIAR i 


XX HEATER LEIS RE AER, 

Piau $ 2 eR PRI SE (ROSEO OR ZR 就 是 一 种 符 价 美 系 。 下 面 我 们 
AES JL A BIA 

例 1 dES RE E b, M r—y—2kz(k ERRO, HUE 
r~g, 这 是 E! 上 的 - 7 E EA. 

$12 WEM E b, SEA, du. Cre YDE t= za 时 ， 
Hisgg Cru, gi) me (s). 这 是 一 上 的 一 个 等 价 关系 . 

例 3 A BEME 了 是 4 到 8B 的 一 个 映照 。， 当 zyE4, 注 
EFFO, 规定 roy. RE 4. 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 这 个 等 
价 关系 又 称 为 由 映照 f 按 等 值 方式 所 导出 的 等 价 关系 , 简称 为 由 
了 导出 的 等 价 关 系 . 

剖 分 和 等 价 类 ” 设 4 是 一 个 集 ，{4uwaEd 是 4 的 一 族 子 集 ， 
Tr UR CD AL T As s £i Ce )5 GIU AL — 4, JI GAL, aC 
是 4 的 一 个 部 分 

例 4 A.B 是 两 个 集 , 是 4 到 BB 的 一 个 映照 ， 对 任何 5€8， 
作 A el ADD nE 0€ R, BEREA A). XXE CA, 
BE 也 是 4 的 一 个 齐 分 ， 它 称 为 由 子 按 等 值 方式 所 导出 的 剖 分 , (UN 
Tog f suma. 

由 映照 了 可 以 导出 一 个 剖 分 ， 反 之 ,对 任何 A BEI CA, aE 
A BEERE S, 修得 由 了 所 导出 的 剖 分 就 是 {46。，aEA4}。 事实 
t,i B= A, PE AF] BRRR Ji 当 EA Bj, f(2) —a, SEA, f E 
是 所 要 求 的 上 映照 。 

设 和 ~ 是 集 A 上 的 一 个 车 价 关 系 ， 任 取 aA, 4 d— (5| boa), 
称 闻 是 4 中 ( 按 等 价 美 系 ^) 的 一 个 等 侨 类 . 

显然 , 每 个 等 价 类 是 4 的 一 个 子 集 , 任何 两 个 黎 价 类 示 站 或 是 
相同 (这 时 a ~b), REETA EO otb, “A GRUSS DLE 
HE AREER S m. ete e 


in F-a o HRS EIUS 


价 闫 系 一 所 产生 的 等 价 类 构成 了 ASTA. 反之 , 对 于 4 的 
任何 一 个 前 分 14s a£ AY, 必 存 在 一 个 4 上 的 等 价 关系 ~， 使 得 由 
一 所 产生 的 等 价 类 全 体 所 构成 A D ME Ao qEA}， 事 实 上 ， 
AUR CAL, aE4} 是 给 定 的 (4 的 ) 一 个 前 分 , 25 2, a 同属 于 46 时, 规 
Ery, MRE 4 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 而 由 这 个 鲜 价 关系 所 
产生 的 等 价 类 全 体 所 构成 的 4 的 剂 分 正 是 {A waEd)， 

2. BE 

EN VEBRRAA CERE XX. XEQESAdqE 
类 全 体 (@ 中 的 元 素 是 d, aA), FQ IE A BLUR o RR SP AI 
商 集 , 记 为 A~. 

集 4 到 它 的 高 当 8 4/ 一 上 的 映照 

Pp 
Mob B Am, 

BIS 在 例 2 中 ， 如 /和 ~~ 中 的 元 素 {z, 纺 = C iD Lye ET eR 
BERITE 如 果 把 (zz RET PE PI RA 
本 /一 就 可 以 视 为 玉 子 . 

代数 学 中 的 商 群 、 商 环 等 都 是 一 种 特定 条 件 下 的 商 集 ， 

Wb ALB JEU HRS. p 是 4 到 吾 的 一 个 映照 ， 由 当 按 黎 值 方式 
Hp fi A Ef — SEE SR, IEN 8€ A, dd. (o) 39 e, HI a 
所 在 的 等 价 类 就 是 =y (0) — (605) —e), IRI 9 ITA S 
HAEE Q—4/-- 31 Bi —^- ERR e. 当 CA B, CD — Ca). - h 
F ä=b hf, vC) — (b), BELABRRG d d RTDAE X89. RH, d enl 
WER, EWA b, ajeb Bf, arb, 所 以 Ca) (0), BB 3G) x 
TO). Bde 如 果 本 身 航 是 可 逆 映 照 ， 那 末 就 只 含有 一 个 元 
Eo, SPPE a M a 视 为 同一 时 , 这 时 4/ 和 ~ 就 是 4. 囊 也 就 还 康 
成 NETESIET3INE 35.52 13 3:8 8-1: 
个 Ajo I BEARR, BETERE A ERIT 中 常用 的 技 
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n. 

EPU 82 3e RADITI fi 25 HE ied a. 

3 顺序 关系 【着 一 外 丰 太 其 后 第 和 小 节 的 内 容 是 给 读者 僚 
2509. zB Cr eR Sy LTE S 21£H ME ER ED 
顺序 是 数学 中 常 出 的 法 念 之 一 ， 例 如 实数 大 小 就 是 一 种 重要 的 
顺序 英 系 ， 商 等 数学 的 重要 艇 念 之 一 是 极限 ， 极 限 概 念 所 研究 的 
主权 就 是 变量 按照 一 定 的 顾 序 变化 的 趋势 . 但 是 在 许多 情况 下 ， 
在 集合 中 不 是 任何 琴 个 元 素 之 间 都 可 以 自然 地 定义 显 序 ， 例 如 在 
构造 袭 营 (及 iemann) 和 分 和 数 的 时 候 ， 需 要 考察 积分 区 间 里 所 取 
HARPERS AR, F Aore b HRA ARD AAZ EIE, 
RME A pO: 24 Zn DCA a H. S CD, bh UD. EZ 前 ， 
这 是 一 种 顺序 关系 .但 APRH RENZ, 和 Z, 2 Bm B 
EZ, B, £05, A IF TED, h, RED, 2: 之 间 就 不 存在 上 述 的 
MER. MARME EREN dé UL. 在 集中 只 是 一 部 分 元 
素 之 间 及 有 顺 订 芙 奈 ， 有 从 黎 坚 积分 的 理论 也 可 以 看 出 这 种 顺序 甘 
系 是 十 分 重要 的 . 在 其 它 数 学 领域 由 也 常 要 遇 到 这 一 基本 的 概念 . 
现在 我 们 给 出 席 的 概念 ， 

EM 设 4 是 一 桌 ,在 其 中 规定 了 某 些 元 素 之 间 的 关系 “<”， 
它 满 是 以 下 的 条 件 : 

1” 自 反 性 : 对 和 中 的 一 切 元 素 a 成立 着 sd 

2” 如 果 8< MIEL 5-a, JRR a=b; 

3” 传 递 性 : 如果 amb, if B. be, RE ac, 

翡 来 称 关 系 *< ?为 4 中 的 一 个 颇 序 , ab RITE a dE D 前 (或 8 在 a 
Ja) XXI ESSE A RIDER 3E PR ES E IRE 4 是 有 序 的 . 

Bj6 BEIR, AGRBQSQECHCTGÓSENURASSE. in 

果子 集 之 问 用 包含 其 系 *C "作为 4 中 某 些 元 素 间 的 顺序 , Bron U, 
CA, IL UCCV Bp, Alu UV, JA uL AXE 一 种 顺序 ( 称 它 是 自 
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然 顺 序 ) 因而 4 按 此 顺序 成 为 一 个 半 序 集 ，, 

例 7 设 B 是 一 个 集 , AB EPRA eik, H e 07A, dii 
县 对 每 个 (€T 有 aab, BERE ab, GR A TROC Mos 
为 半 序 集 . 

例 8 BARREKA R YE A TOU AE 24 ao 时 为 
ab, MA AR— EFIE, 这 个 硕 序 称 作 自然 顾 序 . 

兰 在 这 个 集 4 中 作 另 一 规定 : 当 gb 时 规定 <a 显然 这 也 
是 一 个 顺序 关系 , 称 此 顺序 为 道 自然 顺序 . 

例 9 设 4 是 所 有 实数 对 (2, petk, WEAH a, y), (ze， 
2 x mx ICA, Vi) X Gres Ya), 并 规定 当 z m 2) 而 gua HT 
Aj Gs qu) Gs 的). 这 是 4 中 的 一 个 顺序 关系 ， 称 为 字典 顺序 ( 因 
为 它 和 拼音 文字 字典 的 字 序 类 位 )， 

定义 ” 设 集 4 中 已 经 定义 了 顺序 关系 “<"， 如 果 对 4 中 的 任 
fe Pi 7038 o b 都 可 以 确定 它们 之 间 的 顺序 ， 即 a-b E ba 两 
个 关系 式 中 必 有 一 个 成 立 , 就 称 和 4 是 一 个 全 序 集 . 

在 全 8 piot EA He E PRU Go BEAT AER ME. Ai 
3 的 集 也 是 全 序 集 .如 在 例 6 、 例 了 中， 当 闻 不 止 含有 一 个 元 素 
时 ,4 都 不 是 全 序 集 . 

设 4 大 一 个 半 序 集 , 互 是 4 的 子 集 , 如 果 有 aE4， 使 得 对 每 个 
bCB, i vr ba, 即 在 吾 中 所 有 元 素 之 后 ， 那 来 称 a UT RB 
HER. 类似 地 也 有 下 界 的 概念 、 对 一 个 子 集 , 上 界 . 下 界 不 一 定 
是 唯一 的 ， 也 可 以 没有 上 界 或 下 界 . 例如 取 4 为 实数 区 间 t0, D. 
以 髓 然 版 序 为 顺序 , 取 B= A, AB fp Arp fede ERR Mo 
EFF. 

例 10 HETA RE n EKME 雪上 的 分 点 组 , 令 


D, - jo, : 3 2 ,2 一 上 1 | 
n mW n 


bOO MR CEEE T SH ARRA RUIN HTC S RAI SAL nn 站 


Hu $3. PÈR FA Zor 引 理 43 
BEES) RS REED, A BIO, 1 中 的 有 理 数 侠 体 ， 
A3Us Bit CREATE. BEA, E RZ CA, RPG 中 所 规定 的 那样 ， 
TER A rRELBIL A A CEDAR TE SIR DS OT, ARI EFE, T 
对 任何 DEA, 都 有 DCB. BIDLBIZCMS ES. 

Ve A dE— AFER, a€ A, ARTE A PREET ba) 
在 “后 , 那 末 称 sa DARAT. 换 句 话说 , HON GO a 是 其 有 下 面 
性 质 的 元 素 ; 如 果 DEA, ii Hab. PEDA b—a, 半 序 集 的 极 大 
元 不 一 定 是 唯一 的 .例如 两 个 元 素 aab 所 组 成 的 集 4， 其 中 规定 
a<a, b-Cb, N AJ& 25) d, dd a 和 58 都 是 4 的 极 大 元 ， 但 基 , 在 全 
序 集 中 极 大 元 是 唯一 的 . 

类 似 地 也 有 极 小 元 的 概念 . 

4. WiROZonm) 引 理 ”下面 介绍 一 个 引 理 , 它 是 研究 “无 限 的 
uL" B9 — 7 32 8. LR. 在 旗 国 分 析 的 基本 理论 中 常 要 用 到 这 个 
引 答 是 作为 关于 半 诈 集 的 一 个 公理 来 接受 的 ， 

引 理 (Zorn) 设 4 是 一 个 从 序 集 ， 如 果 4 的 每 个 金 序 子 集 都 
A ER, MR AHARI. 

KMA XF P ACRUR INICCEETE BE) 951. 

Zorn 引 理 是 证 明 别 的 一 些 定理 的 基础 。 作 为 公理 , 它 并 不 象 
别 的 公理 , 如 欧 几 里 得 几何 学 上 的 一 些 公理 那样 直观 ， 那 样 明显 ， 
自然 不 易 被 人 们 所 接受 ,因而 有 必要 作 些 简略 的 说 明 . 

这 个 引 理 的 可 接受 性 , 可 以 这 样 粗略 地 看 {但 这 不 是 他 辑 的 证 
91): dm A EAT ETE, 任 音 取 扫 4 中 的 一 个 元 案 ab WREDE 
RAT SIC ZUR TOR EA, aa, Ea <a, ARRETA, 
可 以 得 到 一 个 全 序 子 集 

ai ds, t, da, t 
IK UE, 它 必 有 十 界 记 为 4。， 如 果 as 不 是 极 大 元 , <4 中 必 有 一 元 
3E a。 之后, dazu a.u OX Ho 1 HEUS" ias) 再 继续 


oH qx SE iE EKI 


下 去 ， 又 得 到 全 序 TE 

O1, 777, O4. 77, Gay Bayah sim ttt 
Hr VE 它 有 上 界 记 为 a, GX HL 2@ 出 只 是 一 个 记号 , 我 们 不 去 退 完 
"ERES, GRE ELECTA, “最 终 总 可 以 "找到 极 大 元 ， 

如 内 对 上 述 过 程 加 以 严格 分 析 ， 果 真 要 实现 “最 终 总 可 以 找 
到 极 大 元 ” 谣 要 运用 另 一 个 公理 一 一 策 黑 罗 (Zermsel0) 的 选取 公 
H, 

Zermelo 选取 公理 ， 设 S= {MERA AR E 
集 , 那 末 存在 集 工 满足 下 面 两 个 条 件 ; 

(1) re (a; 


EGS 


(2) 集 荆 与 3 中 每 一 个 集 开 有 一 个 而 且 只 有 一 个 公共 元 素 . 
其 实 选取 公理 和 Zorn 引 理 是 等 价 的 ， 等 价 性 药 证 明 我 们 不 
引进 来 了 , 可 参看 [7]. 


$4 直线 上 的 点 集 


前 面 研 究 了 -一 般 的 集 和 它们 的 一 般 性 质 , 介绍 了 和 集 的 运算 , 集 
的 映照 , 集 的 势 竺 等 重要 概念 。 庆 些 内 容 固 然 重要 , 但 还 不 足以 指 
述 分 析 数 学 中 要 用 到 的 收敛 性 , 不 足以 描述 极限 概念 , 还 不 能 满足 
下 面 厂 究 测度 和 积分 的 需要 ， 我 们 必须 进一步 研究 点 集 ， 关 于 点 
集 的 理论 ， 本 书 分 为 两 步 ， 第 一 步 先 来 介绍 最 常用 的 实数 直线 上 
的 点 集 ; 也 就 是 实数 集 的 基本 概念 和 性 质 , 这 一 方面 是 为 满足 下 而 
两 章 测 度 与 积分 理论 中 讨论 直线 上 的 蔓 贝 格 测 度 和 积分 的 需要 ; 
另 一 方面 也 为 在 泛 落 分 析 中 所 需要 的 更 一 般 的 点 集 理论 很 供 典 型 
特例 .第 二 步 我 们 将 在 第 四 章 中 着 重 讨 论 讼 量 空间 的 点 集 ， 

1. 实数 直线 和 区 间 RMA E 表示 实数 的 会 体 所 成 的 集 ， 
也 就 是 实数 直线 .每 个 实数 也 称 为 点 . 


$4 AREIS i5 
HH EERI- PRERNA A FJL: 
点 集 (e 有 = x] aca RARE, — osa foo, 
-点 集 La, 9) («asta BER TED JE PCIE, iX HL — oo 声 


ax. slo, - | 
ME, B= ( [aas 3 R2 ATO BIDCIBIO, XX B — oou 
«x. con, 


I id Cot, B ] 3 [os B) SE RRTESETE SE BI DETRI. 
Am B]—ir|as xs BY SSEEHIBCI, iX B —oo-casB- 
2o. ^ ` 

这 些 点 集 统称 作 区 癌 , 可 简 记 为 《a, A>. 

注意 , — A e 所 成 的 集 {19} 也 是 闭 区 间 , 就 是 Em, a], 

没 44 是 一 个 实数 集 , 如 果 存 在 有 限 数 e, 使 得 对 于 一 切 zG44 都 
有 rack a0), WAEA BGROSCRHOR ROB. XXBDZSHUE-- 
HARAMU m) Pr PARAT RE: 

G) XE—U) 2€ A zs M CR 92 m) 


Gi) 对 任何 正 数 e， 必 有 CA TR 2M — z-cme) 


称 民 最 4 的 上 上 确 界 , m 十 委 的 下 确 界 ， 记 腻 为 sup g, mjinfz. in 
RASA LAI, AE A489 ET JEco, 即 supz— co, 有 附 supz 
xiu sup 4， 同 样 地 如 果 4 不 是 有 下 界 的 ， 规 定 4 的 下 确 界 是 
— eo, Hii infz— 一 co. infz X arid 2 infA, 

2. FA 设 z 古 直线 上 的 一 点 , 包含 r 的 任何 一 个 开 区 阅 
(a, 月 ) 称 做 xs 的 一 个 环境 ( 勤 邻 域 )， 特别 , 如 果 e 是 一 个 正 数 , 称 
{zo 一 Bi 19 €) XJ zo 的 e- FREE, dg OG, 2)， 设 4 是 直线 上 的 一 : 
AUREIS, CA, 如 果 存 在 ro 的 环境 (9, B) C A, IR xo 称 为 


T 为 了 第 二 章 中 角 达 方便 起 如 REPA, XE Go IAE E. 


ME ep ee er sa 
人 


45 第 一 章 RAT DAA 
HAE ARAA, [Anis e- 8 uj. fea DX fap Co, 户 除 端点 外 的 每 点 
Ap A x A» DC FRU P P HR. 


ECG HAR Ra ERE. 


fin TE fI DXIRE DEFE. eli HE ZEE ACHT, 

开 集 的 基本 性 质 是 : 

定理 1 (i) 空 集 名 和 全 直线 是 开 集 ; 

(D 任意 一 族 开 集 的 和 集 是 开 集 ; 

Gi) 有 限 个 开 集 的 通 集 起 开 集 . 

证 《让 是 显然 的 ， 现 在 来 证 明 (i 让 ， 设 {G5 是 一 族 开 集 ， 由 
开 集 的 定义 , 要 证 明 全 = |] G6 是 开 集 ， 只 须 对 于 人 中 任意 一 点 


to, 证 明 存 在 am 的 环境 to DOCG 就 可 以 了 。 因 为 zoEG, 必 有 族 中 
的 某 开 和 集 Gas 使 得 EG. EE mm 是 G4 的 内 点 ， 所 以 存在 xe 的 
一 个 环境 (a,5)CCG.CG， 这 就 是 说 xz EG BS PU, HT G JEJE, 


“最 后 证 明 (ii)， 设 G4,…, Gu 是 有 限 个 开 集 . 令 G= 门 0.. 我 


们 只 要 考虑 当 G 不 是 空 集 时 的 情况， 任意 站 SEG, WE nE.. 
v—1,2,-2, B3) G, 是 开 集 , 所 以 存在 m BRE C. BCG., 


v=1, 2, ^2, A&(a, B): [] (a, 8. Bi a= maxa, p=minp,, 
"1 laran larn 


由 于 >ra FR, Ern (—12,-.2) LLACA, Db, 
(a, 有) 是 zc 的 环境 , ELER C, DC la BCG, W51, e, n), 
所 以 (w ACG, EN zo EG ALS G 是 开 集 ， 证 毕 . 

在 定理 1 lS Cl rb, “任意 个 开 集 "， 茎 可 以 是 有 限 个 也 可 以 是 
无 限 个 ， 但 是 在 (iii) 中 , 如 果 把 < 有 限 个 开 集 ” 改 为 “无 限 个 开 集 ”， 
UAE GB SERUR ERRARE T. (Un -(— LL) wm 一 


n'n 
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2, …， 显 然 它们 的 通 集 G (二 — {0), 即 他 是 只 含有 一 
点 0 的 集 , 它 不 是 开 集 . 
在 直线 上 , XH LEER. 


由 (人 ii》 可知 任 意 个 开 区 间 的 和 集 必 是 开 集 . 特别, 一族 互 不 
相交 非 空 开 区 间 ( 根 据 8 2 的 例 13, 最 多 是 可 列 个 ){(a,，5,)} 的 和 
集 G-l](a, 5) ERE. 现在 我 们 要 证 明 这 正 是 E EIER 


集 的 一 般 形式 .为 此 引入 开 集 的 构成 区 间 概 念 ， 

定义 ” 设 人 是 直线 上 的 于 集 ， 如 果 开 区 间 (w ACG, mm 
5 a, 月 不 属于 G, Sid Ca, 月) 为 GQ 的 一 个 物 成 区 间 . 

例如 开 集 《0, 1) U (2, 3) 的 构成 区 闻 是 (0,1) 及 (2, 3). 

定理 2 ( 开 集 的 构造 ) ”直线 上 任意 一 个 非 空 开 集 可 以 表示 成 
有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 构成 区 间 的 和 集 。 又 当 非 空 开 集 表示 
成 互 不 相交 的 开 区 间 的 和 集 时 , 这 些 开 区 问 必 是 构成 区 间 ， 

证 设 G 古 直线 上 的 一 个 非 空 开 集 , 分 以 下 四 步 来 论证 : 

(1)》 开 集中 任何 一 点 必 含 在 一 个 构成 区 间 中 ， 事 实 上 ， 任 总 
34 a.«G, 记 4 为 适合 条 件 Ela, DCG RAER, 有 全体 所 
成 的 区 间 集 ， 因 为 各 是 开 集 , AL 不 会 空 ， iL a - infa, Bo= supp. 


Edt (a, PEAS 


ERER LOGA, (oo 80) 一 LL] e, B)),. ERR res 


(2,82€ Ag, 
(mo, Po). MAH, B AEG PEE DECIR], AE PC G. 
EER a'C(a,, Bo)， 不 妨 设 a nS. RT cV AERIS. 所 以 必 有 
(a, B)€ A, fili ag acc x', EE xE (a, zc] C (a, 8) CG..— 同样 , 如果 
2'2» xo, 也 可 以 证 明 相 类 似 的 结果 ， 因 此 (co B60}CG， 由 此 顺 恒 得 
Alloo LEAs. HHE a € 6: 如 果 不 对 , 耶 末 moEG， 因 为 @ 是 开 
集 , UAH 8), (Ef ec (x, BC G, XB, rE, BC 


4à A-R 上 集 和 直线 上 的 点 集 

Co, B') U (s, Bo) CE, 因此 , Ca, Bo) € As, , ilii a o, XXIII ta A 
Az, HREH Af RIS RA. A EG, I] BERI 8.6 6. 
这 就 是 说 (go Bo) AEG. RREH. 

(2) 开 集 @ 的 任何 两 个 不 同 的 构成 区 间 必 不 相交 . 不然 的 话 ， 
Han B), (as 有) 是 如 的 两 个 不 同 的 构成 区 间 , 但 相交 ， 这 时 必 
有 一 个 区 间 的 端点 在 另 一 全 区 问 内 , 例如 aiE(as A), [B Cos, 2) 
CO, 这 和 omEC 了 矛盾 ， 因 此 不 同 的 梅 成 区 间 不 相交 ， 再 由 &2 f 
13, 开 集 他 的 构成 区 间 全 体 最 多 只 有 可 列 个 , 记 为 {(9,, 5,), v 1, 
,a 


(3) 由 (1)、(2) 得 到 GC 出 (6,, 58,)，、 又 由 构成 区 间 的 定义 ， 


A aD C. 5. 所 以 g= L Can b). 

-FiSPFUE dE E (9 ELS HE JT EA 必 是 它们 的 和 集 的 构成 区 
间 ， 

(4) 设 @G [Ce B) 是 一 组 互 不 相交 的 开 区 间 的 和 集 , 现 


在 只 要 证 明 每 个 (ay B^, EG Bedae x aJ. TAG, POCE 
它 不 是 构成 区 间 , 比方 说 o, EG, 那 来 必 有 ur 1E aL Co. B.) 
因而 (&, BE 8,486. iX Eg. Ma EG [BH 
,EG， 所 以 (9%, BOXER IER], EE. 

3， 极 限 点 ”极限 概念 是 分 析 数 学 中 的 基本 报 念 之 一 . 为 了 进 
一 步 研究 实 变 函 数 的 过 要 ， 我 们 这 里 灾 对 直线 上 点 集 与 极限 有 关 
的 性 质 , 作 仔 细 的 分 析 . 

实数 列 的 极限 入 念 在 数学 分 析 中 通常 是 这 样 和 叙述 的 : 

EX 设 (m 是 一 到 实数， 如 果 存 在 实数 X46,， 它 有 下 面 的 
TERR: 对 于 在 何 正 数 e AET A N, ERA nl N 时 成 立 着 


$4 HALMAR 49 
[ta to] E (4.1) 
那 末 称 数 列 [zs)} 收 化 于 vo 记 做 Yomas— ms WETEA zumo 
co), 并且 称 av 为 {xn} 的 极 根 ， 
利用 一 点 的 环境 不 难 把 收 钱 定义 用 下 面 的 充 要 杀 件 来 代 


i. 
引 理 1 HARSA) KAF xo 的 充 要 条 件 是 对 于 mm 的 
任何 环境 (&, 80, 存在 日 然 数 N, Et RN FD 
z,C(a, B) (4.2) 


证 必要 性 ;: UE ruo rus IRI zo 的 任何 环境 Co, B), 取 正 数 
e—min(f—z, zoa), XXI 4A EB ER ON tf nN 
]z4 rol «e; 因此 , zo — e, 1o d- e) C (0, BD. 

充分 性 : VES LER. 1 中 的 条 件 满 足 ， 对 xo 的 任何 环境 (zo 一 e, xo 
+e), AN {EH DN 时 a. (rp 6, rotel OX EIE CA. D). 证 
毕 . 

下 面 要 讨论 点 集 的 极限 点 . 

定义 ” 设 4 是 实数 喜 线 上 的 点 集 , wo 是 直线 上 的 一 点 (可 以 属 
T A. 也 可 以 不 属于 所), 如 果 在 mm 的 任何 一 个 环境 (Cwm, BB) 中 , 总 舍 
有 和 集 和 4 中 不 同 于 zo 的 点 , 即 (fta, 8) — G0 (1 A se £f. IRER 2o 为 
ARAPERA. 

显然 ,一 个 点 集 的 内 点 都 是 这 点 和 集 的 极限 点 ， 双 如 当 

—eo-ca« boo 
D MIESCECEOISE FERE AENTEDE 35:9 

mi An poses oom. 

极限 点 的 定义 有 多 种 等 价 的 形式 .下 述 引 理 中 的 (ii) 一 (iv) 
是 常用 的 . 

320382 设 4 是 实数 直线 上 的 一 个 点 化 , ro 是 直线 上 的 一 点 ， 


一 一 一 ——— — 


£0 Weed] EGE DERE 

poke T RERO Psi e ^v f 
G) 2v A AR ARRIRA. 
GD 存在 集 4 中 点 列 人 zw), Tarn, 2, n), 使 得 ons 
Giii》 存 在 集 4 中 一 列 互 不 相同 的 点 {zw}, 使 得 ns n, 
Gv) 在 za 的 任何 环境 Co BO rb A RERE A, 
T ARERO GD- i GO GOORETD T. 
OSG mm 是 4 的 极限 点 ， 那 末 对 每 个 正 整 数 m d n. 

关 zo ay (0s 一 二 ,zo 十 去 ) 人 4， 就 是 说 ,有 4 中 不 同 于 zo 的 点 列 


irah 适合 


Jens] «4 
因此 Tg 7 Ep, XX AE AIEOD. 


(Gi) GiD izr BARGI. XXI EC Gn P BAER —- 


SENECTUS. RAMFAN FLEURS ARAR, A 
— a ERRER ARK, 然而 xa ros IRATZ a= To 
但 是 这 与 taa 补 突 ， 设 {zas} 是 {es}》 中 互 不 相同 的 点 组 成 的 子 
序列 , 显然 , zn} 就 是 适合 Ciii) 中 所 要 求 的 序列 . 

Gii-(v) 设 {gv 是 4 中 互 不 相同 元 素 组 成 的 序列， 并 且 
t,-x,y 根据 引 理 1 对 任何 z IRC, p), ATE N, 当 rN 
时 , Ela, 8), Bil Ce, DAA APERTA. 

Gv -GUÉER ABS, IEE, 

AT DER ex TEDSE Sz Ba E PLEAR. 

定义 设 4 是 直线 上 的 点 集 ,zoE4, 如 果 r 有 一 个 环境 (oh 
其 中 除 zo 外 不 含有 4 的 点 ， 即 CCo, 8) — (9 114 — C, PR an E 
AHIMA. WERE eR A pa AREMA $5 AGER 
立 集 . 

Qo oc—-—A RSS. 


pem 


$4 立 线 上 的 点 华 E1 
MIES T Ad, HS A PH (E [nf A zo); 如果 zo 不 是 4 的 极限 点 , 那 
来 ze WE A Ta. AE, A RAAT E AMR 一 
TRA, AR A pd AATE A A RRRA, A EEM 


Er 3 


$012. RRRA RRUA. 

例 3 ”有限 点 集 或 发 散 到 无 穷 远 的 点 列 所 成 的 点 全 都 设 有 极 
FR ER. BTE AERE ER, 

例 4 以 Res 类 示 区 间 [0,1] 中 前 有 理 数 全 体 . 那 末 区 间 [0, 1] 
中 任何 一 点 都 是 的 极限 点 ， 除 此 以 外 ，Bo 设 有 任何 其 它 的 极 

例 5 闭 区 间 [0,1j 的 极限 点 全 体 , MELO, 1], 

这 些 例 子 说 明了 直线 上 点 集 的 极限 点 的 各 种 可 能 前 情况 :〈i) 
CELER BR S Cán] 2, 3); (让) 一 个 点 集 的 极限 点 可 以 都 不 属于 这 个 
点 集 ( 例 1 03 (iii 一 个 点 集 妈 的 极限 点 可 以 一 部 分 在 4 中 , 另 一 部 
4r TE A vh, 甚至 极限 点 比 4 本 身 的 点 还 客 ( 如 例 4 73 一 个 点 
集 本 身 同 时 就 是 它 自己 的 极限 点 全 体 ( 如 例 5)。 为 了 进一步 分 析 
点 集 和 它 的 极限 点 的 关系 , 我 们 引入 如 下 的 概念 。 

4. pd 

EX ESSA BUR ER ERAS fe PLUR EROS ABUSE, A 


显然, 4 是 孤立 集 的 充 要 条 件 是 AQ mg 
没有 极限 点 的 点 集 ， 它 的 导 集 是 空 集 ， 因 而 空 集 的 导 集 是 空 
&. 


是 闭 集 . 
因此 ,如果 点 集 二 没有 极限 点 , 屠 末 4 是 闭 集 ， 从 而 空 集 是 闭 


82 &r-ox o SEDE LAR 
Jg, X ECRSÜBIIX IB EHRE, 

ATARE 3d. BE GRSEXETARBOS REOR, cL. 

定理 3 ”点 集 妹 为 闲 集 的 充 要 条 件 是 集 4 中 任何 一 个 收 敏 点 
列 必 收 北 王 44 中 的 一 点 . 

证 必要 性 RAESTE, {zn} 是 44 中 的 一 -个 收 钙 点 列 ， 
zn>wo。 我 们 要 证 明 zo&4. 如 果 有 某 个 ns x 7o, 那 末 自然 zoEd. 
如 果 寻 一 切 zzn 关 Xo， 由 引 理 2 的 (ii) 知道 ze 是 4 的 极限 点 ， 于 
AE EA CA, PALL woEA. 

充分 性 i AHAAA a AT A P SEE 
4 的 任何 一 个 极限 点 CA, ASE 2, A ARER SURF Gar 
VE F ro 由 假设 ,zo 所 以 ACA, 即 A XB. IHE, 

定理 4 点 集 4 成 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 4 的 余 集 和 = 已 一 
AERE., 

换血 话说 , 闭 集 的 余 集 是 开 集 , 开 集 的 余 集 是 闭 集 ， 

证 必要 性 ERARE, 那 末 4 中 任何 一 点 zo 不 是 4 的 
RREA BERAE, FE ze 的 环境 (a, 8)， 使 得 Lm, 8B) 一 
ix dfA- 2, XA Go fA— 7, Aia, B) C A", 从而 wo 是 本 一 
A HAR AL AE AERE, 

充分 性 ” 设 4 的 余 集 4 是 开 集 ,于 是 对 于 A 中 每 一 点 te 存 
在 r te, 2 十 竹本 ， 自 然 (zo 一 ezo 十 Be) 中 没有 
Af zi, PIDA zs 不 是 4 的 极限 点 ， 即 4 的 极限 点 必 属 于 4， 因 而 
ARAR, urhe. 

从 定理 工 中 开 集 的 基本 性质 ， 利 用 $189 € 5 DS XR X 
(L1), C1. 2) 及 上 面 定理 4 立即 得 到 闭 集 的 基本 性 质 记 下 : 

定理 5 “〈i 空 集 和 全 直线 是 闭 集 ; 

GD 任意 一 族 闭 集 的 通 集 是 闭 集 ; 

Gi) ARAA SES nf Br] $e. 


$4 gm LB 


证 《〈i) 是 最 然 的 , (iii 留 给 读者 做 出 证 明 , 3c HELLE GO, 

WE LE MPH, E IR RE Fi = E'R, EGER, 由 定理 
UF 是 开 集 ， 但 是 由 和 通 美 系 如 一 上 7 = f) Po ug 
84, P— LJ rt nde. 所 以 门 dern l 

注意 , (iii) 中 的 条 件 ARA” PAAR RE LERRA RR. 

me c D- U|) emm 1 一 二 | 部 是 


闲 集 , 而 这 无 限 多 个 闭 集 的 和 却 是 开 区 间 (0, 1), 它 不 是 闲 集 . 

既然 闲 集 的 余 集 是 开 集 ， 那 末 从 开 集 的 构造 可 以 引入 余 区 闻 
的 概念 

定义 ” 设 4 是 直线 上 的 闲 集 , 称 4 的 余 集 水 = 已 一 4 的 构成 
区 间 为 4 的 余 区 间 . 

我 们 又 可 以 得 到 闭 集 的 构造 如 下 : 

X36 直线 上 的 闭 集 忆 或 是 全 直线 ， 或 是 从 直线 上 控 丁 有 
限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 即 如 的 余 区 间 ) 所 得 到 的 集 . 

直线 上 存在 不 开 不 闭 的 集 ， 如 区 间 (%, 81, [a, 8)、 直 线 上 既 
开 又 闵 的 点 集 , 只 有 两 个 , 一 个 是 空 集 , 另 一 个 是 全 直线 . 

事实 上 , 如 虹 点 集 4 不 是 空 集 但 同时 既是 开 集 又 是 闲 集 , 则 可 
证 明 4 必 是 全 直线 .用 反 证 法 ， 假 设 4 不 是 全 直线 、 由 于 4 是 开 
集 , 如 果 4 的 构成 区 间 是 {xn; P1, 那 末 4= L] (cu £9. T A 


不 是 全 直线 , 那 来 这 些 构成 区 间 的 端点 (gj tp 中 至 少 有 一 个 是 
有 限 的 , E a.m cA, [TG SOCA, BrEL a, 是 44 的 极限 
K 应 有 GEA, XATAR, WH ACA 从 而 必须 aA, 
KEFE. 所 以 4 必 是 全 直线 . 

由 定理 5 及 集 的 运算 性 质 , 可 得 到 下 面 的 结果 : 


5 Hoo BAS EU 
定理 7 JDÉEGRBIECAEUESEUSAEOUTE. MERARI 
证 WGIE-GrPGmEI-—B EDT 
G—F-—G(Y(E —F),F-—G--F[(1(E' —G) 
从 定理 1,4 及 5 Bin G—F ENE, F—G ER. UE, 
ETE BS CC DE RAEEOROGRUR ER mei. RE — dE 
的 集 , 只 要 将 它 的 所 有 极限 点 补充 到 读 集 上 就 成 为 闭 集 了 ， TH 
定 凡 ”4 是 一 个 点 集 , B AUA 为 4 的 闭 包 , 记 为 A, 
定理 8 APARER, 
证 i ri A= AU A BRRR ALE SA SLE YE r 
€A, 根据 引 理 2， 存 在 4 中 互 不 相同 的 点 组 成 的 序列 izx}, 使 得 
Yo>Yo， 再 作 4 中 序列 (2%) 如 下 : H EA R, W 一 zat 当 zsEE4 


CE] 2, ADRSE, 取 xL dE [vua 1< 二 (显然 ， 这 是 易于 做 到 的 }. 


这 样 4 中 序列 好 xs} 就 满足 2.2520 (n1, 2,0), m B tat HF 
根据 引 理 2, zoEA'CA4. WEE, 

定理 9 设 4 是 直线 上 的 点 集 , 那 末 zs 的 充 要 条 件 是 zx 的 
每 个 环境 (w 万) 与 4 相交 。 

证 设 zEd, 当 zwE4 hi, 自 热 的 每 个 环境 (ax， 及 ) 与 4 相交; 
当 zE4 时 ,zx 必须 属于 4, 对 zx 的 每 个 环境 (a, A), (a, 6) 一 {x} 与 
AX., 自然 (ce, PHBS AHIZ, 

ILH, 1E zo 的 每 个 环境 (&%, 有 ) 与 4 相交 , 如 果 x4 A, Ñ AR ro 
€A; 如 果 nE, MERCE, 8) — GO (1A Co, 0 1A I, AE 
TEN, 总 之 TEA, WE, 

HERNA 

定理 10 设 4 是 直线 上 的 点 集 ， Ag ICA EA 
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=A, N 
证 dn A-OQHDE ACCA- A, MUARI. Kiik, 如 
果 4 是 闭 集 , RACA 所 以 A AU 水 = 4， 证 毕 . 

5。 完 全 集 

定义 ”如 果 ACA, 就 称 4 是 自 密集 

换 旬 话说 , 当 集中 的 繁 一 个 点 都 是 这 个 集 的 极限 点 时 , 这 个 集 
是 自 密集 ; 另 一 个 说 法 就 是 没有 弧 立 点 的 集 就 是 自 密集 . 

如 果 4A, 称 4 是 完全 集 ， 完 全 集 就 是 自 密闭 集 , 也 就 是 没 
Trou org] d. 

钢 如 用 区 间 [w A (a), 2A BEA RE A di 

DE WALLS273 A, C33 t ELTE T 
GG ABSARUPISAERI REICH A ERU, DRUG, PIRE CY 
点 一 定 是 它 的 两 个 余 区 闻 的 公共 六 点 完全 集 是 没有 孤立 点 的 闭 

me RH ARADI F ERR m RM. 

Cantora 将 闭 区 间 [0, UZS sb HS A EIC 


ro - (3, $) esito tci o iL sa 和 
Gp BERIEM: IE 
7-2) ar (14) 

余下 四 个 闲 区 间 o 

akishika 

叉 分 别 把 这 些 闭 区 阐 三 等 分 , 再 各 去 掉 其 中 间 的 并 区 间 ; 
m-(mu) aa) 


/19 20) n-m 28 


tat 220 49 
n =Ò 3P 27, 37 27 


56 s a AXOTEALOEEÉ NEN 
(如 图 1. 5 所 示 ) 这 样 继续 下 去 , 在 第 n 次 三 等 分 时 去 掉 的 开 区 间 
C TTL n BREDE l 

w fl 2N po fT BN pe, {3—2 3"—1 
=p) mam phe nh (Ius Uy 


二 zZ 1 £ rt 
9 9 3 B ,» 9 
(ot -—J-(D—RR€——————)-ÓLebe 
ü 


1, 5— Cantor RISE AGIS RR | 
4 0,— UIP, 这 是 一 个 开 集 , 所 以 K — [0,1] — 0, XE Ei s K 
R, K 


为 Cantor $, 
| Cantor 集 具 有 下 面 一 些 重要 性 质 ， 
(i) Cantor 集 是 完全 集 . 
事实 上 , KK B EC REB C19), 1, 2,5, 2773, n=l, 2, 
以 及 (一 co,0)、(1, cej， 这 些 区 间 显 然 是 互 不 相 邻 的 ， 丘 既是 没 
有 相 邻 接 的 余 区 闻 欧 闭 集 , 所 以 及 是 完全 集 ， | 
(ii) Cantor A5 2S 4g- N, 
用 Fo, pR 5 — 3 fm e fU Moe GER, CO, 1] 
先 轩 三 进位 小 教 表示 , 三 进位 有 理 小 数 采用 有 限 位 小 数 表 示 , 例如 
部 表示 为 0.1, 而 不 采用 表示 0.222…， EAR 
ip’ = (0,1, 0.2) 
| T — (0.01, 9.02), Z5? — (0.21, 0.22) 
可 以 看 出 一 般 的 第 # 级 的 余 区 间 H2 (= 1,2, …, 227 JE n 
(0. 2,05:8,.,1, 0. a,2, 8. _12) f 
其 中 ar d,a 都 只 是 0 或 3 ， 因 此 ， 这 个 全 区间 中 的 实数 展 成 
三 进位 小 数 时 必然 形 如 


0. P PELIT: MEN ilg ut 
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BLO, 1] 一 下 中 的 数 展 成 三 进位 小 数 时, 其 中 至 少 有 一 位 是 1， 我 
们 考察 形 如 


RESI 十 … (ERR l (4.3) 


的 小 数 , 其 中 每 个 系数 a, 都 是 0 或 者 2, XX Ro RS A, 

HF ACO, 1], mi (0, 1] — K FARRAR — Bob) MIRCA 3) 
"Ba, 至 少 有 一 位 是 1， 所 以 L0，1 一 下 中 没有 的 数 ， 因 而 有 4 
CK, 

4 B RLO UAH AREE RAZER SUE 
的 有 限 位 小 数 表示 )。 作 44 汉 五 的 映照 p, E 

p r= 25 I— az -5Y de 
8,—0 352, v—1,2, 7. 

这 个 映照 是 一 一 对 应 , 但 BB 的 势 是 其 ， 所 以 ABUSE RE, XR A 
CKC[0, 1], 立即 知道 下 的 势 是 总 . 

{ 福 ”、 更 一 般 地 可 以 证 明 : 直线 上 任何 斐 空 完 信 集 的 势 为 R. 
证 明 过 程 这 里 不 写 了 , WeHGIGS8 IB 49 9) 

(ii) 被 接 去 的 区 间 (75) 5 2,2, e, 201, a=1,2, e, E 
度 之 和 为 1. E 
事实 上 , 第 # 级 区 间 ZPRS ROO g (BRE LC RT 


2""! 个 ， 所 以 被 控 去 的 区 间 CI) ORE RE Tiaa 3 -=1. 


EEII 
6. AFPR ”我们 知道 ， 任 何 两 个 实 教 之 阿 存 在 有 更 数 ， 
换 句 话说 ， 任 何 一 个 实数 都 是 有 理 数 的 极限 点 ， 我 们 说 这 是 有 理 
数 的 稠密 性 ， 一 般 地 , 我 们 引进 下 而 的 定义 . 
XX o ” 设 和 4 昌 是 直线 上 的 两 个 点 集 , 如 果 B 中 每 个 点 的 任 一 
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环境 中 必 有 4 的 点 , 那 末 称 4 在 互 中 称 密 ， 当 互 是 全 直线 时 , 即 4 
在 全 直线 上 稠密 时 , 称 4 是 稠密 集 . 
例如 [0, 二 中 的 有 理 数 金 休 在 [0, 可 中 称 密 ， 而 直线 上 有 理 数 
全体 是 称 密 集 ， | | 
”和 稠密 性 相对 立 的 概念 是 悍 妆 ， 
定义 设 8 是 直线 上 的 点 集 ， 如 果 点 集 态 在 每 个 不 空 的 开 集 
HTAR, RI KEGIIMITI4S 


3 a a a k ç a 23 n 3 c Or 59 ^ à i a 


a n p — c F a 


WE, OREA ADARRE, MRAKA H A zoa 
axt B, AF xzo JE— or. BAER 070, 使 得 (zo, z,40)C 
(a, 月 ) 而 (zo, zB POR AUN ABA, WARREN. HEURE 
BH A AE EO RUE o PS. | 
AE EC IBI, 3 hg bati — T CRI Ca, BAR Ar A re ff rs Bp, 9) 
含有 A 的 点 ， 换 言 之 , (os Dh. 4 中 的 点 , 所 以 余 集 A EA 
密集 . | s 

Wh ox E DSRERIHACR BE ACEITE. DD. 如 
果 闲 焦 4 不 合 有 任何 一 个 开 区 阅 ， 那 未 4 必 是 一 个 琶 朗 案 ， 因 为 
AR HAS 4 不 含有 开 区 间 , MRE -NEH 8) 中 必 含 有 4 的 余 
dk A1 — E! APRA y, E A* 是 开 集 , 所 以 在 A 中 存在 y 前 环境 
(y—e gt e)C s, 有 )， 即 (3 一 eg 十 e) 中 不 含有 4 中 的 点 ， 所 以 4 . 
在 (a, 8) 中 不 稠密 , 就 是 说 4 RA. 

利用 这 个 事实 ,看 一 看 Cantor 集 ， 显 然 玉 是 闭 集 ， 并 且 椒 
含有 任何 区 间 , 因此 它 是 一 个 醉 妆 集 ， 前 面 又 说 过 Cantor 集 是 完 
4d. 因此 有 | E 


———————— ——-— s ` Oo 


—————————————— à — 
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定理 11 Cantor SEE Bit Hisce f. 

所 以 Cantor JE X $579 Cantor HRALA. 这 个 例子 说 明 
不 空 的 完全 集 也 可 以 是 朴 朗 的 . 

可 以 证 明 : Ei E78 89 pi BHPH S8 29 55 4e ARS TEE P: 
它 的 任何 两 个 余 区 间 (a， 有 ), Ca, B') 中 间 必 夹 有 另 一 个 余 区 间 
(x^, B7) MR PA, MRA ATRE Ra", p”), 使 得 
Ba", p'a), 


3 M 
1. 证 明和 性 意 点 集 的 内 点 会 体 成 一 开 集 ;， 
2， 证 明 任意 点 集 的 导 集 是 闲 集 . | 007 
3. NICE A NÁXGMMOETEIIANEIIAELEL: 
(rl aC[o, 81, f (6) 2-7) EMR, nde n] 2€ Ca, d), f Gr) e) EER, 
4. VEA, n, AL 是 直线 上 的 有 限 个 集 , 证 明 
(Ud 
B. id A C- AO, (A m AOL EN (At) AG D, thE— & A, tk 
49, n—1,2, dM REL. 
6， 证 明 直 线 上 的 孤立 虚 梨 必 是 有 限 沁 我 可 列 集 
7 证 明 每 个 闲 集 必 是 可 列 个 开 集 的 遂 集 ， 每 个 开 集 可以 表示 记 可 列 不 
闭 集 的 和 集 . 
8， 设 fz) 是 [a, b) 上 性 一 有 限 的 实 函 数 . 证 明 它 的 第 一 类 不 连续 点 全 
体 最 条 是 可 列 集 . 
939， 证明 直 线 上 开 集 全 体 所 成 的 集 的 势 是 加 ， U 
10. IHR EHI REBUXSOAESISIEN, HALTAR 
BASS. mE 
OX 4 下 是 直线 上 两 个 点 集 , 如 果 ANBA, 称 4 基 档 对 于 也 的 
"m 人 总 有 一 个 # 的 环境 (a, P, EH (a, BA, 称 
A ROSE DISSE RN. 
证 明 : AREER ISI TRO. KIERPER EMEF 
ARG), BERE A— B FCA— BND, 


6 $E HomhB* EESE 


12. AEHER RH SLICE TISIUR: 

( B= 4) ADA Gi) (4)—4, Go AUB-A3UB. 
(LÈ AER 3 Kuratowski AHA) 

18. HER cA CE A HERE Ah —A ETE LY, 使 得 m oma 

P4. ERA Rn Áo IAS IERE, wE FLA, 3D 
FIO. BESED OE. 及 是 一 切 包 售 4 的 闭 集 的 通 集 ， 
(Jg XX ARARLAR, s 是 直线 上 的 一 点 , 如 果 在 5 的 任 草 环 
卉 市 七 含有 4 中 不 可 列 无 限 的 点 , 那 求 称 x 是 4 的 齿 桶 点. 

Hr. (D) 对 任何 不 可 列 无 限 集 4， 必 有 北 更 点 , Wü dE Apu 
HE ABER AL 

Gi) mE c RE EE NGC nA Do BER UA ORRU. 

GD EERE T OSTAR, TIGA R. 

16. 如 果 直 线 上 集 AS A 是 有 限 集 或 可 列 集 , HG ALIAE ERUAR. 

17， 设 A 是 直 找 上 非 空 间 集 证 硼 ;如 到 和 4 是 芍 朗 完全 点 集 ， 那 素 4 的 
性 何 两 个 余 区 则 之 间 必 至 少 夹 有 另 一 合作 区 问 . 

18， 直 换 上 的 完全 集 A, 如 果 具 有 名 下 性 质 : 性 们 两 个 余 区 大 之 间 必 到 
DAC ABE. RIA ADHENEBAS, . 

19. Fix LOL AES 3S E dr 

20， 把 [0, LT BOB GEGUPAURCT, "SIERCR ROIOROE ROO RE 
位 小 数 , 但 以 6 LA WE vd Pe Er ME UE 
Bf - VR COR TRECE 6 的 合体 是 完 全 集 ， 

21， 证 明 下 阿 儿 件 事 是 等 价 的 ， 

G) ARRAN: 

dD A4 A ERI— AiE 

dii) AR, 

v) AAMO" RR N, 

GO. ENARA (o, D PERAR (7, P) cr (a, o, I M Co, 
FOLETPLIT 

22. EMEEK HOR Be ERR RR Ae HL RC IGRE 

23. Wa, REFIL IRL, DIRE DEL C, b), fO) Co, 6》 上 定义 的 
ARER. EAH faea b LEERE, IHEM e, MEC 
CIONIOEDEI P EMCEOMSSE ME 对 任何 实数 ， 集 {rea b 


本 $5 xima DEN & 

fG)27 c) RR Co, 58》 的 开 案 . 

24， 是 否 存在 To 1] 上 的 如 下 函数 ， 它 在 50, 1] (RACE NELLE REGES 
hs, 而 在 [9,11 的 每 个 无 再 点 上 是 不 连续 的 . 

25. Un AED EER L- BETEN. metita, WEEN 
ELE SAEN 

26. ÆN WE(B,, ACA I&-- cs, nM 中 任何 一 点 8， 必 存 在 未 
AB AEA), Bici a RR B, PLS ESk {B AEA) EMAR. #5, 
in (8,, AC Arp Ag B, 是 开 集 , MERACA AMURE. 

WFREGESLSAGS (BSACAY &FÉE—ATEX. EA, GFE 
(B,,A€ AY 中 的 有 限 个 集 Boon, Bin EEHB ni =1, 2, n) BES FEE 
落 ( 此 为 直线 上 Bord 9i eae sudo — A ER) 

27. (Lindelof, Young 定理 ) 设 4 是 直线 上 的 一 个 集 ， {B AEA} EA. 
£8 — 7-33. 证 明 , CEEB, AEA h OR £ ETPA (3,81, 2, e}. 
[E38 (B, R8 A SE . 

28. ESX AF, AE ATE — M IAE CRIASA *, Fan AH 


fi Fu 9, IKET, ACAT IERI 


证 明 :如 果 {F, ACA ERR. AA .CASA EARMA, NOR 
[15a s. 


AEA 
85 实数 理论 和 极限 论 

本 节 内 容 基 给 读者 参考 的 . 

1， 实 数理 论 Lmt, "—" 
上 .但 是 , 关于 实数 直线 本 身 的 连续 性 的 理论 ， 并 未 说 明 。， 下 面 我 们 以 有 再 
EOUERIDEAE ESCUDO, RURAL UR AE TERR Soc — Hr DUC HG A 
ES Bh (1s RE ORC DLE I TL ERU e EE NR, P9] 
面 的 通论 天 体 分 为 两 类 , 一 类 由 Cantor(1872), MM (Ch. Me'ray, 1869) 和 
Hiti Weierstrass, 1860) A MRAN, ANNELEEN, 4B 
实质 上 基 差 不 多 的 ， 这 就 是 下 画 所 阳 介 绍 的 , ICE ISAAC aE 3— 
类 是 戴 德 全 犊 (Dedekind，1872) 的 理论 ， 革 于 这 个 理论 以 及 这 两 种 理论 的 
统一 可 参看 [1]. 


&2 Sx RLR 


定义 Ea, an, Gn … 都 是 有 理 数 . 假 辑 对 于 性 党 的 正 有 有 理 数 2:， 有 
E CN, 使 得 当 n, mcm IN BR AE 
[8,— 24] e (5.1) 
Jg ir, Rikin JS de e TE ENT. 
Tt ta 小 和 也 中 是 调 全 此 本 有 理 数列 ， 若 对 任 一 正 有 理 数 e, H AR N, 
使 得 当 RIEN BDURERA 
CAEM «e (5.2) 
成 立 ， MERKEAK) 55 PIAS, W ay = Abay. 
EAR ITI MHIE tE egna ERLA 
*. . 
天 型 1 基本 有 理 数 列 {o 小 是 有 界 的 , 即 有 一 个 有 理 数 型 ， 使 得 对 一 切 


自然 数 % 成 立 着 
jJa[sM . 


证 因为 {a} 是 大 本 有 理 数 列 , 所 以 对 se=1 有 自然 数 W， 使 得 具 RAN 
IK C. D AR, HJ 
1a, —ay| «i 
从 而 当 nzeN 时 有 
AEST PIESI 
4 M-maxila], 1m], 1as[-r3],. HORUM RCR SUC, 而 且 对 一 切 自然 数 
LESE: | 
i CAES 证 毕 . 
引 理 2 ifa) 与 和 6} 是 两 个 基本 有 理 数 列 ， BK a, ch, {anbu} 
者 是 基本 有 理 数 列 ， 
Gi) Rita, fal). "—— HH 
: fa = fax. ib.) = {b4} 
BA (a, B.) m £21 0 AR {gba) = fat]. 
-W B31, FEREG 4, Eth- iA R n E] 
a, BR fA, Jaa eA, [ba <A, [bhl A 
WE 是 一 个 正 有 理 数 , 有 自然 数 驴 使 得 不 疹 式 


la.— a, | <E Ib, — bu | cote 


24 


BADEN 
lasan m dbz 


$5 ZEmMRAERIE es 


HAm meN mir, JEU n, mN h, 
la.5.-—2.5.] —]|a, 所 -一 bu) 4-5. (a, —a,)] 
sxzA[5,— 5, | J- A[e — asl «6 
BEL (a b, EHE ACE EREORI, XH rN 时 ， 
[anba 2,5. ] = a, n —b4) HE (0, — 2.) | 
&A|b, — Bn) +t Ala, 7a e 
Bi A (a,b. = (a, bt. 
共 余 的 部 分 也 可 以 类 亿 地 征明 ， 
利用 引 理 2 可 以 规定 实数 的 运算 如下: 
XX 设 6= 一 ay，1 一 全 中 是 两 个 实数 ， 称 实数 1 十 5 为 "各 羡 的 
$7, ia fit atb; S (a,b, sa i b PEU, iul a-b 3E ab. 
引 理 2 说 明了 a--b,a-b MERA, "OBS WEMPROX Wri, BUR 
a=, b —b', WR a--b —o' EV, ab ot B, 
容易 证 明 下 面 的 定理 ; 
Xl 实数 全 体育 按 限 上 述 的 加 法 及 委 法 成 为 一 个 Aug E 
具有 下 面 各 项 性 质 : 
VE RMR- AAR 
Ci) A a, bCE! R}, a-+bEE' 
cii) 加 法 结合 律 ， 如 果 5,5, ecE!, 那 末 
a Coe) = M +e 
dii FERES {0 0, » EL igi 0, 3R— BI acgi, 
1-0 —aà 
(v) HFA aCE! CH (EK acE, 使 各- 
ata) —-(—8)-ra-0 
(OO) METRE: # o bE, IR 8 十 48 一 bte 
- 吾 : 中 的 非 零 元 素 全 体 按 明 乘 靶 成 一 ZR: | 
(1) a BEF! lj, a-bCE!; 
(di) Sikh Af. mE a, b,ccCE', BICE a- (b- "= (a-5) os 
(iD FEAE 1(— (1.1, D EE! tE 使 一 切 aci ' i 
a- l= 
tiv) 如 果 acE! mi a0, MRE GI REG a a EE, (rig 


1 一 1 


> 


ÁN 
rr 997 ea i HT ori RR a tr 
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0) REKI HEEN a, beL A abba 
8" sk Hm ZRB $nR a, b.cck! 3D 
a- (bto) —a-b--a-e 
E ”我们 只 证 明 2° 的 (ivy 和 3". 
Se TA UC azs0, VE BB TE TEE a EE, 使 得 
aig i-a ur 
Wt ais. FEE! az50, 那 来 必 存 在 正 有 理 数 o TERI C — 6, 6) rb Re E EL 
有 {tas} 中 的 有 限 项 ，( 不 然 的 话 , 对 每 个 正 有 理 数 ,在 (一 5&2) 中 有 如 ,} 的 无 
D TM MD NECI MEE SCRETTIPTNEEII PII. 
Ha meN HGO DR, 取 一 个 n2 N, 那 末 就 知道 当 N 时 
lasl Elan ans H lta Ee 
迹 样 一 来 a=0. Me Im IN, 时 ， Ml Hua i= {a yha Pia. 70s. 


任意 取 定 ; 而 当 nA, 时 , 令 的 二 二 REIER (ot) 是 基 本 有 更 数列 . 


E, 当 mo meN, Bt, 
PN 


1 1 
a, —- aul mi————|- 
| " ml Ana On EN) 


由 于 对 任意 的 正 有 理 数 7, 存 在 自然 数 N', 使 得 当 za moe N" Na, as] cne, 
又 当 n, mI N, Bf, | aua | 这 es JA EH s, mz» max (QV, NORDRE 


ta, a, |= ite te -5 
所 以 {a} 是 东 本 有 有理数 列 ， 因 此 一 和合 E 配 ， 册 于 
人 0 =, yy, 1, ur l, y 
ik EAD AUR N NELISERE S, ERT, 21, 1, 因此 
. :G !—g] l a=] . 
REFER 37. a= {ay d= {bn}, c= {e TE 
bto={bnten}, anb {anba}, qo= {anca} 
Am 
a: (bte) 一 (a. lGa Hen t= da, - bu an cn} 
zia. Ti (a. cu] ab--ac 
其 余 各 项 请 读者 自己 证 明 ， 下 上 毕 ， 
我 们 简 记 a+ (75) —a—b, fios ask bM ABHA: 0 一 as —a. 
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TET Milad 7 OR a/D, SU o BREL 5 的 商 , REI a b 


bbei, rar dx a:b. 
dt BUR UL, ME a= iat, 5 — IPS WE a— b {on bn}s 4 by0, XR 
—H) 加 人 金 不 为 0 时, abs {aa bat- 
上 面 规定 好 了 实数 的 运算 ， 下 面 来 规定 实数 的 顺序 、 
定义 Ham {anj b= (5, ERNE, BRERA ó NAREN, 
EHH RN 时 ， 
他 一 下 
那 末 称 5 小子 a, 记 作 5<a; RE a kF b ix ah 
容易 证 明 , 著 基 本 有 理 数 列 {4r) 二 {ar}, {barby Mio S (a. 05.) 
i, don) <15sj 所 以 ab AGE OIL SZ, 
XH a 5 是 两 个 实数 , 那 末 三 个 关系 
a=b, a«b, qb 
: 刀 有 一 个 成 并 ,而且 只 有 一 个 直立 . 
AE NS aian, b= ib. ILTTTTIII 所以 对 于 任 一 JE Se 
e HESSEN — NL EHAS m WD 


[ana Lx -— 


fit lan 54 — (ax bn) | «e 


也 就 是 . . 
By by cem, bua ay —byd-£ (5.3) 


假如 有 一 个 使 得 上 式 两 端 sy 一 和 一 及 dw-bxte me, Finit 
正 号 , PRAEG aub. 76-8, H mI N 村 
on— b. LÀ 
ZER, a5. GE nbdnJE CO. DARAS, Wü Doa. dnd — 
HEARE e, (5. DAWES, 就 是 
Gy— bun—e<0, ag —by-e7-0 
a lag —by| «E 
Ait, d (5.9, 对 每 个 正 有 理 数 e A BINNEN, E mN 时 ， 
[a4 — bal «ze lay byl 26 
这 就 证 明了 “一 也 
所 以 a=b, ab 或 6 三 个 不 千 式 本 少 有 一 个 成 立 ， 至 于 上 述 关 半 不 


一 一 一 - 一 ———— 
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可 能 有 两 个 同时 成 立 ; RES UOCE E HERRUE. WEE, 
此 外 还 可 以 征明, 实数 的 顺序 与 代数 运算 之 辣 有 平面 的 基本 关系 : 
定理 3 ita b, e 是 三 个 实数 , 如 果 acb, MRK atechbte, 如 果 允 有 
Oce, WR aedo l 
B SMS, a0 5 一 5<0 是 等 价 的 。 
定 党 ”天 于 0 的 实数 称 为 正 数 , 小 于 0 xd ool, 
设 g 是 一 实数 , 记 1aj 为 如 下 的 实数 ， 当 ez0 时 ，1a1 一 人 H aco h, 
la| = 一 sa， 称 [e[ 为 实数 的 绝对 值 . 
ARIA: WP JR GEGEOEÉ ARdE 94. o— (a.), WR lel — la.]Y. A 
此 , a P5265] diclo ERR GE A 3E, 
由 定理 34 
定理 4 设 e 和 五 是 实数 , WEJ — [2l - [8], 25.8. 
lad 5| a] t [b] 
DASricubp sm P ETIAM HE AAA r, TR 
Fir, ry, Y, € 
是 一 个 基本 省 型 数 麟 , HIE dede, Pr£OXdHEDTOEsnE rk, i E, 
ARARA, 扣 。 是 相应 于 有 理 数 的 实 堵 全 位 。 窒 易 罩 出 映照 
Fi f 
E R 与 站。 Abe A EERIE T, 代数 运算 和 "大 小 "顺序 关系 
RITE, 就 是 说: 


人 于 和) Reb. nnm 
fuc. HM fü. 
mm > 和 闻 等 周 起来， 这 是 可 以 的 ， 因 为 对 于 实数 来 说 , AERE 
运算 和 大 小 顺序 省 有 改变 就 行 了 了 7， 这 样 一 来 , 有 理 束 就 是 实数 的 一 部 分 了 . 
RNAAR p bor h ug D 就 是 要 证 明 任 向 两 个 实数 中 
向 党 有 有 理 数 . 
定理 5 rab ERTER, ach, 大 来 必 有 有 再 教 8 适合 
aec 
证 Maia b= iby, &ofíeg ib. GAER SR Om M 
N, ERS uM 时 有 
na>’ 
XAA GAD EEEN GA NN, E m nN, t, 
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ó 
las — an| <È a dh. abs 


Beat {eh X24 meN, Bf, 
€ — ag 2 by, — iy, E s Gg) -32a-9.5 -3»o 

Hiiey-ie.]. HEH, 

ERATES ARREZ 先 说 胃 一 个 问题 ; SufpMeXD €i 
是 把 有 再 数 作为 已 知 , 而 把 一 列 有 理 数 (当然 不 是 一 般 的 , 而 是 构成 基本 序列 
的 有 理 数 序 列 ) 就 称 为 一 个 实数 ， 这 种 把 一 列 数 规定 作为 一 个 教 是否 本 奇怪 
呢 ! 其 实 , KERA, Mi, 在 人 们 知道 了 自然 数 后 , 发 现 它 对 沾 法 运算 不 
HH, dno Ee WERT, 就 需要 出 现 0 一 4 这 种 形式 的 数 , BE SLE, 记 为 
一 .再 加 大 们 发 现 自然 数 对 除 半 运算 不 封闭 , 因而 需要 出 现 用 自然 数 对 ms 


区 规定 为 一 个 数 , 好 有理 数 , 记 为 于 而 实数 理论 正 是 由 于 极限 运算 的 出 现 


( 仅 管 早 在 毕 达 嫩 拉 斯 时 代 已 出 现 个 别 的 非 有 再 数 的 数 , 但 那 时 , 作为 求 极限 
fois FEX e LEID, 例如 一 个 音调 增加 的 数列 , 如 果 有 上 界 , 是 否 一 定 有 根 限 . 
这 个 问题 , 从 多 何 的 直观 ， 似 乎 是 基 而 萄 见地 肯定 对 的 ， 但 如 果 要 求 结 出 严 
糙 的 逻辑 证 明 却 又 发 生 困 难 。 这 样 就 必须 要 有 严格 的 实数 理论 , 给 极限 论 有 
坚实 的 基础 .Cantor 提出 的 这 种 用 一 列 教 来 规定 一 个 束 的 思想 不 仅 为 实数 
建立 了 严 斤 的 到 论 , 而 且 这 个 思想 方法 已 被 泛 函 分 析 和 共 它 学 科 推 广 了 。 例 
如 本 书 第 四 章 中 述 将 采用 这 种 方法 讨论 度量 空间 的 完备 化 向 题 ， 

2， 关 于 实 难 列 的 加 限 现 论 ”现在 利用 上 面 建立 的 实数 理论 ， xus 
展 理 论 中 的 下 个 基本 定理 。 

定义 ” 设 {o 是 一 实数 列 。 如 时 有 实数 6 EMTA R: 对 于 任何 正 
DITE EU SEG EET 时 成 立 

la, —a] «e | 

那 末 称 实 数 别 {eas} 收 就 于 模 限 o, do E lima, —a. 


定理 6 PAi LUCOE RS JE SEA PERS FES EG e, 有 自然 数 
N, EET n, mN 时 


ee 


E že AUi Eo AR 
[a,—a4 | e 

Ax EE 3E e f Eg Cauchy) Ur e E, 

证 必要 性 是 显然 的 , RTTELETIEBE AR PE OE AR PES. JETER, EF 
PüBSUEHIirfAiC, GEgBDIOBEA GSC BEGNORDSEELDOTOE ERE ro Sd fry 区 别 
FE. l 

Ta ERER: ATRE on 有 有 理 数 Tn 使 相应 舶 实数 声 适 合 E 


rd 


a, ea, E) 


对 于 任 一 正 有 理 数 5, 由 假设 , AUR EAR INUIRISIROE STR) 使 得 当 m 
NM, 
lo,—a (2) 


TES n, mm NN, 
| 5. — 4. | | 十 la.— žal 十 ]a.-- o4] 


«G5 
P nun d 
但 是 | 加 一 和 | 一 jz 一 za 所 以 , 24 n mz N IM, 


[zl <2 U (5. 4) 


CIMNSTTTITETLES: S.S: 4. 4L 71] 


lime, —aà 


LELJ 


因为 
[a— ža = {lm ash, [ms 一 zw|， "tg [EsSu] ”} ] 


由 (5. DAREM, 当 LN ih, 
l ó— |z,—. 1-50 
所 以 当 nce NIME 2 
la— £,] «à 
对 于 性 何 正 实数 o, RAAR SEA Ocice, WE N nN UAN > 
L 


b —X 
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[a—a, | &la—, [- 17, —6,] cM )eaice 


Hl] lim as=a， 证 毕 ， 
定理 7 设 fa 是 单调 增 和 的 实数 列 : 
人 
im E. (o, T RC. E I d, HU oL Ia, 
证 HEERE o nA, BUSES 6, MRE FEM: TOE Bees 
ETERRA A PICO. 不 等 式 
la, — on | «e. 
不 能 对 一 切 大 于 或 因子 玉 的 nm 都 成 立 ， 于 是 , 当 取 入 =1 时 ， 必 有 自然 数 
n, m1 $È 4 
lani ~am, [>E 
WR m >n 康 雄一 而 十 二 BA m, mont DUBIE 
Jan, am | 5E 
TUE mome BRRR TE, TAANE RNA 
maei a g er m, n es 
Ealan Oml JB Ta] RERUMS RI, 有 ap, any P 
: [555—634] P m 
从 而 得 到 
75, 42:04, 十 Eriapa dc 69270, F 284227 Ru do kt 
对 于 任意 给 定 的 正 数 o, VC REAL Eia be o, K, BEN 
6,, 65 
ik o. EtA ELFER IR, Aayi WESS, 
定理 8  VERI.-—[s,, 5,1, n—1,2, - XE — PLA NC E E E . 
DRD" -Dh D" 


JC HE COS ERE FO, 即 limGb。 一 ou) 一 0, 那 来 必 有 唯一 的 实数 o SIM. 


Li 


H, 


a= lima, = limb, 


证 容易 看 出 , DC IST B azan ERUR A: 
f, EE CELO, ES b Le xb Lh (5. 5) 


70 Se SERIECER EB px 
BibL (a, E RE— FU HCM BUR Hg ESPERE. ER T, EP TERRE a= lima. 
XHBlimb, =a) 70, 3r Bn eH (0, y 8E 8E JE B.a — limb, Hi (5. D Ama, S 


ox, 3I —5 Mar EA ac( 1 n. maf] nae ax. 


*-1 =l 

证 毕 . 

这 就 是 月 和 名 的 Cantor REFER, 

现在 我 们 用 区 问 套 定理 米 证 明美 王 数 集 于 确 界 的 存在 定理 . . 

定理 9 直线 上 不 空 的 点 集 必 存 在 唯一 的 上 确 界 . 

证 ”我们 只 要 考 周 直 线 上 不 室 的 有 上 界 点 集 4 好 了 。 这 时 有 的, 使 担任 
一 xfE4 适 各 LK EERE ad BRA ARAVA EEEN 
(a KIEW, ia —a bh =K. fel BL. 51]= La, KZS RAAE 


fa AERJ [9s o eaaet AANA RON. MRA 


AMBCBHIGE 4 中 的 点 , 那 来 取 有 边 一 个 小 区 间 , EZ, 0.0. aet 
的 区 问 里 面 没有 4 中 的 点 ， 就 把 右边 那个 区 闻 雪 掉 ， 而 令 左边 的 区 间 为 
Lan, ba], BOE A RISE c T HL Cas, 903 中 有 的 数 .这样 地 继续 平分 下 
SETETE CERIS PLE f 

I, =| Ba; b, J], TO M, D= 
3- R5, 一 他 > 一 pes ; Ua Once), LEE I Tas. b, J 中 育 
4 的 数 ， 根 据 区 癌 套 定 理 , 有 唯一 的 实数 一 lim a, — lim b, 


我 们 来 证 明 形 一 sup4. 对 每 个 264,78 acu, G no 就 得 到 z 志 如 -又 
对 于 任何 正 数 8, QfraQc Mc RAR EAE, bl, BAR A rp He 
a Me. HEME ABESSE. 

上 确 界 的 唯一 性 是 显然 的 ， 证 毕 . 

同样 对 下 确 界 有 

定理 9” 直线 上 不 空 的 集 加 有 唯一 的 下 确 界 ， 

MAE RR TELE B fef 4= (ximo —y, 托 B)， 再 利用 定理 9 来 证 明 ， 

HE A BOE RE CERO SERT. A 

RERNA BC Ti] ef (69 A GRO n FEIER GC. 

定理 104Bolzano-Weiecrstrass) 任何 月 界 数列 必 有 收益 了 数列 . 

证 RAs EES, 即 有 正 数 丈 , iHa- N]. PEE 


$5 实数 理论 和 极限 论 7i 


98 - EE JL —N, 03, L0, NIREA- AA A y PARS T, i IRE 2 
厂 《 各 果 两 个 区 加 同时 含有 {zs) 中 无 限 多 项 ， 屠 未 性 意 取 一 个 作为 了 1), E 
说 工 一 [0, N], 将 I, SEE LM; 


N N 
Iz ie N] 
3X rng i babpxEMEJSIÉ—-.ix 五 ， 如 此 办 续 下 去 ， 得 到 一 列 半 区 


ERTE PILIS Hh, "HPE Im [lam LESE Air H ARA, 它们 适合 
LoD- DI, D 


MARKET 0 (m-»co). HiBCIBEROE BA, 有 of ( ] Zo. 
"msl 
a= lim ev 一 lim b, 
HAEA I LICALET TS ENIMS 155 且 7E 17 
下 去 , MEA (LT B T3690 nu AE Su EL, HI v 
T. as TV X, k=l, 2, tna 
Bi Mima, =a, 和 证 毕 。 
XX 设 了 是 直线 上 的 点 集 , FE- EREM., WR. 
U «»2b > 
Ca term ` 
MIKAERA D. 
定理 11(Heine-Borel) tse & — 3E UC IRI, RRGUEDU ARX P. E% 
STAAF PERAR JEDE fo] SEDE E F- 

证 ”用 反 证 法 ， 设 FCLo, 51. SR 9b EERCIEIR AOEUEINUIR IEEE P, 
Kio 如 等 分 为 二 ,得 Tum [e S| 也 :一 | S2 | 共 中 至 少 有 一 个 与 
WERTE, B Faus Fo Fa-PFÜ Ia kd REN. xd Fa 和 Fus 
Eci, WR FS ERF CPBE3BGBUPGEDG EIER REESE Fo Du FER 
话 , knJE F rb ELE ER 2T DEC ALB fe NRE Fo Fu WEARER 
BEDS 记 了 一 了 Py FL FEL F F: TERS HECHIBUR SECRET EL 
BncH AR GkORGRRE, Bb ACRI C OGUAN DAEFE.O F3, ENa META 
[£ I8] Z, O4; m n, I= [ts b], 而 且 每 个 PR (k—1,2, ) Mi RETE 


Seg HEU IFIE HS, HF DRE] =p take, 45 


z 
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X —fbe- lima, =limb, € f) Je Bi Fist G. Are Bauen cb 得 
2-1 
Aana. hFE, WB P3, 因此 acF. 
i256 3E F.H (a, DEFE acla, D), 当 上 充分 大 时 , DC (n, BD). 
而 F,C-I,C (a, B) 625, XE ULL 9 do — A-3PIX a, B) BERE RE RS Fe 这 是 巴 
JH. He, 
下 面 我 们 要 扩 广 实数 列 收 化 的 意义 , 3c HB Te VOCE RAI E oo. 
定义 ” 设 {2。,} 是 一 列 实数 ， 如 果 对 任何 数 44 必 有 自然 数 玉 使 得 当 wz 看 
时 2,2» 4, (相应 好 m 0D. BEER (n) EET oo, das zoo. OPERAE, {2} 
Foo, 记 为 2,79 — co.) 
O Ar DERI ONE SE, 可 以 解除 一 些 定理 中 关于 数列 有 用 或 有 上 界 或 有 
下 界 的 限制 ， 
定理 7 单调 数列 必 有 极限 ARRE), 
证 ”例如 , 设 {98。.} 是 单调 增加 数列 ， 如 果 {a;} 有 上 界 , 定型 了 已 讨论 过 . . 
如 果 {as} 没 有 上 界 ， 那 末 对 每 个 自然 数 无 UE (o b av k. REHER 
选 n ERRE mcn cn Hokía, p UESCECS. Hih {anh it 
EHE, diniati o. ie, 
定理 10 ERRARE AFATE) TEA, 
E 如 时 数列 {xz.} 是 有 界 的 , 由 定理 10， 它 必 有 收 分 于 数列 ， 如 果 数 列 
txa} 是 无界 的 , 那 末 对 每 个 自然 数 E, N, DUE mu, wo N, [anlak 从 而 存 
在 {wn}, [nu DR, EE mom mnn. UK Gs BIO XCTI E 
RERESE RO c, Bn os, TAE Gs E RUE E Ct f 80 的 子 数列 ,立即 知道 n> 
co (或 一 co)， 证 毕 . 
下 而 讨 论 实数 列 的 上 限 和 下 限 。 随 着 收敛 概念 被 推广 到 允许 极限 值 是 
土 co, 自然 , 数 集 4 的 上 确 界 sup4、 下 确 界 inf4 也 可 推广 到 多 许 歌 主 c， 
MEER A rb, 可 取出 一 个 收 总 于 co 的 数列 ， 这 时 规定 sup4= co, i3 
ADR SCR ife Foo 的 数列 ， 这 时 supA 的 定义 和 从 前 一 样 .同样 , 如 果 A 
申 哥 家 出 一 个 履 北 于 一 o 的 数列 时 , 这 时 规定 inf4= 一 eof 如 果 44 中 取 不 出 
KAT oR, inf A 的 定义 和 从 前 一 样 ， 
BIWI 设 {fx} 是 一 列 实 数 ， 那 末 


supz, —limmax (2, ---, 2,4) (5.68) 
” mem 


$5 实 教 理论 和 极限 论  — — — à 1 n 


infz,—limmin (x, «-, z4) (5.7) 
n" mike 


XE ic M —supz, g.—rmax(n, es m). TEAR (ur E R A In BS EA, 
它 是 有 徐 限 的 , dM —oo, SICK, 根据 定义 , 局 有 子 数列 {ro}, SIEMET, 00, 
册子 Pa Tap BEL gu 00. M (5.6) cor, Kb Moo, 那 末 , REGE XL. 
—HU)a.«M, 从 而 y.cM. put 

limg, sz M (5.8) 


友 过 来 , 对 任何 070, GAEI xu ER Mae, MAS mons, 和 全 
M-e XX REX B EJ 
limg,2-M—e 
令 e—0, 注意 到 (5- 8), 立即 可 知 {5.6) 成立 . 
WERDE (5.7). DER, 
EL (n) HE — 9| SU EMA e t eT o) fe P Ado f 
PR filo Bh (ER) 值 称 为 {x。} 的 下 限 { 上 限 }， 记 作 lms, (ima), 或 记 作 


liminfz,(imsupz,). ` 


Lj 
按 定义 , 显然 下 式 成 立 ， 
infe, limz, lima, <snpzu (5.9) 
a Tam nam a . 

f: 

1 1 244471 C EREN 
1， 对 于 和 二, 3, 一 acOU ey, Bma,-o6,lims,«0. 

2 4 "n FIT] 


2. XT, —1,2, —2, , n, —n, =}, lima, — co, limz,— — co. 
"c 


Asm 


3. x T11n21,81, 7, nl, h, ime, -limz, = 09. 


Corg * 


MESE TU cJ, Mime, Mri, ima, =0. 


* T 
2 A +u z-- -* 


关于 数列 的 上 , 下 限 有 下 面 的 一 些 基 本 性 质 : 
TRl (D 任何 实数 列 科 ,的 上 ,下 限 必 存在 , 并 且 


lima, —lim limmin(z,, 2,41, 7, Tarm) (8.10) 
limz, -Iimlimmax(sz,, 4541, "'", Warm) (8. 11) 

Gi Iz,y Aka y EPI ES E SER ER ` 
limz, = lima, - (5.12). 


fix LE LI 
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GD Yt {y,} EUER, EFRA IUE ER EE XE SC AFHR eo t 
(7-09), Hi — oo - co 这 种 不 定形 式 ) 时 , 有 
lim Gr, tya) — mzn, + lima, (5.13) 


lim z, Ta) = lime, t Timg, (b. 14) 


v) 在 下 式 左 边 有 确定 意义 GTA Lr (— 909) E —oo-Feo 这 种 不 
定形 式 ) 时 , 有 


lime, + img Slin (wn 94) ^ (5.15) 
limz, +limy, lim t, + yn) (5. 16) 
OECAMUA T ES UST sa Kya =EL, 2, e), MR 
limz, <limy,, lime, «limy, (5.17) 
(vi) a 是 正 数 , B E d, 那 末 
Tmas, =g lims, ， imaz, =alimg, (5.18) 
lim a, = Plimz,, limfz, = flimz, (5.19) 
*-m nae DEI aw 


WEG) 第 一 步 先 证 明 (5.10) 右 边 的 二 次 极限 确实 充 在 ， 为 方便 起 见 , 记 
G, inr, Tasa, "Un. Xa) 
[BE n I, PI 4G, a [ m— 1, 2, DUE cO NI TM 根据 定理 7 "(EH ERR, 
把 它 的 极限 (可 以 是 一 oo) 证 为 
G, im, , 

根据 引 理 3, G, infe, di TAE Do) D Gs] En 1), BEL BEDS TR 
界 不 大 于 后 者 的 下 确 界 , 所 以 数列 {G 小 又 是 音调 增加 的 , 再 用 定理 7", tt 
限 存在 (也 可 以 是 士 co), 记 为 G=lim8。 WE 


G—limlirmin (s, 2,44, 7, x) 


+a om 


FE, 
BOPENG Rin dE AC OCT EP SARER, 
首先 ， 由 于 G,- ina, 对 每 个 "n, Da ka >n) iE tH 


当 G7» Bf, G ori, Chn H, {5. 20) 


当 G,— —oo Bf, s, Lm. (5.21) 
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因为 1, oo, 可 以 其中 取 上 出 一 个 子 列 
- ba, Cipa l Ep Le 

M aX M — 3] (nro Ro lur (5. 20), 或 是 都 成 立 (5.21)。 fu Co. 20) dil 
立 , 那 末 


G-—limG, oma, 


PELLI 


如 果 (5. 21) 都 成 立 , SIG. 


G7 HimG,, = — c — limz;,, 
SHEET FORE GS, [721,2, Hir 8E 
G —limz,, 
FIFRE Cos EIS ERI — COT BCRE s, BS IR BIDS S FE- 
由 于 l 
Ga "inf tno, 
所 以 G= limO, lime,, 


EE G tX (x, f — HIM i F AARRE B d E lime. AAE RD 
等 于 G. 
2 LU RT EA DE: ER, ETAD MENNA 省 读者 。 ELA 
对 于 实 函 数 序列 D) TAEL MAE LANI LR 
(下 限 ) 函数 , RI 


limf, (t) —limlimmin4f, (25, ts fO» ` «5. 22) 
limfa (t) =limlimmax{f, (t), -, f. ()) (8.23) 
*» 5 


L 证 负 害 着 12 中) 一 (Yi) 以 及 全 中 的 (5.11) 式 成 立 。 | 
2， 设 位 ,} 的 上 限 ims, EAM, EAR aime HEERE N 
任何 2770, 满足 2, 770-6 B 2, FURCRTR- T T r, Dae B x, BAERT. 


3， 设 全 "是 实数 列 , MEEA — DUC ACTOR OS RIT RUNE ELI, 记 这 
些 极限 值 全 体 为 S, 证 明 如 是 闲 集 ， 


$0 5| * 


从 本 章 开始 , 我 们 介绍 本 书 上 册 主 要 内 容 一 一 测度 与 积分 . 在 
数学 分 析 中 读者 已 学 过 黎 曼 积分 , 歼 曼 积分 共有 明显 的 直观 性 , 即 
TEER. ERA ERDA, CEPAT. AMAMI 
对 客观 世界 认识 的 不 断 深 化 , 特别 基 在 十 八 世纪 , AXA BE GE 
等 的 研究 的 需要 , 数学 上 必须 对 函数 项 级 数 、 含 参 变 量 的 函数 等 进 
行 更 深入 闻 探 讨 ， 如 果 说 数学 中 的 导数 是 力学 中 硕 点 运动 的 速 
浪 、 加 速度 的 数学 表达 ， 那 来 数学 中 的 积分 就 是 表达 功 ,能 量 的 重 
要 数学 工具 ， 随 着 物理 学 的 发 展 ， 追 切 希 望 数学 能 有 一 个 比 克昌 
积分 更 为 有 效 的 积分 , 它 既 驳 保 持 获 曼 积 分 的 直 疯 仁 , 又 能 在 逐 项 
Pi ORA SIRILHA NUS) SERERA KERE ER 
曼 积 分 中 通常 加 一 致 收 化 等 类 型 条 件 ) 有 较 大 的 改进 ， 数 学 家 勒 
贝 格 (Lebesgie) 首 先 建立 了 较为 令 人 满意 的 一 种 积分 一 现在 人 
们 都 称 它 为 惑 贝 格 积分 . | 

fr DURBUX HUBER HEURES, NARE 
什么 器 勒 贝 格 积分 ， 然 后 研究 这 个 积分 有 什么 性 质 和 应 用 ， 而 先 

需要 引信 测度 概念 ,可 测 函 数 概念 , 并 且 要 用 是 够 的 篇 幅 对 它们 进 
行 讨论 后 才能 开始 定义 勒 贝 格 积分 ,进而 讨论 它 的 性 质 和 应 用 , 这 
是 一 个 较为 复杂 的 过 程 ， 为 了 便于 初学 者 了 解 本 书 上 册 中 今后 各 
章 的 且 的 和 联系 , 先 简 玛 介绍 引出 勒 贝 格 积分 的 思路 ， 

首先 大 一 个 接 袭 曼 积分 意义 下 不 能 逐 项 积分 的 嚼 数 项 级 数 : 
设 {ri} 是 [0,1] 上 有 理 点 全 体 ( 它 是 可 列 集 ), 函数 pri(z) 在 r, 点 的 
值 为 1, 而 在 [90, 13 上 其 余 的 点 上 的 俯 为 0， 显然 级 数 
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DE) o OD 
HCO, 1] EAAPIK OR, IRR EE DORA A Dirich- 
let) 函数 ， 我 们 知道 ， 每 个 pr COELO, 1] 上 性 质 很 好 的 “简单 函 
数 "是 黎 曼 可 积 的 , 而 且 《R)| wp.(z)az =0( 积 分 号 前 加 (B) 表 示 


这 个 积分 是 将 曙 积分， 用 以 区 别 其 它 意 义 下 的 积分 )、 然 而 DOT) 
^RJERUESERDERBU. PLDLUTEXOHOBUO 党 义 下 ， 级 数 (0.1) 是 不 能 


逐 项 积分 的 ， 但 是 ， 能 不 能 定义 一 种 新 的 积分 | p(z) 站 ,使得 
每 个 兹 曼 可 积 函数 op(z), 按 新 积分 也 是 可 积 的 ,并 且 
BEO an f ecoas 
这 样 就 保证 了 风能 用 柳 曼 积分 的 地 方 新 的 积分 仍然 可 以 用 ， 有 从 而 
f os (ode - an [es (40 (i=1, 2, =) 
另外 , 有 些 按 黎 曼 不 可 积 的 函数 按 新 的 积分 的 意义 却 是 可 积 的 . 例 
án, 如 果 有 一 种 新 积分 ,能 使 D(z) 可 积 , 并且 | DEd. WR, 


虽然 函数 项 级 数 祖 ,p(T) 不 一 致 收敛 于 DC(*)， 但 按 新 积分 仍 可 


逐 项 积分 ， 事 实 上 ， | 
XY p) = 31707 [ Deyi = |’ 3106 


上 例 可 以 启示 我 们 作 如 下 设想 : MEIA -ASOR UL 
黎 曼 可 积 函 数 都 按 新 织 分 意义 下 可 积 , 并 且 两 种 积分 前 值 相同 ; 第 
二 ,有 不 少 称 紧 不 可 积 的 函数 , 但 按 新 积分 仍 是 可 积 的 ， 那 来 新 各 
分 移 应 用 范围 就 不 小 于 黎 曼 积分 ， 并 且 就 有 可 能 改进 禾 曙 积分 让 
逐 项 积分 的 条 件 。 | 
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TRA ZHECÓE SEU ACE, 引出 建立 新 积分 的 方案 . 

设 fX Ela, b]EC IL EE XLI EGRE, dE a, 58] 中 任意 取 
IA ac aoa o x, aO m b, BE REPERI as zi] 
m EX BOT P 60 1,2, 5,2), 作 和 式 


S= DOSES t) 
1-1 


如 果 有 常数 4， 使 得 对 任何 2270, 都 有 相应 的 520， 只 要 分 点 组 
好 中 iR. max(z, — ti) <À, TUE SAGE, EmÓÍEH BEBE 


XS 都 满足 15 一 4 «o, MRR (x) Lo, 0] E RCRESE REA, 
EARRA SOE 01 ERE SEU, LRC 


a» roe 


ATEH, 6189 TE fi 56 0 du — A 5p ELAL REER i 
个 小 区 间 [x;-s 2:1. E RR T Kn» 的 上 确 界 及 下 确 界 分 别 记 艇 M, 
E onm 

M,— sup flt}, m;— inf f(x) 


又 记 e,— M, — m, 95 o, 为 fGHEBE Is. zi J 上 的 振幅 我 们 
从 数学 分 析 教 程 中 知道 , 7) 在 区 间 [a,5] 上 黎 妈 可 积 闪 充分 必要 
条 件 是 对 任何 020, 都 可 以 找到 一 个 分 点 组 {x4}, 使 得 相应 的 


Tie —33,4.,)«8 
t=] 


我 们 现在 直观 地 不 严格 地 来 
讨 沦 一 下 这 个 结论 ， 如 果 f(z) 是 
非 负 值 的 负数 , f(z) 在 [e,5] 上 的 5 
FIRIEM s 轴 , 直线 4 一 4 图 2 
z—b 及 曲线 y 二 f(z7) 所 腹 成 的 曲 边 梯形 的 面积 (图 2. 1)， 而 和 江 
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5 RUEDA T HCUR XLEUEA HE n TERRAE, BARI 

lia BUE RO EE FI— TUER EEG FCR, "IDE DLL fult 

是 S, Vj 5 3 HEIC RUM ATH, 5 HEAT b RENER. 
X BERE NOR BU 10 3c URL. 

但 是 , 在 给 定 了 一 个 分 点 组 之 后 , 每 个 小 曲 边 梯形 用 小 拒 形 代 

替 时 , 矩形 的 高 度 ( 即 f(&1) 的 慎 ) 还 是 有 一 个 范围 的 ， 如 果 在 各 个 

小 区 间 中 ， 都 取得 使 1(E1) “最 大 *( 实 际 上 可 能 只 是 接近 于 “最 大 ” 

值 ), 或 是 都 取得 使 1(E;) “最 小 ", 这 人 时， 相应 作出 的 入 与 a 就 有 


个 差别 这 相差 的 数值 可 以 认为 是 了 oeCz, 一 21-1). 因此 函数 fx》 
的 黎 上 可 积 性 就 相当 于 三 和 。 有 同样 的 极限 , 也 就 是 


Dola ~ z1) (0. 2) 
i=l . 


NRR SEAN, ETE TS [A21 2288 Y CE T ERI 
积 的 情况 出 现 ， 例 如 DB(z) 就 是 因为 在 任何 小 区 闻 Dn; coz 上 o 


-1, AT 2o 2-7 Q0), BEL D(z) 不 可 积 ， 


由 此 可 网, 引起 函数 所 x) 黎 蜗 不 可 积 的 原因 是 : 当 把 西边 入 
形 分 成 小 曲 边 梯形 时 , EREN ERRE ERK, NTER 
去 代替 小 曲 边 梯形 时 误 善 就 会 相当 大 .… 针对 这 种 情况 ， 可 以 考 虚 
一 种 改进 的 方案 : 在 把 Ea, 加 分 咸 若 干 块 (但 每 一 据 不 一 定 是 小 区 
间 ) 的 时 候 , EREE ALAR ERES, RE Eh 
相应 于 上 面 的 矩形 的 图 形 , 敬 测 这 种 图 戎 的 面积 之 和 , 和 式 的 极限 
就 作为 积分 的 值 ， 下 面 把 这 个 “方案 "具体 地 说 一 下 . 

设 .Kxz)? 是 [as, 5 上 定义 的 有 界 国 数 , 其 二 数值 满足 Anf (or) 
B. 我 们 不 是 在 [a, 扫 上 取 分 点 组 而 是 在 函数 值 的 所 在 范围 [4 B] 
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上 取 一 组 分 点 {9 n 1, 2, BE n): A — 8 a «Ley B. 记 
E; — (z|a€(a, 5], y, iR fO us, ETUR T da PrUiES TE E 
PER’. E; 的 “长 度 " 记 为 mE), 然后 , 任 取 ECE- 9.1, TERI 
A 
S- V EON) c ^0 (06.3) 


HET de 2 PRCRRURUAN MER max (Gr — 4-20), MAS B) 
极限 就 思 做 f(z) 在 [9,5] 上 的 积分 . 

例如 , E 2. 2 ARAR (3) 的 一 组 分 点 {4}， 相当 于 “第 二 个 
小 区 间 ” 的 E: 就 是 z 轴 上 用 粗 线 标 出 的 四 个 小 区 间 的 和 集 ， 而 
wm( 才 9) 自然 应 该 理解 为 这 四 个 小 区 间 的 长 庶 之 和 . 


图 22 
这 样 的 一 种 想法 是 否 可 行 昵 ? m 的 极 中 存在 的 角 
上 度 看 ， 无 疑 这 种 做 法 是 好 的 因为 现在 分 法 精细 的 标志 就 是 所 有 


的 os 很 小 , 因此 Po m CE.) 将 随 善 分 法 的 精细 而 趋 于 零 ， 这 样 


似乎 不 会 发 条 不 可 积 的 情况 .但 是 问题 出 在 对 一 般 的 函数 fn), 
mON) REHEBA RS 例如 对 DOT), 如 果 1€ Qr, i gs]; SEE ACE, 
就 是 [0, 1 中 有 理 数 爹 体 , 记 为 A WROEG is an], BERE, 
HEL, PERRA, 记 为 多 , 热 知 的 区 间 的 “长 度 " 概 你 又 怎 
和 能 在 这 种 复杂 的 集 上 有 意义 呢 ? 
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因此 , 要 实施 新 方案 , M5 P ia a PED Ed ^ e EH I7 0 
更 为 复杂 的 点 集 上 去 .当然 ， 最 好 是 直线 上 所 有 的 子 集 都 有 "ue 
He", 而 且 有 界 集 的 "长度 "是 有 限 的 , 这 样 , 一 切 有 界 函 数 都 可 以 雇 
Ar T. 然而 , 一 般 地 说 , 再 要 求 这 个 积分 有 好 的 逐 项 积分 性 质 , 这 是 
做 不 到 的 , 只 能 做 到 直线 上 相当 广泛 的 集 ( 但 不 是 直线 上 所 有 的 了 
集 ), 即 所 谓 勒 贝 烙 可 油 沁 有 “长 度 *"( 它 的 正式 名 称 是 测度 ). 既然 只 
能 一 部 分 集 才 具有 “长 度 "( 测 谋 )， 第 二 步 就 要 解决 怎样 的 函 孝 
fGO, 才 对 任何 y-o HA rly- ESEA IET OM 
度 ) 的 集 . 换言之 , 我 们 还 要 讨论 : HE RTo d ER UL ose FG) c diy 
总 是 具有 * 长 麻 " 的 函数 ( 它 称 为 可 测 表 数 ) 的 特点 和 性 质 ， 只 有 对 
这 种 (可 测 ) 函 数 , 才能 作出 (0.3) 中 的 和 式 . 第 三 步 二 能 讨论 这 种 
《可 测 } 函 数 在 什么 时 候 有 积分 以 及 积分 的 性 质 和 应 甩 . RC E 
53 $12 9 XX. 

R30 LR PHIL ML. LAIÓRAE 
zati, o 

建立 勒 风格 积分 的 这 个 过 程 的 思想 方法 ， 早 就 谱 推 广 到 远 非 
直线 ,平面 的 情况 , 而 是 推广 到 相当 广泛 的 一 般 集 合 上 了 .建立 在 - 
一 般 集合 基础 上 的 测度 、 可 测 函 数 和 积分 的 理论 (简称 为 调 庭 论 》 
不 仅 统一 了 历史 上 许多 重要 积分 , IEEE M RUBUS EA- 
斯 还 阶 积分 以 及 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 积分 等 , 并 县 已 万 为 近代 分 析 数 学 
很 普 这 而 重要 的 基础 知识 了 ， 所 以 本 书 中 主要 讲 的 是 一 般 集 食 上 
的 测度 和 积分 理论 ， 而 把 直线 上 的 物 员 格 测 诬 和 积分 作为 一 个 待 
划 重 要 的 畦 例 加 以 介绍 . 

为 了 便于 读者 更 好 地 掌握 第 二 章 中 的 建立 在 一 般 集 上 的 江上 
理论 , 我 们 先 将 直线 上 和 勒 风格 测 诬 建立 的 过 程 , AP LO EA 
念 如 何 向 复杂 的 点 集 {例如 [0，1] 上 上 有理 点 全 体 统 或 无 理 点 爹 体 
£) 上 推广 成 测度 ( 即 “长 度 ") 的 过 程 作 简略 地 介绍 ， 设 工 是 由 直 
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线 上 某 些 ( 有 些 是 “简单 "的 .有 些 是 “复杂 "的 ) 子 集 所 组 成 的 集 . 我 
们 说 凡是 王 上 的 测度 , 它 主要 应 满足 那些 要 求 昵 1 通常 有 如 下 一 
HER. — 

— (0) 所 有 的 区 间 , 如 (ae, 51, Ca, b), La, bE SRE L 中 , 3E RI 
区 间 的 测度 就 是 区 间 的 长 度 ， 即 mCCa, b))=m( la, bm, 
5]) 6 一 a。、 这 个 要 求 简单 地 说 就 是 “测度 与 长 度 是 符合 的 ”. 

Gi) 如 果 E, EEL, Wi B. EY E,— Ø, 那 末 E,UE,EL, JE B. 
mE UE d= E) tml), PERRA, 要 求 测度 具有 类 伺 于 长 
度 的 可 加 性 ; 

{iii) 如 果 E, ECL, E Dia 35:K E,— BEL, Ti H. 24 mE.) 
«eo M, mCE,— Ej) —m(OR) — mE), BUND IHE RE RETA 
相 减 的 。 

上 面 (一 iii 是 对 测度 (长 度 ") 的 直观 而 自然 的 要 求 . Rit 
这 此 要 求 只 影响 测度 的 代数 运算 , 对 极限 运算 没有 本 质 的 影响 .下 
面 是 作为 测度 在 极限 运算 方面 的 要 求 ， 


Gv) 如果 {Bo} 是 工 中 一 列 互 不 相交 的 集 , Mk |] EEL, 并 
R= 


&o( Ü z.)- mCB.). 这 个 要 求 医 为 可 列 可 加 性 , 可 加 性 要 求 
性 一 于 a-l 


(实际 上 是 可 列 可 加 性 要 求 (iv) 的 特例 ， 即 当 J= E E Lee 
—E,— B, (iv) 就 变 成 了 (ii). 

HFL LRE Gv) 5 3REHE m, KG), Cii) 3r BI AIDE fr 
单 点 集 {a} 的 测度 是 零 , BD m( (a) )= 0， 特 别 , 当 a 是 有 理 数 7 时 ， 
m( {7)) —0. 而 [0.1]. 上 有 理 数 仗 体 久 是 可 列 集 , 由 (iv) 可 知 m( 损 } 
—0. PED, Gii), mC2) = mm([0,11] 一 22)=m([0,1]) 一 m( 统 ) 
=L HO. DAP pE), DG), 直接 计算 (0. DR, BA gp E), 
Xz) 关 于 tm 是 可 积分 的 ， 而 具 积 分 值 为 等 ， 从 而 级 数 (0. 1) 就 可 
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以 乏 项 积分 ， 如 果 如 不 满足 要 求 (iv)， 就 不 能 从 单 点 集 的 测度 是 
FEM mm(28) —0, DAR mCOP) =1， 从 面谈 不 上 D(z) 是 可 积分 
的 , 更 谈 不 上 可 以 逐 项 积分 . 

在 明确 了 测度 应 满足 的 一 些 基本 要 求 之 后 ， 重 要 的 问题 就 是 
如 何 寻 找 工 , 并 在 工 上 定义 加 ， 这 个 问题 的 大 体 想 法 是 先 存 直线 
E' 上 取 某 些 区间 ， 例 如 取 所 有 有 限 的 左 开 右 闲 区 间 全 体 所 成 的 
Ji. 记 为 卫 , P 中 每 个 元 素 (o 的 规定 mna, 5]) - 5 — HEA 
(a 到 的 长 度 )， 按 测度 要 能 加 , 诚 的 要 求 ， 先 将 P 扩充 成 Rx 
里 R。 是 由 有 限 个 互 不 相交 的 左 开 右 廊 区 间 的 和 集 作为 元 素 的 集 ， 


LE EI wwe E= L an dlan bN an b= ijh 
f71 


规定 M(E) = 375 一 61)， 这 样 ,定义 在 Ry LAm ALG 


《iii) 的 要 求 ， 但 (iv) 还 不 能 请 足 , 原因 是 R 中 元 素 太 少 ， 葬 如 开 
Ix id Co, b), HEE La, 到 都 不 在 Ro 中 如何 找 出 一 个 合适 的 下 ， 
HE L 中 每 个 集 都 有 测度 ? 一 个 较 直 观 的 想 语 是 类 似 定 义 平 再 
土 曲 边 形 的 面积 的 方 鞋 ( 即 玩 定义 “外 面积 ”", 后 定义 “内 面积 ”， 而 
当 “ 内 ,外 面积 相等 时 才 规 定 为 有 面积 ), 先 定义 直线 上 任 杂 子 集 吾 
的 外 测度 : 


me(B) int] S 1m) IPER, L] pz (0. 4) 
mn ] é- . 


然后 想 办 法 定义 加 的 内 调度 m (E). ECL iR h HE d 5€ 
的 集 全 体 , 并 规定 三 中 的 吾 的 测度 mCE) — m* (8) -m,CGE). 
但 是 内 测度 的 定义 一 般 不 采用 下 面 的 方式 ; 


m, (E) =sup{ 3 ncp.) [PER U Pic z (0. 5) 
ial ica 


(Moo o ORAO oHB o o 
因为 枣 , 中 的 元 素 都 是 有 限 个 互 不 相交 的 堪 开 右 闭 区 闻 MA. i% 
(0. 5), ££ BE Rr ALI ELE Cn .24、 名 等 都 是 没有 内 点 的 集 )， 
ms (E) =0, 这 样 , 梨 乡 就 不 可 能 大 有 测度 的 集 ， 否则 , 便 有 MD) 
—m*(P)-m.C(E) 二 0， 但 [0，1] 是 有 测度 的 集 并 且 mC[0，1]) 
—1, 按 测 度 应 满足 减法 的 要 求 , 更 = [0, 1] 一 疙 也 是 有 测度 的 集 ， 


- JEH.mCA) -mQ0, 11) —m(G2) 1. 这 与 mCI) — m,C22) «0 


相 了 矛盾 ， 内 测度 的 定义 一 般 采 用 下 面 的 方 武 〈 还 有 另外 的 方式 ); 
对 任何 有 界 集 E, T EC (a, b], 规定 
m4 (E) —b—a-—m*((a, b] —E) (0. B) 

对 一 个 有 界 集 E, 当 mCE) 一 m* GE), ME RARER, 并 规定 
测度 m(E) — mE) = mE). RERA Ro 中 短 个 元 素 都 是 有 
测度 的 ， 并 且 测 度 就 是 原 米 的 莘 度 ， 再 证 名 在 所 有 有 界 的 有 测度 
集 上 潍 足 (i) 一 (iv)， 景 后 再 推广 到 无 界 的 RR. KE ^ REA 
的 过 程 . | 

在 用 内, 外 测度 相等 的 办 法 建立 测度 的 过 程 中 , 要 用 到 直线 上 
某 些 特 有 的 性 质 ， 在 向 一 般 集 台 上 推广 时 有 时 不 是 很 方便 ， 本 书 
中 是 采用 的 另 一 种 方法 , 是 一 种 便于 向 一 般 集 上 推广 的 方法 , 即 直 
dii Brth C0. 4) 所 定义 的 外 测度 究 谢 在 那些 集 土 具 有 可 可 性 . 从 省 
找 出 其 有 测 虚 的 集 必须 具备 的 基本 特 斑 ， 并 以 此 特征 作为 有 测度 
的 集 的 定 文 ; 从 而 建立 测度 的 理论 ， 
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本 节 是 为 本 章 以 后 各 第 讨论 测度 时 贰 用 的 架 合 论 方面 的 准备 


知识 , 特别 要 介绍 几 个 重要 的 集 类 . 

设 玉 是 某 个 取 定 的 集 , 有 时 也 称 为 基本 空间 , 以 三 的 某 些 子 集 
为 元 素 所 成 的 集 称 为 蕊 上 的 集 类 ， 或 简称 为 类 ， 集 类 用 黑体 英文 
字母 表示 , 例如 E, F, M 56, VEE EX EXC OS. MEX E 


$j1* 类 m 
^3 88, EC Md RE UM DE | ECE] , 

1。 环 与 代数 

EL BIETE REX LRA, WEEN E, BER, 
都 有 

EURER, E — EER 

那 末 就 称 REXLHF. WH, 如 果 还 有 XER, 就 称 及 是 也 上 的 . 
代数 , 或 称 为 域 . | 

BELTS, 环 是 对 集 的 *U> R "BARRARA, 而 代 
数 是 对 “ 余 ” 运 算 也 封闭 的 环 ， | | 

下 面 举 几 个 环 的 例子 . 

例 1 设 站 是 任意 的 集 ， XI ATR-T Ce INCO AEN 
成 的 集 类 EUM. MAX IEEE ACH IRE, 五 是 个 代数 ， 

A2 设 了 是 任意 无 限 集 , 的 有 限 子 集 及 可 济 子 集 ( 包 括 空 
集 加 ) 全 体 所 成 的 集 类 声 是 个 环 ， 当 去 生 身 是 请 虽 奥 时， EA 
代数 . 

例 3 设 开 是 任意 集 ,， 尽 的 所 有 子 集 全 体 所 成 的 全 类 部 T 
代数 ， 

例 4 如 是 实 歼 金 体 ， Ro 是 由 E 中 的 有 限 全 左 开 布 闭 的 有 


. 限 区 间 的 和 集 E= Ü Can 5 全 体 所 成 的 集 类 - Wk Ra EN, 


现在 验证 BR ER, R ATARU” 的 封 间 性 是 显然 的 ， 所 
以 只 要 验证 Ro 对 送 算 “一 " 是 封闭 的 。 首 先 注意 到 空 集 必 可 以 杭 
为 (4, a], ADER, 而 任何 两 个 左 开 右 闭 区 间 (a,51, Ce, dA 
只 可 能 发 生 如 下 三 种 情况 :或 是 空 集 , 或 是 左 开 右 闭 区 间 , 或 是 两 
个 不 相交 的 左 开 有 闭 区 间 的 和 ， 任 何 情 况 出 现 都 说 明 (o, 5] — Ce, 


DER, 对 R, 中 任何 B= |] (5, F= U (e), dj], 由 于 


86 HE MEN. 


Ú (55 (0, = (a1 G ED, 
因此 Ro rh IE RDESEEWGR XC, ARER. pF 


E—P- GI esi Ü Gs äi], 
HA E- Ced, jem ELS A 5 a FER, HI 及 ,对 运算 
一 "是 封闭 的 ， l 

ER E 中 的 元 都 可 以 表示 成 有 限 个 两 两 不 相交 的 堪 开 右 闭 
的 区 间 的 和 , 当然 表示 法 并 不 唯一 .。 

在 这 个 便 中 , Jig dU A PE ERAR ie 2 AER", SEEK 07 
Aitik, EHE, dü08 BRI 2 DC I8] GRPELEC RD 9 PUR e HE 
PB UD ACE JEURS dE — 36, GER 20 PAL TRE IC IRI PE 3 RE TAT 
BERJEECIEL CHE DEO Bo be, —— 

S69 到 仍 表示 实数 金 体 ， 及, 家 杀 由 了 积 中 的 有 限 个 有 限 区 
间 ( 不 论 是 开 药 、 闲 的 ， 还 是 举 开 半 半 的) 的 和 集 全 体 所 成 的 案 类 
Jk R ETS, 

HE 在 二 维 欧 几 里 得 空间 E 中 , 当 axb, csd hf, 称 

E= {a p ja canh, cy 
为 如 中 的 左下 开 右 上 闭 的 矩形 , BUG TRA ATI AE AEE BS 
和 集 全 体 所 成 的 集 类 E 是 一 个 环 . 
对 于 # 维 欧 儿 里 得 空间 , 也 可 作出 类 似 前 环 ， 
由 于 | 
(000 BM UUE)- (GE) (E) 
可 见 环 对 于 “ 门 " 运 算 也 是 封 闲 和 的， 另外， E P NICE ps 


wo Bo: BOR à 5 — — 03 $4 9 9" ^ , " FF * $ 


o9 5 * € 7 c7 057 7 


BrE AEH. RTA ARR, 与 Rs 是 同一 基 


素 ， 环 及 中 有 限 个 元 素 £s s FLUR) EATR, Ens 


i i 


$1 做 类 à? 
3E*sqap X ERU XP S RO, 那 末 它们 的 通 集 R— B, NRE 
TORORAC EO, BERAG F. SBR 时 ,它们 都 属于 R, 也 都 属 
-F R, MF E URER,, E, LJ EC Rs, 于 是 Bi E,CR, fap Ff R8 [ wp 


"0^ 39 - a b a 


NR: 仍 是 个 环 ( 或 代数 ) 
t 


定理 1 dE OEJGEIHÉEXDBUJCUECY HEBDLRBUIROR, SDOR OE 
崔 一 的 环 {或 代数 ) 情 使 得 

G) ECR 

GD 对 任何 包含 五 的 环 ( 或 代数 ) 及 ' 都 成 立 RCR'. 
HE RERA E 的 最 小 的 环 5 或 代数 )。 

WE 首先 , 由 于 天 的 子 集 全 体 已 是 个 环 ， 它 当 然 包含 E. 因此 
包含 五 的 环 确实 是 有 的 . TE— JR ACT G(U|XSR'SE, E 是 


环 }. 4 R- [| R' 就 是 说 五 是 所 有 包含 忆 的 环 的 通 集 . 由 于 
R!':4« 


任意 全 环 的 通 集 是 环 , 所 以 R RR, ROE 是 显然 的 ， 由 RHE 
义 可 知性 质 (i) 成 立 ， 而 满足 (i)，(ii) 这 两 条 性 质 揭 环 当然 只 有 
一 个 .对 于 代数 的 情况 , 类 似 可 证 ， 证 毕 . 

定理 1 中 的 环 ( 代 数 ) 尽 称 为 由 集 类 E KRR (代数 ). 由 
RR E 所 张 成 的 环 (代数 ) 一 艇 用 RE AE GF CE) GR 

[7 UXE—T^MEIEEXE EddcnhXisikoxT E 
体 所 成 的 集 类 ， 那 末 RREH X HARTAN) 4e 
所 成 的 环 ( 见 例 1). 

例 3 邻 卫 表示 实名 上 左 开 大 闭 区 间 (4,8] CL oocacb« 
co) 全 体 所 成 的 集 类 , 那 末 尼 (P) 就 是 前 面 例 4 中 的 环 Ro 

容易 知道 , duR EJ Ese, RO EREdE HERR 
ERDER E, Esos, E, 经 过 有 限 次 *U?"，“ 门 "“ 一 ”运算 后 所 得 


一 一 
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Hdt. A do 中 加 进 元 素 互 后 所 成 的 类 记 为 瑟 '， 显然 及 CE) 
=7 (E). 

2. o-M t o-DLER RARR ERE R RAER "UT. 
“一 "运算 封闭 ， 对 于 分 析 数 学 来 说 ， 还 必须 考 罕 对 集 的 极限 运算 
也 封闭 的 集 类 , 即 考 虑 ec- 环 和 -代数 ， 

EX 设 扩 是 由 集 瑟 的 某 些 子 集 所 成 的 集 类 ， 如 果 对 任何 一 
列 E,ES(i—1,2, 2, E 


U EES, E,—E,cS 


i=l 
BUR S EX EH o- 环 ， 如 果 又 有 XCS, MPS Æ XE M -ie 
Ke, 或 r- 域 . 

HELA r- 环 (co- 代 数 ) 是 对 “ 差 " 和 “下 可 列 和 "运算 (还 有 
对 * 余 "运算 ) 封 闲 的 非 空 集 类 . 

前 面 例 2.3 中 的 环 都 是 o- 环 ， 但 例 4、5、6 所 举 的 环 并 不 是 
0- 环 ， 例 1 中 的 环 一 般 也 不 是 a- 环 ; 除非 并 本身 是 有 限 集 ， 这 时 
例 1 和 例 3 是 一 样 的 . 

显然 空 集 如 属于 任何 o- 环 , 因此 o PRAE AE, 

Tig FE K RAA. UT A" 


国 此 , o - 环 对 于 “可 列 通 ” 的 运算 也 是 封闭 的 .由 第 一 举 CL 4) 可 
知 ， 如 果 一 列 集 { 轧 } 都 属 干 一 个 e- 环 , 那 末 它们 的 上 限 集 与 下 限 
集 也 属于 这 个 w- 环 。 这 样 , 9- 环 就 是 对 极限 运算 也 封闭 的 环 . 
与 环 (代数 ) 的 情况 一 样 , 任意 个 0- 环 (o -代数 ) 的 通 集 仍 是 个 
a - 环 {o- 代 数 ). 
定理 2 设 巴 是 由 集 X 的 柴 些 子 集 所 成 的 集 类 ， 那 玉 必 定 有 
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唯一 的 c-3&Co-TEROS 使 得 

G) ECS 

Gi) XT Bi & E 的 任何 e- Gr - £050 S, 都 成 六 SCS,. 

定理 2 的 证 明 与 定理 icH[s REPER AR RS CIROBOU D 
改 成 “go- 环 (0o- 民 数 )"” AAT., ERRA -IS 称 为 由 党 类 E 
所 张 成 的 c-*5. 困 集 类 五 所 张 成 的 o- SEER, mi EK 
成 的 og- 代数 仍 常 记 为 FE). 

X S(E)-S(R(E). 

证 ”因为 SCOE)OE, BIA S(E)DR(E), Ai SCE)S 
S(R(E)), Ek z, di T ECR(E), 所 以 SCE)CSCORCE)). WE. 

注意 , 当 巨 是 也 上 的 基 个 集 类 时 , 我 们 不 能 简单 地 设想 SCE) 
是 下 面 形式 的 集 的 全 体 : 在 请 中 任 取 一 列 集 {8,}, 进行 一 系列 的 
“JaA “但 ” “一 ”运算 后 所 得 到 的 集 。 一 般 说 来 , 对 一 列 集 {EB,), 中 
间 播 人 上 述 运算 符号 , 依次 运算 所 得 的 集 的 序列 不 一 定 有 极限 , 即 
使 有 极 陋 ， 拒 这 些 搞 限 集 全 体 拿 来 也 只 是 SE) 中 一 小 部 分 ， 所 
以 SCE) 的 结构 远 比 RRR, 

3. 单调 类 X 是 基本 空间 , 巨 是 由 它 的 某 些 子 集 所 成 的 类 . 
至 (五 ) 和 是 对 代数 运算 “局 ? 用 ?一 ”封闭 , 且 是 包含 五 的 最 小 的 类 ， 
为 使 极限 运算 封闭 , 将 五 扩张 成 SCE), SCE) BS S83928 ln 2S. 这 
里 我 们 将 用 单调 类 概念 给 出 SE) 的 某 种 描述 {单调 类 的 技巧 在 
研究 集 闫 对 极限 运算 封闭 性 中 是 常用 的 , 例如 网 本 局 第 三 党 $5 以 
及 下 册 第 六 章 $7)， 

EX WEM Ed xx seq P BUSSOE, dnx Mh tE 
fn SUBIRE CE) ,都 有 lim ELEM REICH M JE RB UR. 

单调 类 就 是 对 单调 序列 的 极 眠 运算 振 闭 的 集 类 。 当然 ， 单 调 
ANJA umm U”. eM. Bin X 3E E M= (0,11, 
[2, 3 了 是 单调 类 , 们 34 对 “U? 不 封闭 , 对 "一 "也 不 封闭 ， 
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四 定义 直接 可 知 , 任意 个 单调 类 的 通 集 仍 是 个 单调 类 ， 因 此 ， 
与 定理 1 相同 , 可 以 证 明 下 面前 

定理 3 设 吾 旦 由 集 并 的 基 些 子 集 所 成 的 集 类 , 那 末 必 有 唯 
一 的 单调 类 放 使 得 

(0 ECM 

Gi) 对 于 包含 五 的 任何 单调 类 M, 都 有 MDM, 

定理 中 的 闻 称 为 由 集 类 互 所 张 成 的 单调 类， 由 集 业 王 所 张 
成 的 单调 类 用 人 CE) 表 示 . 

引 理 1 5- 环 必 是 单调 类 , 单调 坏 必 是 - 环 . 

AE 因为 9- 环 对 于 可 列 和 和 及 可 列 通 运算 都 是 封闭 的 , 而 单调 
集 列 的 极限 集 就 是 这 一 列 集 的 和 集 或 通 集 , 因而 =- 环 必定 是 单调 
X. 

另 一 方面 , 如 果 34 是 个 单调 环 , 即 M 醋 是 单调 类 又 是 个 环 , XE 
证 明了 4 是 -证 ， 显 然 只 必 证 明了 4 对 可 列 和 运算 的 封闭 性 . 设 E, 


EC 一 1 2 3 ja F,— |] E, i TM ESI, A FEM. m 
= 


U^) AER IER, eos FPEM, 但 


LJ E,— U F,—limF,CM 
n=l SIL tom 
所 以 ME 对 于 可 列 和 运算 是 封 闵 的 , 因此 M 是 r- 环 。 证 毕 . 

定理 4 设 召 是 由 集 驴 的 子 集 所 成 的 环 , 那 末 

SCR) = MORD 

证 HA SOERA Rih oe- HE L 它 是 单调 类 ,但 
MREGA Rob HR, BELAMCR)C SCR). 

dug de (f JE ELM (OR) $n, MRAD RE SALIS, dsl 
XRl'AEo-. 但 人 SCR) EHA R i ab o-Ir, PA i ta 


$1 dk E: Dt 


SCR}CCMCR)， 这 样 我 们 就 证 明了 定理 的 缚 论 . 

3E E BRUM CR) EI, 就 是 要 证 明 : 对 任何 FEM CIO, E- F, 
F—E,FUE 都 必 属 于 驻 ( 及 )， 先 假定 E, 下 中 有 一 个 ， 例 如 如 是 
ART 尽 的 情况 下 来 证 明 ， 

对 任何 集 ACC X, 作 类 

K(A):- 4B| BCM(RD, ifi E. A— B, B— A, 
AUB?TS ECT MCR)) 

先 证 下 (A) 是 单调 类 事实 上 ， 设 他] 是 有 KtA4) 中 的 任 一 单调 序 
列 ， 硒 为 B.—A.A—B,, AUB, ETM, HE Æ d VITE 
列 , FEBR SERE GU, *—"REZEÉR, 即 
lim(.B,— A) -= JimB, — A, lim(A—B,) - A—-lim B, 


Linc 


limCAU B,) 一 AUlimB, 


易 知 limB。 一 A, limB, UA, A—limB, XJIN-T M CD, 所 以 limB， 
cCK(A). l 

特别 , 取 A= FER Mj, T RCK G) CM OD, X BIG KU) 
是 包含 尽 的 单调 类 , JAM CR) CK CE), 因此 M(R) - K CE). 

M(R) - 政 (四 表示 : 28 EER, IHE PEMMCR)， 总 有 
F—E.E—F.EUF S38 T MOD. — E 

对 任何 EC M CO), 根据 上 面 的 证 明 , S4 FCRIM, E—F F-E, 
EU P SF. MD), 从 而 i REK ONEM) IE K (E) E 
Bis, 所 以 KK CE) =MR REM RM 

下 面 的 系 是 明显 的 , EASI T 

系 WM,.RJLX. LU eS, AUEM JEREISURS, R ER 
JREHM OR, SIEEM 2 SCQR). | 

证 由 定理 4, MOD -SOD, IAM OM) -SQD. 证 


-= 一 一 -一 X —— ———————ÁÀÀ—I— € —Q ——  —  — — sb 
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4， 今 (EE) 结构 的 概 暗 描述 ER EXE i, iR p 
的 租 个 元 为 第 零 类 的 集 ， 任 取 一 重 第 零 类 集 ( 交 许 重复 )1 百 .}, 称 


Ü En N E, 为 第 一 类 集 ,第 一 类 集 全 体 记 为 及 。 任 取 一 列 第 一 


R=1 


K ERER E), sÜ E,. A E, 为 第 二 类 集 , 25 RRA 
记 为 Ro 依次 定义 Ra Res Rus XA Ü R, 中 任 取 一 列 集 
( 充 许 重复 ) {5 ， 称 集 U A n E, 为 第 中 类 集 , 其 全体 记 为 已。 
再 从 R LTE S Ron KRE Ran cs Rame 再 从 


[Rite MEG VERD Ur. L) Bi, f) ,为 第 2o 类 


A= 


S, X Afi Ra 如 此 等 等 . 
显然 
RCR,CR,C--CR,C-cCR,CR,,,C--CR,,, 
Ce- CRo CRs Ce 

并 且 上 述 包 含 号 “C ”中 有 一 个 事实 上 是 等 号 时 ， 那 来 此 后 的 一 切 
“CC" 均 将 是 等 号 ， 在 等 号 未 出 现 前 , 上 面 就 是 从 R 开始 不 断 地 扩 
大 集 类 的 过 程 。 一旦 等 号 出 现 就 是 扩大 过 程 的 终止 . 用 超 限 数 
(是 自然 数 概 念 的 推广 , 例如 o, wti, e. 20, … 等 都 是 超 限 数 ) 概 
念 以 及 超 限 数 所 对 应 的 束 的 知识 可 以 证 明 ; 对 任何 环 R, 上 述 扩张 
过 程 到 势 不 超过 六 的 超 限 数 时 必 终 正 ( 即 包含 号 必 是 竺 号 ). 

本 书 中 基 些 涉及 不 可 列 无 限 程 序 的 重要 定理 的 证 明 都 用 
Zorn Vif, H Zom 引 理 已 有 所 介绍 ， 而 要 介绍 超 当 数 以 及 超 限 
HAE GRADAR EERS PRE He ERE, P 
Bk. GERE SERPBITI. BIRAREN. 当然 ， 对 于 极 特 
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BRR, PEPR EAR E He LE JE JE ERR PY E "T 
知道, 不 过 往往 是 平 几 的 情况 . 
532 REX E, EPCR,BR,E—PF,EUFCR.. 
WE ”由 定义 , 存在 及 中 两 个 序列 (8.)} USD. E 


Uf) Ur 


RRA Lj =E, [FF 的 情况 (其 余 情 况 由 读者 证 明 )， 
n=1 "n-1 


因为 
E-P Ü e-f F= Us 下 n) 
- Ü Ü (Bs—F,) (. 1) 
sur-(O s)U(nn)- BUD) 
-Ü À (G,UP) a. 2) 


并 县 PaPa EURER, Tr ankaz, LJ Gn. Fo] GU 
k=l k-t 


FOER, BibE—F,EZUFECHR, 证 毕 

其 实 , 更 … 般 地 是 对 任何 超 限 数 4 当 F FCR, 时 , E—F EU 
FCR,,,. 

从 工 闸 的 讨论 以 及 SCE) - SCROE)D HA, SCE) TAA 
Jor Ens RCE), 然后 从 BR(E) 出 发 再 经 逐次 单调 扩张 ， 直 
到 某 个 超 限 数 ( 其 所 相应 的 势 不 会 超过 的 ， 扩 张 过 程 终止 时 所 得 


rE ee a 
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习 题 
1. E JE X Bo Re, 在 下 列 一 些 情况 下 分 别 求 出 R(E), 
G) E-E, E, LE. 
di) X ES RIS E JE X REEL Ach 
Gi) XERE, EEE fa C— co, 四 的 开 区 间 全 体 ， 
2. 求 出 习题 1 中 各 种 情况 下 的 EE 所 张 成 的 代数 ， 
3. 证 明 直 线 上 的 开 集 , 闭 集 、 有 理 点 爹 体 .无 再 点 全 体 等 均 属 于 SR) 
4. W GRE ERI AE PE DURS, IEN R, GIER a-w E 


* ffo, BIS CR.) —S(CG), 


9. 定义 Wf GD | ACA EELER Ef — ERARA. REGE fr 


实数 c， 令 E,smialectfoGD;, m ES E RRX 上 的 o- 代数 称 为 
HARR G0 [4E 作 产生 的 (或 决定 的 )o- 代 数 ， 


数 ， 


EPRC IA 
CD 求 出 由 一 个 函数 signz 产生 的 o- 代数 
Gi) 求 出 由 一 个 国 数 EG). Cp BE e 的 最 大 整数 函数 ) 产生 的 o-i 


GiD zRBEIBE — T ER HE 了 Ce — a jn rE RU gc- 代数 是 SCRO, 
(v) d Rota, b) Ca, b) Fp BE E Ze Hr] E TE DELIS] e (5 BE E ER, "P 


TEM EHE ERE. RIH. o) I ES o- 代 数 与 RoE0,1) 的 关系 . 


CV) (fGD | AE 小 是 直线 上 周期 为 2x 的 连续 函数 全 体 , cfe t i Lf Gn | 


AEAF sif a- ft 5 Ro, 22] 928 3 OS (0, 227] JE (0, 2] rf Te ER ELTE 
IDE S, SUE d 02:9 B 


6， 证 明定 理 2. 
?7， 设 是 是 世上 的 一 个 集 类 .证 明天 是 订 的 充 要 条 件 是 下 击 ( 让 ,让 中 


的 任何 一 个 . 


C) 民 对 任意 有 限 个 互 不 相交 集 的 和 运算 和 减 灶 运 兽 圣 亲 . 
(ii) RIAR A" 51". “e, 
8. R AX Efo— S, MEHRERE U” Or 


9. EIER, R dE X o ACH Y OBERE TOES, 44 是 天 的 一 个 子 集 ， 证 现 


SGOD[1A4—SQR[] 4D, 24 R 是 代数 或 4ER Bj, SQ (14 46A Efi) o- Toi, 


Luo Ai E 5 

10. XXE — 4E, REXERASE, M. WE Hb X Boots T Jie 
所 成 的 环 , EB An THER OMOR, üD 3 EEn ES REMIT 
不 相交 的 集 时 ，| | pev. irm Mosa. 


11。 设 下 是 实数 直线 EI 中 的 一 个 环 ， 对 每 个 上 ER,， 作 R= 的 | 2 
see pein E= (s [aCE TE, CREE R rh ET, kih E e fia 
R. XRIB SQD 与 SUO (XE, 

12. Ej& X bf —^- E35, ERY SQ REN EB, BEEE p 
一 列 集 {BJ, 使 得 jg. 


t=1 


13. E 3 的 全 部 证 明 。 
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1。 测 度 的 基本 性 质 ”我 们 用 色 表 示 实 数 爹 体育 加 上 十 %， 
一 co 所 成 的 “推广 数 集 ”, VE E 是 一 个 集 类 ， 如 果 跌 是 集 类 已 到 
R 的 上 映照, 就 是 说 , 2 是 以 集 为 “ 自 变 元 "的 , 取 值 是 实数 或 土 co 的 
Ep 那 末 就 称 2 是 个 集 沪 数 . 

Bir 设 忆 | 是 直线 上 的 区 间 全 体 所 成 的 集 类 , m P: EE 
Liin TIRAS: 对 于 卫 , 中 的 元 如 如果 吾 是 以 o. b (ab) 
端点 的 区 间 ( 不 论 吾 是 开 的 ， 闭 的 或 是 尘 开 半 闭 的 ), 规定 mCE) 一 
b 一 9， 这 个 集 函 数 就 表示 区 间 的 长 度 . 

下 面 我 们 要 考察 一 种 特殊 的 集 函 数 . 


(D 十 吕 常 简写 成 2 我 们 规定 对 尾 何 有 限 实数 a， a+ (00) — (00) amo, cc 
认为 比 任何 有 限 实数 大: 而 对 一 列 大 于 或 等 于 雪 的 ao 如 果 其 中 有 一 个 是 co, HUC 


Maec, 如 果 sl, 是 非 负 的 有 限 实 数 ， 之 Ja 发散 时 认为 D» ,ai 一 十 cc， 
i=] im; 


i=l 


cp i a e -o e e $ 


a8 4: M lis 


函数 ,如果 具有 下 列 性 质 : 

G) n(2)-0; 

(ii》 非 负 性 ， 对 于 任何 EER, nCE) 225; 

(证 》 可 列 可 加 性 :对 任何 ~- 列 VERG =1, 2, 3, =), 4R 
E,MES- gGzjBD RI) BER， 就 必定 有 


上 二 1 


„(Ü 2 )- Zu 
i=] i1 


RRAN n RRA R 上 的 测度 , 称 4(E) 为 集 吾 的 测度 ， 
容易 看 出 ， 除 了 EER oc y R ERAR 9. WE CD. 
(i 条 性 的 上 AREG). RRE, 因为 至 少 存 在 一 个 BER, p(B) 


«co, ẸBE =E, B= Ec, Ae E- V E, ENE; gii 
=j), ri iii), 
u= Ù 2T 
ELE i122 

从 上 式 消 去 有 限 数 (E) 便 得 到 

»ue-o0 

i-22 
再 从 (ii), 立即 得 到 8 (22) —0, 

除了 空 集 取 值 为 堆 , 共 余 一 切 集 都 取信 为 oo 的 测 庶 是 平 几 的 ， 

一 般 场 售 都 不 用 , 所 以 一 般 文 献 中 都 把 测 庆 理解 为 非 负 ,可 列 可 加 
集 函 数 ( 即 总 意味 着 有 些 集 的 测度 是 有 限 的 ). 


下 面 给 刀 个 简单 的 例子 . 
例 2 设 X 是 任意 的 一 个 集 ，R 家世 的 有 限 子 集 金 体 所 成 的 


$2 m rüMd y7 
Bip R EEEE usnm: 

x(B) 一 五 中 元 素 的 个 数 CECR) 
这 个 上 是 环 尽 上 的 测度 . 

例 3 EXER- TGE, RENHAR TE E 
f&BrE BOXE. Æp EERE Ana HRIGdE REGE LEER E 
u ATE: 对 任何 EER. 

u CE) -4 


PR u EA R ERME. 

flt RJ HALE ITRS fk AOR bW, 对 于 EER, 
Uu CE) XE E poU s TOR CIRE BUE ZCIR TER, B (E) —00), pÆ R 
上 的 测度 ， 

正面 的 定理 是 测 产 的 一 些 基本 人 性质. 

定理 1 如 果 上 六 是 环 及 上 的 测度 , 那 末 有 下 列 性 质 . 

Q) ARTIE WME E. Ee, BsE€ 且 ， 且 这 些 集 两 两 不 相 


交 , 那 末 "i Jej Eso. 

Gi) nme: w E, EER, HE CEs MRED 
uE). 

(iD ARGE: w Fn EER, H FECE, Xd WE) 二 
co, JER u (EE) = pE) — HLE), 

Gv) 次 可 列 可 加 性 ， 如 果 EQ —1,2,8,—) 及 加 都 属于 R, 


0 4 aE 
1 4 aE 时 


R £c |] Fe Bi GOD E). 


CV) 如 果 EQSHRO-—1, 2, 3, 0), 县 E,jCE,CE.C., 


U E,CR, WR ( U 2E 
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(CD WÈ FER (n—1, 2, 3, eh E,OEQOEO-, 


门 E. ER, 而 且 至 少 有 一 个 有 f£ p (En) oo, 那 末 


4 N 2. )- tima a 
站 一 了 Han 


此 外 , 如 果 R 本 身 是 0- 环 , 那 末 还 有 下 面 的 性 质 ， `- 
Cvil) 如 时 E,ER n=l, 2, 3, e). ES s ulimE,) « 
limu (Æ). i 


(viii) 如 果 E,CR(a—1, 2, 8, 5, Ia HAS BAIE E Rej 
4 U r, ee. 那 末 u(limE,) 2 limp (E,), 


(x) 如果 E, ERG - 1,2,3, ), lin, 存在 ， 耐 且 有 个 自然 
ak iet Use WK nin E,) — limus), 

GO 如 果 E,SR(a-1, 2, 3, =) 而 且 有 一 个 自然 数 加 使 得 
240) ee, 那 末 p OimE,) —0, 


证 OG) RPT OR RPIRABPPR HIERO En e E, RES 
Enam Ence A, KEETA Jn fE (2) 2-0 就 得 到 有 
限 可 加 性 ， i 

(i) 因为 ,如一 ,是 R PRHA, 其 和 集 为 En 所 以 
出 测度 的 有 限 可 加 性 就 得 到 
BE) — u(E)  u(E,-- EQ) (2.1) 
X BÍ uCE,—E220, 所 以 (BD) BG), 
(i) HET (E p<, Pi HO. DAR II ak CER 4 
BCE,— E) uCE) — uE). 


$2 LAJME og 


Gv) BD EER, EER, EC [ ] E ia F = EO En FC FC 
f.i 


oo n-i 
En F,CR, U F.--£. uiae P GS Fa |] F; (n2, 3, 
i=1 


4, D, 这 时 , GER (r —1,2, -), GaC Fa ME 
L G= y F; =E 
此 外 , Ga EABAR, 所 以 由 可 列 可 加 性 有 


gp(E) =D uG) 


XBDU G,CF,CE, 由 GDU GOSU), 再 利用 上 式 得 到 次 
DEDI 
O) 因为 E,ER, ECE C, da F= B, FL E, Eni (n 


2, 3,…)， 这 时 FP. AE 一 别 两 两 不 相交 的 集 ， 而 且 z= LU F 
i=l 


[|] F= En PEA 


„(Ü zj- 人 (Dr J uF) siim SUC) 


=lim a] Ù n) limg (E. 


(vi) 在 单调 下 降 的 情况 下 , A BHÉCUER — P n 使 B CE 
eo, 所 以 不 妨 认 为 CE ) «oo, di F= E ES —1,2,8, 2, 这 


时 , Pe 是 音调 上 天 的 , BL) F;- E f) LERRUNA 
i=1 4-1 


m ——————— 
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^(ü r. )= tenta) 
i—1 LEE 


IR à — Jr Bé BRE oe, pU 


B CE) - u(F,) + (Bs), 4(B1) = {Ü 2 Zo 


BrEAO 


E ( 门 oj -eco-z( Ü DE (E) —Yima( F,) 
EST i=} Hr 
-lm[uCE:) - 8 (F,)] =limpt( Es) 


(vii) 由 于 lim E, ~ 


8, e REJER HI, 而且 FPLCLE, BREL C Y GI TAB 


Ce) „(Ü n)-te a (Fa) Slimp (En) 
n -ik-1 nom PERI 
MM Umm 


EI Ll 


(vii) 由 于 Tm E,-[(]LJ 


Ü Na 记 F- f ESQ XM PF 


E, Fa= (] E. 这 Bb Fa 
k=I n=} nmn 


(mn 7-1, 2, 3, … 少 是 单调 下 降 的 ， Fa D Es, 页 县 由 假设 只 要 mz, 4^ 


A B OP.) «oo, PLAH Coi) Tám 


A (mE) = = 4B J- lim g CF.) lim gp CE.) 


(x) HpCvii) f& Cviii) 8(f8. 
(x) 由 上 限 集 的 定 六 可知 对 任何 自然 数 m, 


limk, U E, 


Lidl "zm 


Q XS mA ACED co, MURERE D Doo 一 ce 是 没有 意 光 的 


$2 环 上 的 测度 o 
因此 , 由 单调 性 及 次 可 列 可 加 性 , 即 得 


A TAI LJ 2 pBCES) 
Lid dog ürf 


而 因为 了 h(E) o. 在 上 式 中 令 OON EARRA T E, 上 式 节 右边 趋 于 零 . H 


"uma X 
和 由 测度 的 非 负 性 , 得 == AEE 
# Ci E,) 0 ye ( Z UE, 


至 此 , 定理 1 证 毕 . wl NOM 
ig(vii)— GO rp, 我 们 加 上 了 ER JE o- RARR, FUCO T SED " 
述 简单 一 点 ， 对 于 如 是 环 , 只 要 假设 证 盟 中 出 现 的 集 都 在 了 下 中 就 kx | “ 
可 以 了 ， 允 在 (vi 中 要 求 主 和沙 有 一 个 E, ME uC(E «oo, OX E 
条 件 是 不 能 少 的 ， 例 如 在 例 4 h ER — XE E,— (s, ntl, sp m. 
2,-3(n—1,2, 2, EXE EDE D DE, D, 并 且 limECE 


S 


=o, 另 一 方面 nN E.—£, paa ie.) 


2. RR EB UE m 下 面 要 讲 一 个 在 分 析 数 学 中 EE 的 
测 麻 。 由 直线 上 左 开 右 困 的 有 限 区 闻 Ca, basi) 人 金 体 所 成 前 集 
in P, Bale P EBSEmin F: 对 互 = (a, DJEP, 
令 

mCE) —b—a 
m SER DC iS S BE, 由 了 中 任意 有 限 个 元 素 作 和 集 ， 这 样 的 和 
集 金 体 记 为 B. Ro 是 一 个 环 ( 见 1 的 例 人 和， 显然 号 CRo, mH 
Ro 中 元 吾 可 专 写 成 呈 中 有 限 个 两 两 不 相交 的 元 Eis Eso, Ea 的 
Tue. 我 们 称 这 种 把 Ro p mEDAR P 中 有 限 个 互 不 相交 的 
元 的 和 集 的 分 解 为 初等 分 解 ， 显然 , 初等 分 解 并 不 是 唯一 的 - 
现在 我 们 失 集 函数 交接 下 面 的 办 法 由 已 延 拓 到 Ro b; 对 于 
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EER, E= |] EE, S BEP, E= (an bs Res BAX 
liz JE E d — A EAR. 我 们 就 令 
m(E)-— (b, —a,) (2.2) 
i=l 


首先 我 们 注意 ， 对 于 及 , 中 的 一 个 元 E, 30552 IRIS HAJR 
一 ， 所 以 我 们 下 面 必须 证 明 用 上 述 方法 规定 的 m CE). Pod E n 
初 警 分 解 的 方式 无 关 , 即 它 是 由 妃 所 完全 确定 的 ， 

引 理 1 由 (2.2) 式 定义 的 Re 上 集 函 数 名 是 有 确定 信 的 ， 即 
mE) BB ABL FUS E d 36, 而 与 妃 的 初等 分 解 的 具体 形式 无 关 . 

证 首先 , 我 们 对 于 EEP 的 情况 来 证 明 引 理 1， 设 


(a, b]— Ü (a, bd 
是 (a, DAMBE. BDA P E EM 
b.) 1,2, m 是 两 两 木 交 的 , 而 且 U (a, bi] (a, b}, BIA 
必定 


站 一 和 Di a mb agb —e—asb.-b 


由 此 (b,—a,)—(h, a) T (b; az) ++ bnm aa) —(b,—a,) 


二 (5 一 0). 可 见 当 E--Ca, DJEP 了 时， 无 论 对 怎样 的 初等 分 解 ， 由 
(2. 2) 式 定义 的 mE) ET 8 一 a. 


对 于 一 般 的 EER o E Eo e E-|])rEd PTS 
和 i-i j=l 


RO E, PEP, iml 2 g j=l, Besd; E 之 间 瑟 不 相 
A, Fi 之 交互 不 相交 )， 记 Ge RNE G= a j=l L), 
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BA GUEP, AHF £= (Gu m E; bagoe mill E, 
. i-1 -— 


P, BEL mQR) — D naD. AE 
f=1 


Dim.) = Sie) (2.35 
1-1 . i=1" j=1 

同 理 由 F- (U Gu 是 Fi 的 初等 分 解 以 及 FEPER 
Dj mr) = Snes) (2. 4) 
'EZI j=1 i-l 


但 (2. 3) R C. 4) RUBIA E P, 所 以 
Emad- EnF), 


Akh (2. 2) 式 定义 的 集 了 敬 数 x 与 集 且 的 初等 分 解 的 方式 无 英 ， 
X RE, 我们 就 用 (2. DAE R Eo SC p BEER m、 它 是 区 闻 
长 诬 报 念 的 拓 广 , mE) BERE E rp BUR UC RBS EE RE. 
引 理 2 ”上面 作 出 的 环 Ro ERAS mA FANER: 
(i) ERR mAAR PE, 
Gi) 如 果 En te, En ECRS Ey ce, E, 互 不 相交 而 H ED 


Ü s. A 
ma) sn (2.8) 
GD TITULI ILLE SA En EER, 
WBC UE, Jk 


ie. Hog M H 


-一 - 一 一 一 一 一 一 一 


m(E) < SmE) (2. 6) 

证 (i) P, e B&R 中 两 两 不 相交 的 元 ， 记 = 
UE. RESERVAS 

E= Ù Fo — (i—12,-,2) (2.7) 

由 于 E, s E, KARA, Bie Foi 2 sm joli esL) 

也 是 两 两 不 交 的 , 所 有 这些 Po WARE E, 因此 E= U Ps 是 


SEIS BI mUD- ST S mU. 又 由 (2.7) 式 得 到 


mJ) Xmas. 所 以 
m(E)= D Ser- n) 
这 就 是 入 的 有 限 可 加 性 . 
Gi) iE Enu E- (Es itid E., Bn o, Bra 两 两 不 交 ， 其 


"ucl 


和 集 为 马 ， 册 性质 (i)， 立 即 得 到 fm(B)= Dym), BRAR m 
是 非 负 的 ， BAS jmG sm), 
Gi) 首先 , 由 zr 的 有 限 可 却 性 及 非 负 性 , 可 知名 具有 单调 性 ， 
n j-1 
对 于 En EE Ro EER., EC |] Ea 记 F= ES F;—E;— |E, 


{j 2, 3, MP a), Akt Fi, LE, 是 两 两 不 变 前 . EHRT Ba, [Al 
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ifj E PER Q1, =u e), Hir) F= U Es 所 以 号 -至 站 
i=l i-l 


( U 路 UJ (BNF)，、 由 有 限 可 加 性 和 单调 性 有 


cd 
d U ENF) J Sm( BNF)S SI mB,) 


至 此 引 理 2 证 毕 . 
定理 2 R。 上 的 集 阐 数 铝 是 一 个 测度 ， 
证 显然 WESEREBSHS RUE WD Xn nte. 


WE, Enoe Ew … 是 了 "中 一 列 两 两 不 交 的 元 ,而 且 同 E, — EC RS. 
由 (2.5) 式 ， 可 知 对 任何 自然 数 2, 都 成 立 


Sm) «mU) 
4 1-00, Hf 0 mCE,) Sm), 下面 证 明 相 反 的 不 等 式 成 立 ， 
i-i 


i 
BER —T^ESEEE-l](QG.b3. &4 EAS 
421 


分 解 ， 因 为 Bi(i 二 1,2,*…) 是 可 列 集 ， 所 以 所 有 E; 分 解 扬 得 的 小 
区 间 金 体 志 是 可 列 个 , 设 为 (gs, B2](8—1,2, 0. EAR 


mB) = Spa 
对 任何 >0，( 不 妨 要 求 eccL 05-22) 作 闭 区 间 | att, b] 
G-1,2, 7 四 ,我 们 又 作 开 区 闻 (a, B. n 1,2,3, =), 38 


末 这 列 开 区 间 (ao Bua) 


Res 1 2, EULII E, 因此 也 覆盖 


106 第 二 意 s E | 
TAA BEER ass. th Borel 有 限 覆 益 定 理 ， 可 以 选 
出 有 限 个 开 区 间 覆 盖 住 这些 闭 区 间 ， 这 有 限 个 下 区 间 设 为 
(a... Batair) ns (s B. X). 这 样 ， WA 

' e l e | 
U (op je Uo Buta] 
i&( a4 7, b; (jc 1, 2, T i 是 彼此 不 交 的 ， 所 以 
"(U( apti. bj D- > 
由 (2,6) 式 即 得 


Dheu E(t 
- e 是 任意 正 数 , BRA 


<P pe e 


t - 
之 (bi— aj) «c 《8 一 ca) 
BI mCE) s ET) (. 结合 上 面 的 不 等 式 , 就 得 到 


m(E) - S m(G) 证 毕 


Jr Bi SE x SC Pip NAMERE EAR Ro ES E mH 
发 经 延 扫 而 得 至 的 

3. R R LOSIE 在 玉 * 上 还 有 一 类 经 常用 的 9 ME. 
设 ger) 是 (一 coy co) 上 单调 增加 、 右 方 韦 续 国 数 . 对 于 任何 吾 E 


R, SUE E= U (ai b) E f) EE, 规定 
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aH) Dagga). (8. 8) 


显然 , 特别 g(r) c 了 时， 有 就 是 吾 的 初等 分 解 中 区 癌 的 总 
THE, B] uH) — mE), A TEPIEN, HEARR g(5) gla) ox 
(a, b] g EHRE, 或 简称 为 9- KE. 

i (2.8) Bog n9 BR. LEAR u 是 Ro EWE. BATA 
娄 比 证 明 关 是 至。 上 测 麻 的 过 程 寺 证 明 这 点 , 即 先 在 Ro DUEB B, 
是 单 值 的 , 然后 证 明 在 Ro 上 可 列 可 加 ， 在 证 明 交 的 可 列 可 加 性 时 
所 应 用 的 Borel 器 盖 的 技巧 ; 对 于 g- ABE. 由 于 9 oe ERES, 那 
种 技巧 也 是 同样 可 以 应 用 的 . 

为 书写 方便 , MIRAS H, 简写 成 9 Vol 到) 简写 成 g CE. Bn 
由 g(2)3E(2.8) 产生 的 集 国 数 与 g) 本 身 一 族 起 来 .将 来 要 把 
9 测度 延 托 到 包含 R DET c- 代数 上 去， 得 到 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 
(Lebesgue-Stieltjes) Bl[ E, 简称 为 工 -5 SHE. 

如 时 在 直线 上 分 布 了 一 定 质 量 的 物质 ， 用 gCr)xozsdA Hr 
《一 co, 2 部 分 中 的 质量 总 和 ， 它 就 是 zx 的 单调 增加 ，、 布 连续 的 国 
He. Hr gE. 8) 产生 的 gCE)CEERXGE E E rS EUR RE, 
特别 ， 当 读物 夺 是 均 勺 地 分 布 在 直线 上 时 ， 并 且 0,1] 中 总 质量 _ 
为 1 时， 这 时 的 pital gaste, e 是 常数 )， 由 此 可 见 ， 
在 遏 到 非 均 勾 分布 时 就 不 可 避免 地 用 到 9 测度 .gg WEE my 
度 更 为 广泛 的 并 有 旦 是 常 被 用 到 的 一 种 测 座 ， 

#4,， 有 限 可 加 性 和 可 列 可 加 性 ”正如 本 余 引 言 中 所 说 ， 对 于 
测 论 ， 重 要 的 一 点 是 要 求 它 有 可 询 可 却 性 ， 这 就 自然 地 要 求 使 测 
度 有 意义 的 集 类 至 少 是 o- 环 ， 为 什么 我 们 前 而 讨论 的 测度 是 定 
AERE Hu EEXdEe-3RgpNÉ: 这 是 因为 由 一 个 集 类 五 
Cin ut E 7ETOBPRUB BR XC 4 PE POS IRRE in RP) 
=R Haie SCEA SCRI, Pipe EE) 上 光 
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易 得 多 ， 例 如 在 及 。 上 给 出 的 m, REMADE HEER m Ir 
RR 上 是 具有 可 列 可 加 性 的 。 如 果 想 要 直接 在 SCRo) beu 
数 m, BE mig SCRQ 由 的 复杂 点 集 上 和 如何 定义 都 已 困 淮 的 ， 
更 不 必 说 证 明 它 有 可 列 可 戎 性 了 。 记 以 我 们 先 把 测度 定 交 在 环 
.上 .正如 前 说 ， 环 对 极限 运算 不 封闭 ， 一 过 到 极限 就 得 假设 所 讨 
论 中 出 班 的 极限 集 在 环 中 (例如 定理 1 中 从 Civ) 开始 都 要 ROX TE 
BEG. THRG 3) 我 们 将 证 明 在 环 R kE e 必 
定 可 以 自动 地 延 拓 成 在 某 个 o- 环 R* OSCR) 上 的 测度 ， 这 个 定 
理 的 重要 性 是 明显 的 ， 呆 以 说 是 测度 论 中 第 一 全 最 基本 的 定理 . 

下面 初 学 者 可 暂 不 读 ) 在 这 里 我 们 还 要 考虑 另 一 个 问题 : d 
和 如 事先 给 出 的 环 R LBS EE a 只 是 满足 !i) 非 负 的 ; (ii) 空 集 上 
RER; (iii) 有 限 可 加 的 , HEARE e RRD R ERNE? Bn 
问 在 什么 条 件 下 , a 满 是 可 列 可 加 性 . 

为 此 , 我 们 引入 

XX 设 玉 是 王 上 的 环 , 上 是 如 上 非 负 的 , 空 集 上 取 值 为 霍 
Bo ER mE GR Ano Rop fef Uu P RE SR AJ E.ODE 
DED, AHopmen—4435 TENE. nOE)«O. dfi 


(15. gr. Sou lim p(B,)=0， 就 称 4 是 如 上 连续 ， 
FE na 


利用 上 述 概 念 , 有 如 下 定理 . 

定理 3 设 民 是 区 上 的 环 ，& Æ R EIRIN AR Eedi 2 
零 的 有 限 可 加 集 函 数 . RAR WEWERE 

《对 Rire RS 39 dn F A CEC CE, C And 


U E,CR,3J-H lim u(E,)«oo, JEE 4 U 2: 
(i) u 是 如 上 连续 的 . 
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WE 必 竖 性 是 显然 的 。 因 为 由 定理 1 的 (Y)、(Yi) 可 分 别 得 到 
定理 3 的 (i)、(ii), 
充分 性 VIE. e Es 0 二 居中 一 列 所 不 相交 的 集 ， 且 


E k 
[] RER, in F= |] En RA F CFC CP, C, FER, 
t=1 = 


limF,—|] EE， 由 上 4 的 有 限 可 加 性 、 非 负 性 可 知 4 具有 单调 
Ei n 
性 《证 角 参 见 定理 1 中 (ii) 的 还 明 )， 从 而 OSLEY oe xm 


«qos Ü 2 如 果 lim (P) mco, d WEE e 
u (ù 22: 再 利用 疡 的 有 限 可 加 性 鲁 得 到 
1-1 


Ld k m 
(Ü 2L (F,) =lim DH (En) = 214 (E) 
Eae taa a= 8-1 
(2. 9) 
这 样 便 证 明了 在 Dim e (P) oo 时 ,上 具有 可 列 可 加 性 . 
BERE impCF,) o 情 训 下 # 揭 可 列 可 加 性 由 定理 条 件 


G) kF e (F) ecco, XE F= |En iBG,—F—F., d Go 
LL 


GD DGD, EAG. iP CP) ceo BEDA C.) ceo, 
BURO LIES, ump(G)—0, TUSHWMMECERHEJUEN 1 
中 (ii 的 证 明 7 便 得 到 


Q=- lim u (G,) —lim(g(F) —u(F,))— 4 U DETA 
t>» to nl Ecos 
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= " Dr)- Zren. (2.10) 


最 后 等 式 中 利用 了 有 限 可 加 PE =DE) (2.10) 说 


明 玉 是 可 列 可 加 的 ， 证 毕 . 

现在 举例 说 明定 理 3 vh ZR PECO Gi E Mor Bs. 并 且 一 个 也 
不 能 少 . 

8/5 设 天 是 可 列 (无 限 ) 集 , X= {zi ze, REXHA 
子 集 全 体 所 成 的 环 ( 其 实 是 代数 )， 规定 上 在 空 集 和 有 限 子 集 上 
的 值 为 零 ， 而 在 无 限 子 储 上 的 值 为 无 限 大 ， 显 然 , s Æ RHIM 
的 、 空 集 上 取 值 为 零 的 有 限 可 加 集 男 数 . 上 还 是 和 上 连续 的 ， 事 
实 上 , 对 RopBfEfEI 3l] EILOEQD- DED e, WETERAN, Di 
An En p CE,) co, 意味 着 上 3) 一 0 即 吾 :是 有 限 子 集 ， 显 然 , 当 


(15.— £ B. limu(E,) «0, 但 是 上 就 不 满足 定理 3 中 的 Oi). 
n= Room 
例如 只 要 取 E,— [CT iE Xa), 便 有 1im BCE,) —0, 得 B Clim E.) 


— co, 
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(当然 , 它 也 是 环 )， 显然 , 及 中 的 元 素 互 必 是 互 的 有 限 子 集 或 有 限 
子 集 的 余 集 (这 是 无 限 集 )， 规 定 ucfets SGOGHER EEH TEX F, 
在 无 限 集 上 的 值 为 41 显然 ,中 是 及 上 非 负 的 , 空 集 上 取 值 为 零 的 
有 限 可 加 集 函 数 ,并且 对 一 切 ECR, (E<, MAEM 3 hha 
(让) 是 满足 的 .但 & 在 及 .上 不 是 可 列 可 加 的 ， 所 以 & DE EE 
续 的 (这 也 可 直接 从 下 面 事实 看 出 : W EnS (zw Xeocch BUT 


uCE,) 21, HA imu (£,) 1, 但 好 = N) EP. 
nm 2-1 
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当然 ， 仅 从 具体 验证 有 限 可 加 集 沙 数 是 不 是 成 为 可 刻 可 加 的 
测 读 这 方面 来 衡量 ， 验 让 定理 3 中 的 两 个 笨 件 并 不 比 直接 验证 可 
列 可 加 性 容易 多 少 ， 但 定理 3 在 讨论 随机 过 翟 中 样本 以 及 “测度 
存在 "等 一 些 基本 的 理论 间 题 中 它 还 是 常常 被 用 到 的 ， 


习 题 


1, HW go AERE EB—- A A Boh XE, min gir) gat, A 

ta, PIEP 时 定妆 
giia, BD =g (9 — ga) 

WEBEGX I EER g a EAE — hb zEingE R ERME 

2. EP DERLER IET B ES EP Ens IR Em 如下: 
i (a, B)) — B— a, EN m' Jb n HE ERE ROP') 上 的 测度 ， 

8. WP GERI Ec JE LEIBUAUE C, 51x (, d] - (6, p acr 
b, eagair tk, FEP ERR A Semka T 

mita, b]X (e, d]) = (b— a (d—e) 

WE PB m 2e oT IE — BERE RR. RIP) E tto RE, 

i Ru REREH R, 上 的 测度， WESS. 存在 单调 增加 右 连 续 的 国 数 
gir), 使 得 p CE) — p OH) CHER ROSE ZR PP REF EL Co, DJEP, uiia, bD 
co, OEHR: 对 了 中 每 个 集 都 有 限 的 RR， EB BED E g 测度 ) 

5， 举 例 说 明定 理 ] 中 viii 的 条件 4 U £, ) <o, (ix) 的 条 fE 


" ( LU z, e OHR YuE) eco 都 不 能 去 掉 . 

nok nTk 

€. Wu, LER R ESINE, JP EDS — 0) EER, UL AE LEM IA n 者 
有 ou.E)scl, ER 


p D 一 anis 0D (ECR) 
n-l 
LER LB LWEN) (EER), 
LARBI LLOD EBD ODER EINE. 
7. Wu ERR LUE, in og D) EER, e) «1, 证 明 4 的 原子 全 体 


i112 | A-R M Ë 


he gie H AJiE GX E A-T j R RH ug ieh, (HERE pupo). 
8. IR EXEAT, iali R ERE. JRBOWHEB[|S EER, RKE 
lmua Gf fe, ip^ aE), WEA AE OR EAE f, SE LRE 0 nef Bitur 


Ju X ER c, HAH, nu RBE RS ELE, 
9. ik R.OL-—1,2,-) E HEX E — 9ER, JR IL R CRO CRC] X 
Wu, ERa, LUE, JOE SEO TRI ECR, SS mcen f, BuCGE) —us GR) (通常 称 


JS EIRY EIERFRIMO. IEO R= [| REX Ef SR. d) 定义 


n=l 
R EAE B; 对 每 个 EER, ERIEXET n, ECR,, 规定 HE) =u, (E), UE HG 
XR LdRÓA,« SEE Nr[R S O0 fuga eu mE u RGR LAE, M 
Tm 218 10, 


DE A i 
10. i* Xizz- Gh, Ha, ES, e) 一 点 (370, l, 2, eH), 5 rà 


. n=] 
ooy, HETA AE n, a€X, AE-—UuwiseX, Kim. Kn X. (BIZ, 是 X 
P —B n debis x RA y EIRA, R.GEd UD. 张 成 的 
RC ER, R, 53-38 XdE Rn Efe Pn ir, Xj ffdap ECR,, 如 果 E= 


此 


U KaPi, 那 末 规定 4.00 一 5 jy FUSE 
14=1 


1=1 
NETT 

Q) R,CR,C-CRQC--, EH XER, m=], 2, --) 

GD pn & Ra EIEE, e, 00 13: Ries) ERG EJERERIS ( 见 可 
& 9», 

Gi) 对 每 个 自然 数 mw ARE, (ma Guo uy ai, P1, 2, 
snb HORDE D ED d = TE( re) lima 6o e, 


=i 


w% 


$3 测度 的 延 拓 
本 闻 的 主要 任务 是 要 证 时 任何 一 个 葵 定 在 环 R. (由 基本 空 个 
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X ERETRIA RÉD EB MEE ec dT amaA o- 38 R* 
2S(R)E,. R R* EAE., mAH Em 正如 本 章 引 
AFAR, ARSE REA EREE IR ERA m 
性 , 最 后 我 出 R* LL uE R* 上 的 延 拓 ， 

L SMIRE it X ERRER, 县 是 了 的 环 ， 下 面 先 引进 一 
Tf RH)c-9&; HURR X peH RB —21 5c 3€ CE X 
中 基 些 子 集 的 序列 ) 加 以 覆盖 的 子 集 全 体 所 成 的 类 , 即 


HC(R)= {EB|ECX, 存在 E,CR(I—1, 2, 648 EC U E) 


例 1 设 忒 是 任意 的 集 , 下 表示 三 的 有 限 子 集 ( 包 括 空 集 分 ) 
全 体 所 成 的 环 ， 那 末 HOROUR X 的 有 限 或 可 列子 集 ( 包 括 空 集 
DARRERA, 

例 2 对 于 § 2 第 二 小 节 的 环 R, HORS 就 是 直线 的 所 有 子 
Stk, 

引 理 1 对 任何 环 R, 必定 RCH(); 当 EEH(R) 时 , E B9 
任何 子 集 书 必 定 也 属于 HOO; 二 (及) 必定 是 0- 环 . 

证 “ 引 理 的 结论 中 ， 前 面 两 条 是 显然 的 ， 而 要 证 明 下 (RR) 是 
o- 环 , 显然 只 要 证 明 五 (县 ) 对 可 列 和 运算 的 封闭 性 ， 

设 ECH(OD)(-1, 2, 2, =), BRIEN E, 有 一 列 Ej? 
G=1, 2,…) 使 得 


EPER, EC [ ] ei? 
i=l 


mpa Ü zc) ÜP, Jh EPG, j=, 2 248 R rbi 
i=] t=] 1=1 


-Jk Pit LEHR. ipe. 
定义 ”如 果 上 是 环 及 上 的 测度 , 在 有 (及 ) 上 作 集 函数 ui: 当 
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ECHR) pf 
p) ar $us) | ECR HEC |] | 


uS o BU RE a Pros [s f PRO RE. 
EAER HOR)COR) LEAR u* 限制 到 县 上 就 是 Gu. HI 
B*ig—nu (HI u*CE) —uCE), ECR) (3.1) 
事实 上 , 如 果 ECR, [BUE A ate CL S 2 ÆR 1 的 


Ciy)), 对 任何 一 列 EER, EC U E, 都 有 MELLON 从 而 


AB) A 可)， 另 一 方面 ,特别 取 E,—E, E, —E.—-— 0 EAE 


BST, 又 由 可 列 可 加 性 CE) — SG) >u" QD, BiERaCE) = 


u* CE), 

其 次 注音 , 即使 上 对 于 R 中 每 个 集 百 ， aet RE u* 作 
为 于 (有 &R) 上 集 消 数 ， 也 可 能 出 现 FE 有 (CR), 而 àá* C) 二 so。 这 种 
例子 其 多 . 

FEAH 和 的 儿 个 明显 的 简单 性 质 . 

引 理 2 由 环 且 上 的 测度 pg 所 引出 的 外 测度 ww 有 下 列 
FER: 

Ci) u*C2) -6; 

(i) 《 非 负 性 ? 对 任何 ECHCR), u* CE) 0; 

Gi) 【单调 性 ) — AR FE, EH GOD, B.E; CE, SER CE) 
ut CE; 

(v) 对 于 EER, i CE) 2 a( E), 

由 引 理 2 09 0 Amir HOR) EER a" ER. L ERE e d 
AE PEPEE AME ü BS RE TRUE BI A 是 水 是 HORO kay 


x 


e te EE rR ENEN IH AW X AE ESO, " DH TED 
f e £5 Vela 5r QA ZR EEH OX Uu 


d (ERO, P Un) 2 qx 
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ER: 只 是 在 明显 的 少数 特殊 情况 下 ，p* 才 是 HCR) 上 的 测度 
(例子 可 参见 习题 D, 一 般 说 来 ,ar 不 是 HOD RSS, Tit 
是 一 例 . 

sy KX-0, 0, R={Ø, (0, 1J) WR Eod aC) 

0, 240,1] — 1, ikh HOD EG, 切中 所 有 子 集 全 体 ， 显然 

WOOL, 对 任何 非 实 集 EEH), r0 -1, ikte e(o |) 
se (gise ((o 2 Ui) mere nao 
不 满足 有 限 可 加 性 , 自然 n+ 不 可 能 是 测度 . 

BL pt Ze HOD EOS RU KETAU Joe. 

定理 1 设 sr 是 由 环 尽 上 测度 4 所 引出 的 外 测度 , 那 末 对 于 
任何 一 列 BEHR), RARER 


zi U JO (3. 2) 


WE 首先 由 引 理 1， U £j€HCR), TN JI 


f, iud Xu" Gc, BEG. DER. Wie, 不妨 
设 所 有 ut CE.) o0, AHER e 0, 对 于 可， h u^ E, 可 取 一 


Ap E Cj—1,2, ^), 它们 都 属于 及 , EC |] EP, Bt 
i-1d 
214) eu UO tg 


因而 BI?) < eG )+e， 但 是 LU E^ 2 Üz. 所 


+=1 i1=1 Bib —= 


以 得 色 . LE m 
i= a? 
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4A a->0 就 得 到 (C3.2) 式 .证 毕 . 

i RESI RI tE £i CE UTER BI nf, (B rk RD "T or PES 
可 列 可 加 性 相差 其 还 我们 的 日 标 就 是 希望 在 H(R) EHH 
一 个 类 R*, CE o- 环 , HA R, me 在 县 * 上 是 测度 。 为 此 ， 
TUER a^ 究 竞 在 (及 ) 的 哪些 子 集 上 具有 有 有限 可 加 性 . 

定理 2 设 上 凡是 由 环 且 上 测度 2 在 再 ( 玉 ) 上 引出 的 外 测 
度 , 如 有 果 SER, 那 末 对 任何 FCFI(OR), 


B* CF) -u* CFT) E) t u* CF — E) (3. 3) 
证 HDITF—COPDEJUG —E), Bi C3. 22? A E Al 
a* CF) au* RNE) t u* CF — E) (3. 4) 


因此 只 要 证 明 丰 反 的 不 等 式 也 成 立 . 对 于 a" (CF) co, SEES. H 
(3. 4 立即 可 以 得 到 (3.3)7， 所 以 下 年 不 姑 设 u* CP) o0, 
由 4 了 的 定义 ,对 任何 020,43 —31|] E, ER (GE =1, 2, 1), 使 


得 FO (E, ii B &*CF) e B1B, & EERE, Ei 


E,—E, WEER, PHa) = B(ED Fu) Gsl, 
2, … 从 而 


: «-(ü s )neornz, Ü F! = [)E-s2r-E 
而 且 
1a) = Z) u G0 Bou Da P) 
X a* GI— E) 
因此 WD H> DEDS * COE) tu (RE) 再 令 e -> 


0, 结 台 (3, 4), gr 8903. 3), uH, 


X 
X 


x 


`N 


$3. MERER B n? 
G. DARY R HERE fide y EDU EE HH CR) rp feas 
SPARE, BAR 县 (是 ) 中 两 个 集 ， 一 个 是 是 的 子 类 (例如 FNE)， 
另 一 个 是 X —E- E" MTR F — E) E, BRER 
如 本 的 外 测度 就 等 于 这 两 个 集 的 外 测度 之 和 . 

显然 ， 上述 分 割 测 量 外 测度 的 性 质 可 以 推广 如 下 ， 当 OX 分解 
成 有 限 个 志 不 相交 的 个 集 E, en Ea 的 和 有 时 ， 而 且 E, e 如。 中 
至 少 有 ?一 1 个 属于 ROHORTGREY 


pun uon E), FEH(R) (3.8) 

利用 定理 2 RIH R, 

2，j*- 可 测 集 ” 为 了 找 出 R, PERAE: 设想 由 上 引出 的 
px* 用 菏 种 方 梁 已 从 再 ( 防 ) 中 找到 一 个 子 o- 环 R*OR, 并 且 ur 在 
R* 是 可 列 可 加 的 ， 即 由 R ERWE yK R LAE", E 
o-3& R* 也 是 环 , 又 可 用 R* RER, R* 上 的 4* 代替 REUS u, 
重复 上 述 革 种 扩张 过 程 ， 即 先 作出 类 HRONE HR) EIS 
测度 (ps( 记 为 re)， 然 后 又 可 找 出 更 大 的 RRR, X 
BE 个 可 一 直 扩 张 下 去 ， 其 实 不 然 , 革 述 扩张 过 程 只 能 散 一 次 就 不 
能 再 扩张 了 ， 基 下 面 事实 成 立 , | 

引 理 3 R 是 H(R) 的 一 个 子 环 ,和 如果 R* OR, PRHR*) 
— HGR), JE H u* — u**, 

证 “因为 HOD RUDI E pL RUIOREBE 3E o CX i) 
子 集 全 体 , 自然 , M RDR Tiki HOU) 2H OO), 

反之 ， 对 任何 ECH(R*), 444 RB ERE UD. (REC 


ea 


U gt. [Bx ETCR*CCHORD)OUGUE. R rhe yu), 使 得 


icl 


EC |] E, Bit ECL) Ej. JG HCR') CHOR), Bj HOR*) 
~L tej 


ama eaa ie enims t T 


7 


iis 第 二 章 B E 
= HG), 

HüEateut* 因为 R*oR, THER b. s—u*. BRUM 
任何 ECHCR) — HCR*), 


ia» «iar Saco | ne H EC "E z. 


= 则 | 


E 
sir Secr 


=u** (E) 
A4 u**(E)=0 Bj, MERKEA u* CE) 24** (E), AAAI 设 
p** CE) «oo 情操 下 证 明 un CE)scu** (E), 3E E, 对 任何 2 二 0， 


ErER*, BEC I" "| 


4 R* BU) ES EC |] 8t 3ER. 
i=l 


Sat CEA) cu** CE) +e 
由 此 可 知 u* CE?) co, RHE S ECR, EAC 


Ü B5, BG )«u* GI?) +a 这样, 就 有 ECC U Ej, WE 


=1 


<E uCES) < 2e (Et) +Hecu**(E)+ 2e 


4 c0, 恒 得 到 i CE cut * CE), HEHE, 
25 3 ULU3 T 7 ^ LEE u 83 3E FLAL— kA BERE DPA. 
T. 如果 再 结合 定理 2， 它 就 提供 了 我 们 找 RR* 的 唯一 途径 ,因为 
Bi et E R'"OR LEWE, WERE? R* 中 任 一 个 集 都 能 
分 割 测量 HORSOIIIORDYy B 8T ÓARBSERENHE s** 《但 是 st -— 
u*), 即 对 ECR* 及 FERR), 应 成 立 着 
u* CF) = (FNE) c pt FP — E) (3.5) 
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由 此 我 们 5 引入 下 面 的 定义 . 

定义 ikehin EMBE &s* 是 由 测度 4 所 引出 的 外 测 
E,ECHGRO, 和 如果 对 任何 FEHR BEBE B* C) - u*CFÜY E) 十 
u* CF — E), LER EJ pr*- 可 测 集 .pp*- 可 测 集 全 体 记 为 R*. 

Sx (3.5) 称 为 集 召 的 卡拉 泰 屋 独 利 (Caratheodory) 未 件 . 

显然 RCR*, 并且 当 马 分 解 成 有 限 个 豆 不 相交 的 集 了、…'、 En 
的 和 而 且 Ei n Es 中 至 少 有 % 一 上 个 属于 RSS RUTO 3 )， 
有 


u*(CF) 2 2'u* (FNE), FEH(R) (3.6) 


引 理 4 上 -可 测 集 全 体 R 是 一 个 环 . 
证 H R* 中 集 分 割 测量 HR) 中 集 的 外 测度 这 个 基本 属 
性 证 明 R* 是 一 个 环 ， 设 ESQECRT, Bp 
BSu (FD) E) Fa* (F—E)D  FCHGR) (3.7) 
BG) =u" (FEN ED Fa* FE) FEH(R) (3. 8) 
1” 证 明 R HARHA 用 oA F—ES.GH 
B*CF— E) -g* ((F— ED EQ tut CF —(QE,UE) 
TIR C3. 7) LIS. E. B3 ME 569 RC PE e 63-389] 
B'CF) - AF CF) ED  B'CO — EO Ex) cr GG (BE U EZ) 
—u"' CUP EQUGCE-EDO E) gt KG -(EUED) 
—au* (FN CB UE) a*CF — U E) 
上 式 对 任何 FEBR) iir, HB E, U EC R*. 
2* |H FÉ "D iE E* xp3xge EGHOBH. JH E.238 (3.7) 中 的 
FNE, 存 
B CF) ED SA FNE NED + A CCP ED — E) 
zutc RNE NE) +u" ENE, - E) 
利用 (3.7) 以 及 Es 的 分 割 测量 的 属性 就 得 到 


B 3 BH 2.4 


u* CF) -u* (POE, E) Fa* CIO ED ED Fut CF E) 
—g'(FO CE — ED) Fat (X CE,— E) 
上 式 对 任何 FEHCRO Bor, B] E,— EE R*, 证 毕 ， 
定理 3 jp*- 可 测 全 全 体 R 是 o- 环 , 并且 2" 是 R* 上 测度 , 
证 RESIM 4 R 是 环 , 因此 , 要 证 明 R* 是 o- 环 ， 内 要 证 
明 R* 对 互 不 相交 的 一 列 集 的 和 运算 封闭 就 可 以 了 ， 设 志 是 尼 * 


中 一 列 互 不 相交 的 集 ， 记 E-l]E. HIEN BER*， 就 是 要 证 明 


HG) -Á*CPFO E) o u*'CF—E), FEH(R) (3.9) 
XHA a2* 具有 次 可 加 性 , 所 以 只 要 证 明 
UJ CP)ZRB* CF] E) +u (FE), FEHR) (3. 10) 


因为 ENE S= S, En ER, 利用 E, DEL SS (E UE) 
得 到 


EOD (E U ED SAEN E) t at CF E) 
HAIA ir BI oe te H BR n, 


ZU nl U “小 SCR GE) 
i=} + 二 1 
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出 于 局 ESR* 以 及 p+ 的 单调 性 ， 就 得 到 
ful 


sores) ope) 


=u FN ste (7 U z) (3. 11) 
i=l 


i=l 


令 n-»co, 并 利用 p+ ik TAT mte, 由 (3.11) 得 到 
u* (GF) Sa (PNE) Eg CF — E) 


SUF 0E) Fr u*(F—E) (3. 12) 
这 就 证 明了 BER*, Hi R* 是 r- 环 . 
特别 在 (3, 12) 中 取 F— E, 就 得 到 


u* (ES SE) 
但 pr* 是 具有 次 可 齐 可 加 性 的 , 因此 u* CE) 5 Dat), Bf e 是 
i=] 


c-R* 上 测度 ， 证 毕 . 

究竟 R* 中 有 那些 集 呢 7 例如 RCR*, XB R* 是 o- 环 ， 
所 以 SCR)CR*.。 除 比 而 外 , R* 中 还 包含 了 使 得 e*l = 的 一 
H E. 

引 理 5 如果 BECR) 而 且 n* (E70, 那 末 ECR*, 

OES DH UC v, Pp IURE 2 5E Bo Js x*- 可 测 集 ) 

WE 对 任何 FEBR), 由 外 测度 的 单调 性 及 非 负 性 , 得 到 0<< 
B*CFP E) u* (E) —0, Bist 4*(FNE)=0. 义 由 次 可 加 性 可 知 

H*(F— E) &u* P) u* CF] E) -u* CF —E) - u* (F —E) 
ERBAA mHE, 因此 中 间 的 不 等 式 就 成 为 等 式 ， 所 以 +(Z) 


122 FO- M gx 
=u*(FNE)+u* CF— 55, Hik ECR*,. EH, 

定义 RER R LERE, FER, Aq n(E)—O REE 
u-SESR, ARAFE, 

显然 , &- 零 集 的 子 集 , 如 果 也 属于 R, 识 必 然 也 是 零 集 ， 但 是 
对 一 般 环 R EHME &, A- 零 集 的 子 集 不 一 定 属于 R. 

例 4 i XER, RE={X, Øh 这 是 一 个 环 ( 也 是 0- 环 ,0o- 
REO, 4CX) —8(2) —0, XX RECTE JLBUIM RE, 2X 至 少 有 两 个 元 
素 时 , X 的 真子 集 不 属于 R, 因此 有 必要 引 人 下 而 的 概念 

定义 inis REME, WE 及 中 任何 -FEHMA 
子 集 都 必定 属于 R, 那 未 称 上 4 是 一 个 完全 测度 ， 

AX Fe, 由 引 理 5 我 们 还 进一步 得 到 下 面 的 系 . 

R pn* 是 1*- 可 测 集 类 R* 上 的 完全 测度 . 

定 六 ” 设 上 是 殊 尽 上 的 测度 ， 我 们 称 a-k R* 上 的 测度 s" 
Æ u HEERE). 

现在 我 们 把 这 几 闻 中 所 讨论 的 内 容 扼要 地 小 结 一 下 : 

我 们 从 集 互 揭 某 些 子 集 所 成 的 一 个 环 R, ARI R E M 
EuB. RRR R 作 集 类 HR) EE o-$RS gahi He a, 
在 HCR) EIFE EB b S [RS PRHÜURE n^, 2* JE n HS" RETRO, 即 对 十 
EER, u* CE) - u CE), 外 测度 4* 具有 测度 的 一 部 分 性 质 , 但 是 u* 
不 一 定 有 可 加 性 , 一 般 说 ，&* 只 具有 次 可 加 性 ， 但 是 在 HCR) h 
利用 Caratheodory 条 侍 分 册 了 一 类 集 ， 即 2*- 可 测 集 ，4*- 可 宰 
Eelk Rt 是 一 个 wo- 环 ， 而 且 且 中 的 元 都 是 上 -可 测 集 . 如果 
把 外 测度 a^ 限制 在 R* 上 , 那 末 可 列 可 加 性 也 是 成 立 的 ,因此 6" 
是 R* Ege, mH s" 是 R* 上 的 完全 测度 ， 

JH ALIE I8 S05 R EWE 号， 益 是 立即 邦 它 延 拓 成 为 
R* 上 上 的 测度 Ai ， 在 不 致 发 生 混 底 的 了 时候 ， 卫 ”上 的 测度 a* 仍 用 
记号 站 来 表示 ， 
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3. R* 5 SCR). 在 这 一 小 节 中 将 证 明 ， 对 福 当 广泛 的 一 类 
测度 , SOT) m a* S oco ADS R*, 

为 此 , 我 们 引入 如 下 定义 ， 

定义 设 关 是 由 集 互 的 某 些 子 集 押 成 的 环 ，F 是 县 上 的 调 
E. 如 果 ECR {E n (E) «oo, SIE Ek E RB ERG HE. 

如 果 任 何 ECE SUE 6 RAE, 那 末 就 称 测度 4 是 有 限 的 . 如 
*OXCRO R EAS B a<, JIDORGESROWBE p RON 
eR B9, 

EX gx REHE X ie RR, n E R ERA 
HS AK ECR, 而 且 有 一 到 EER =1,2,3, 11), BT E; 都 有 


右 限 测 度 且 ECL) E. SER EBSNI RE -有 限 的 。 如 果 每 个 
1=1 


EER 的 测度 是 9- 有限 的 ， 就 说 测度 a 是 -有 限 的 ， 如 果 XER 
(HIR EROMA 的 测度 是 r- 有 限 的 ， 那 未 就 说 测度 yz 是 全 
«HIRED. 

2 中 的 例 2pl p EARME. Ins 2p X JE URL f 
UTGE 1 T MEGEFPEDI ERIT GEI EE 
定理 & 中 的 猩 庆生 是 有 限 的 , 但 不 是 爹 有 限 的 ，§2 中 例 4 就 不 是 
o- RI. 

例 5 和 任 取 一 个 有 限 的 堪 开 右 闲 区 间 (e 5] Cab), BERN 
(a, 5] 是 由 Ca, 6389 3E 5 TRIR POR, 当 我 们 把 由 限制 在 Ro 站 
(a, b] Eit, 它 当 然 是 个 测度 , 这 个 测度 是 全 有 限 的 . 

例 6 如 果 我 们 把 (一 co, a], (a, oo) (a 是 有 限 实数 ) 及 (一 00， 
co) B PE AERE HI" EX I], 所 有 左 开 右 闭 区 间 金 体 记 做 了 (总 P 
再 加 上 上 面 这 种 无 限 的 左 开 右 弓 区 间 所 成 的 尝 类 》， 让 所 张 成 的 
Bj d Jj Rs, 这 时 , Bs 中 的 元 是 户 中 有 限 个 元 的 和 集 ， 而 且 疝 以 下 
示 成 声 中 有 限 个 两 两 不 交 的 元 的 和 集 ，( 这 种 分 解法 仍 称 做 是 初 
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ER OAF ECR, REDT Em) EE EO A 
个 区 疝 的 长 度 之 和 ， 当 召 的 初 竺 分 解 中 有 一 个 是 无 限 区 闻 时 ， 
mi 可 -= cs。 这 样 作 出 的 mm 是 环 Re 上 的 测度 ， 由 于 (一 co，co)= 
U ~n, 2], Bie mde B, 上 的 全 c- 有 限 测度 ， 

"-i 


例 ? 设 王 是 一 个 集 ， 玉 表示 互 的 所 有 子 集 全 体 所 成 的 0- 
代数 。 对 于 BE 县 ,规定 当 召 是 无 限 集 时 A( 吾 ) — 0o, 24 E EARE 
I E CE) cr SE BrCGEESER EH. RRE, n 是 R 上 的 测 E. H 
A EERRH, u 是 全 有 限 的 ; 24 X ERIR, e 是 全 oT 
的 ; 而 当 X 是 不 可 列 集 时 , & 就 不 是 9- 有 限 的 . 

在 概率 论 中 出 现 的 彼 玉 测度 就 是 全 有 限 的 测度 ， 而 且 金 空间 
X 的 测度 是 1， 在 一 般 分 析 数 学 中 , oc HUM RECL IR S5 v RET oc 
的 特点 就 是 每 一 个 测度 无 限 大 的 集 ， 总 能 被 分 割 戌 可 列 个 测度 有 
局 的 部 分 加 以 考 虚 ， 今 后 本 书 中 主要 讨论 的 是 09- 有 限 的 测度 

引 理 8 REX EHR, u 是 尽 上 0- 有 限 的 润 度 ， 那 未 * 
De R* 上 o- 有 限 的 测度 . 

证 对 任何 BER*CCHCR))， 必 存在 县 中 序列 1B,}， 使 得 


EC[|]) E. MHEN E. 由 4 是 0- 有 限 的 , 又 存在 Rei BS (E), 
i-l 
u(E$5)0(J—1,2, ^2, FH EC |J £3. 因此 EC()EL HW 
j=1 d.d 


UEAK. EP. 

下 面 考察 R 与 SC(R) 的 关系 . 

引 理 7 Aj ECR*, n*(E) «co, RUA FESR), 使 得 
FOE, JF H &* CF — E) —- 0, 


证 对 任何 e>0, 出 4* 的 定义 , 必 有 一 列 B,ER, BEC. | J E, 
i=l 
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Puu E) e 


i~i 


所 以 ZnE 2 ex (1) - 33a CE cu (D e 但 是 


|] BESCR), X ERES f 00, 有 S(p F, |] ££ R 


F1 


n* CF) u*CE) t e. 


Bte =- (a= 1, 2, 7, 就 得 到 一 列 F ESCR), FDE, i CF — 


u* CE) +E, &F-— f) Pi AS FES(R), FDE, mH n* CF) 


-B* CE), Bj FER*, ECR*, Wi u* dg R* b Hk We m. 因此 
u* CE) —u* CF) —-u* CE) -u* QF— E), HF n" CB) «co, BEGHEI 
B*CF—E)—0, TEHE, 

定理 4 ike R El ofi PRIMLRE, 那 末 

Ci) R* 中 任何 集 必 可 表示 成 人 SCR) 中 集 与 一 个 4*- EE DS 

(ii) R* 中 任何 集 必 可 表示 成 SLR) 中 集 与 一 个 4*- 零 集 的 
4n. 

证 Ci) WE ECR*, H 9| gg 6 49 — 549 En C R*, ut CE.) oo 


使 得 zc () &. 不 妨 认为 召 = L] E. carin En QE REEL RE 


n=l 


. fS LT, 对 每 个 En A FESR), FDE p* CF, — E.) — 


0. fg F= Ü Fr IBR FES(R), FDE Wi H. 


el 
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F—E-F— Ü z.: U F, w U EC U (F,— E.) 
ful n=l tol 1-1 


所 以 u* CF — E) D u* CF, — E): 0, H u* 的 非 负 性 得 到 at CF 
fei 


—E)-0, yb, F-E i u*-E SR, iX. E- F—(F — E), 

(ii) BE ECR*, h(i) 存在 ESCR), Sia FOE, 3EB. 
F,—E f u*-1E,. KAA F.-ECR*. 由 (i), 又 存在 FESH, 
F,OF,—E,JEH u'(F,—(F,—E))-—0, m3 

加 一 再; 一 《到 ;一 加) - (F,—F4) U LF4—CP,— £5] nz 
Ti iX Bay P,-F.CSCR), [F.— (GF, — EY] E RE a* -e 48 FL— 
(一 各 的 子 集 (自然 也 是 ut EO. ub, 

用 Nut 表示 kh*- 零 集 企 体 所 成 的 类 ， 定 理 4 8953 — A 9E 
形式 如 下 : 

定理 5 如 果 上 是 环 BR Lo—cHmu. IK R* 中 集 的 -… 般 
BREUN) -Na 其 中 FESR), Ni NEN, s, 

特别 , 33 R 本 身 就 是 0- 环 时 , 定理 4,5 又 可 叙述 成 如 下 形式 

定理 6 如 果 2 是 =- 环 及 上 的 gc- 有 限 调 度 ， 那 末 尽 * 中 的 
集 可 表示 成 FUN, 或 者 F,—N, 或 者 (FsU Ns)—N,, Jtrp PCR 
(1—1,2, 3), V;jCN «(7 — 1, 2, 8, 4), 

测度 的 增补 正如 例 4 中 已 指出 , 对 给 定 在 环 或 o- 环 OR. E BI 
Eu, 一 般 说 来 , 由 CB) o, 并 不 能 推出 吾 的 任何 子 集 E 在 RR 中 ， 
从 而 上 在 吾 上 可 以 没有 意义 ， 这 是 因为 上 并 不 一 定 是 及 上 完全 
测度 。 受 定理 6 的 和 启发， 对 于 给 定 在 o-XR OR EBCTSEAOGBUE n. 
总 可 以 增补 一 些 “ 零 集 " 上 去 , 使 疡 成 为 完全 测度 . 

定理 7 设 上 是 0- 环 及 上 上 0- 有限 测度 ,N Æ R pyu 
座 为 零 的 集 的 一 切 子 集 爹 体 ， 那 未 

(i) R*-SCRUN); 
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Cii ) 对 任何 ECR*, 总 存 丰 TCR, N,, NEN, (Ef E-(PU 
N1)— Na 

Gii) 对 (ii 中 的 E, F, ilie. u* CE) = aF). 

证 Ci) HER NEN, 由 定义 ,存在 ECR, pCE) —0, 使 得 
NCE, 18 p*CE) - u(E) ^0, u* JE R* EsEARURG, MANEN, +, 
由 于 RUNCR'", Bip SCRU N)C R*. 

反之， HEM ECR*. dix 4 或 5 存在 FES(R)=R, NE 
Ns &* CN) 20), ERE- FUN, maT NEN., 再 用 定理 
1m 5,N-—F,—N,F,CS(QB)- R, NEN, 由 于 

0—g*CN) =A GF,— NN) 5 u" CF) — uCF) 
所 以 NEN, Mig E-PFUNCSCRUN)D, BI SCRUNDDR", B 
jg R* - SCRUN). 从 上 面 证 明 中 我 们 还 得 到 N= 二 和 Nsx, 

SD, GDA HERE 5 EUR SEX 2*(B)=p*((FUN) 一 
Na) SU*(FUN,) —u*(QP) -uCP) SERE GRSIL EE, 

定理 7 表明 ， 对 于 给 定 在 0- 环 且 上 oo- 有 限 测 座 4， 它 的 
Caratheodory 扩张 R*, u* 可 以 用 下 面 的 所 谓 增 补 革 得 到 ，. 

“增补 法 ”是 这 样 的 ， 设 及 是 下 上 的 0- 环 ,5 是 站 上 的 测度 
(一般 说 来 是 非 完全 的 ). N 是 R pi o 测 府 为 零 的 集 的 一 切 
子 集 全 体 , R' 表示 一 切 形 为 (FUN1) 一 Na(FER, N, NEN JHE 
全 体 所 成 的 集 类 . 在 R ESJAR, 4 E-QGUN) — N Ib, OE 

B'CE) - aCPF) 
PARRA IDR (DR) © X. ERjo-95, E v RE R" ERI 
WE, A 还 是 R EER R 上 的 完全 测度 . 

定理 了 表示 , UR Roo, s 是 及 上 0- 有 限 测度 时 ， 必 有 
R'—H', pp* 王 bp'， 从 增补 闫 可 以 看 出 当下 是 g- 环 上 完全 说 度 
时 , I R =R', u =n’, 

5 R o-s, 但 及 上 测 庶 在 不 是 gc- 有 限 的 测度 了 时， 一 般 上 只 


We o o RO oW o o 
能 得 到 RCRE'CR*, i &* kou! Ei., 下面 举例 说 明确 实 会 
发 生 R'SCR* Batu. 

例 8 it X EER, RÆHX 中 有 限 点 集 、 可 列 点 集 等 张 成 
的 o-ICEE OH ERE oH, 正中 的 储 吾 或 是 空 集 .或 是 有 限 集 、 或 
是 可 到 集 、 或 是 它们 的 余 集 ，&( 吾 ) 是 E(CCR) BEER HRS HEROS 
五 是 无 限 集 时 , A( 到 二 co)， 显 然 ,A ER 上 完全 调度 ， 所 以 R= 
R,u'-u, 

现在 看 B' 由 于 HR) 是 直线 上 一 切 子 集 eU. R* hik 
去 县 中 集 外 还 有 那些 类 型 的 集 呢 x 我 们 来 证 明 R'—HR) 为 
此 ， 我 们 只 要 证 明 直 线 上 不 属于 R Bof E ibils E Caratheodory 
条 件 即 可 显然, EDE R 中 的 完 要 条 件 是 吾 及 豆 的 余 集 都 是 不 
可 列 葛 无 限 集 , 因此 对 任何 FEHCR), 不管 u*(F) 是 有 限 、 无 限 , 支 
知 总 有 B*(CF) - n* (F[| E) c n* (F— E) 
Bl R*— HCR)XR'. 

4， 延 拓 的 唯一 性 ”前面 已 多 次 指出 , 我 们 总 希望 将 苔 定 在 环 
R LRSWUE ENEA o- 环 上 ,以便 能 有 效 地 讨论 极限 ,并且 希 
望 扩张 的 r- 环 越 大 越 好 ， 以 便 更 多 的 函数 可 以 积分 ，Caratheo- 
dory 条 件 担 殿 了 一 种 一 般 的 延 所 方法 , 并 得 到 相应 的 9- 环 R* 以 
及 及 * 上 的 完全 测度 R*。 这 是 问题 的 一 个 方面 .但 我 们 必须 注 
x5 RDSI 0- 环 是 依赖 于 测度 s RR (因为 Cara- 
theodory 条 件 中 要 用 u*, 而 u euh e GEB, 所 以 严格 地 说 , 应 
ij R*7 Rz, SiE R Li DET UE s.v, 这 样 ， 相 应 地 产生 
RLQRIDAELB*.*. 自然 就 发 人 生 如 下 间 题 ，y* 在 RI 上 或 2+* 在 
RT 上 是 否 都 有 意义 ? 显然 ， 一 般 地 说 ， 及 : 妆 有 R?， 由 此 可 知 在 
发 生 遍 时 需要 讨论 及 上 多 个 测度 时 ， 例 如 ， 假 设 在 R EZ 
PEER) 成 立 . 延 拓 后 , 对 2*，v*， 是 否 能 保持 这 个 不 等 式 ， 这 
JERAR RE RRR, AEA ERZA RELAI 4* 只 限制 
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定义 在 R To-RSCOR) 上 ， 因 为 SRE 0-95, fit Rb D 
证 讨论 极限 ， 更 国 为 SO 是 RRRA E ENAMEL 
关 ) 引 出 的 扩张 , MEHR 上 一 切 总 的 u* 都 有 意义 ， 据 此 ， 尽 管 
a* 限制 在 SCR) 上 已 可 能 不 再 是 完 爹 的 测度 ， 一 般 文章 中 都 用 
SC 有 R) 作 为 ar 的 定义 域 ， 

现在 给 出 测度 唯一 性 定理 . 

定理 8 设 吾 是 开 的 某 些 子 集 所 成 的 环 , aa 人 一 1 2) ESR) 
上 两 个 测度 ， 如 果 u ÆR LRE AR, Eat fE t ECR, 
BE) - n EO, 那 末 在 SCR) 上 H= us. 

XE dE 了 ES(B)， 满 足 旭 下 条 件 : GU ESRB, nO.) 
«eo, fE ECL] Eu; GO E—9I AER, 24 uu CA) oo BH, LACE E) 
一 4.(4NBY， 这 种 集 加 的 全 体 记 为 M, 

当 EER 了 时， 由 于 ji 在 是 上 是 o- 有 限 的 ， 所 以 吾 满 是 条 件 
G), XEF n i. 在 R 上 相等 , BILL GO Hi E. BUE EEM, Bn 
RCM, FEE M bg, 5 uH, 3 EEM Bb, BAHG 有 


—BA ER, ia( 马 )<<oo 使 BC |] 酚 ， 显 然 可 以 做 到 使 得 {Bs} 
1-1 
中 任何 两 个 不 相交 ， 因 此 ,由 百 = 【| CE.) 和 条 P CD 1n CE, 
nel 
NE) — ga CE, DL E) EMIT SRI 
iL) 23 (GE) = Sp BENE) = us D) 


ACRBRZEMLHOHAE, Bia EM I —3959 3080958, 由 于 每 
^r Fn 满 是 条 件 (i), 所 以 有 县 中 一 列 集 EZ GE u (Eo, m 


中 ”其实 只 要 假设 对 铀 吕 LE) oc kon. 定理 8 就 成 立 。 
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B Fac ò] E, ie um Faa ELE LJ ESO, xx E UE im Falls 
ni 人 全 co mUro 


m=in-] 
ERIO., KATH ACR, p Ajaco 时 
HAN Fa) =BalAN Fa), 
H $2 Eml AONO s (Aao, 有 
Hil A NimPn) — usC Af] lim Fn) 
BljclinF, cM, R M EEH. FUSIE xA SÍAnMO 
SCOBIULdE SCRO E =u, WES. 
5 题 
1， 设 于 是 可 列 无 限 集 ， 革 一 toorn eh REX AMT N 
环 ， 对 任何 EER, uL CE) 是 下 中 点 的 个 数 , ui (ED >an (E) Ca 是 常数 1， 证 明 
utut S33E HOD EISE, 
2. B RE XI AUE T EPLEBS -F.H 是 REDRE. EH HR E 
£r S us 
p* (R) =inf (p CF) EC FCR], ECH (R) 
是 外 测度 . 
3. 设 尽 是 总 的 基 些 子 集 所 威 的 0- 环 ，& 是 中 上 的 测 诡 ， 作 HCR} 上 
AWIE PAIE natn F: PECHGOOB 
p, UD —supfp (F) | BOFERY 
称 e AMIE, rhe r INIRE B5 ARR PE D. 
4. JR REX SERE T EBORE BS ICON, 6 是 严 上 的 油 度 并 HA(QD ceo, 
定义 
UL#{B} —u CX) —u* (X — E), ECH CR) 
Pk Ha AATRE, DEVE x+ 的 各 种 性 质 ， 当 只 是 9- 代数 时 村 论 这 里 的 uu 与 
第 3 题 中 定 驻 的 的 关系 . 
5. XEK, REXER RA oO, 6 ER Eme 
E, &* 是 后 (有 R) 上 的 内 测度 SEECERCRO BE E LOD = sup{a CP) | ES FER]. 
证 明 吾 ER* 的 充 要 条 件 是 ut (E) = Bu C, 
6. E RJAEXAUETENURWPITR. LR ENE, ARETY, dü 
DcÁP|FCR, FCOEY, nu, e TE SR Ra 上 的 限制 . Rian HIER, E m: 
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Caratheodory d& ddr ak, WiN RIZR A E, 

7. AMI R EIE s ik Caratheodory Æ fF Pr Ra b 3E B. 
并 不 一 定 是 及 ,4 的 最 天 扩张 ， 

8，、 设 只 是 瑟 的 某 些 子 集 所 成 的 环 , 产 是 只 上 的 测度 . 

(i) 证 明 u$ 3E e (E RR ROTER, 并 举例 说 明 不 必 是 0-35, 

di) 举例 说 明 OR GL dE c- ES, 但 uo 0E D S023E 0-90. 

Gii) 如 果 只 是 o- 环 , 那 林 n ER ACHSE 0- 环 . 

9. {i》 证 明定 再 ?中 R* A ERRE ESF NO UN,GESQRD), 
Ni NEN) grt E- FAN (FCS(R), NEN), 

GD zb n ER E c—HBiUSIRE, EREM 4 一 6 对 R* 中 cR E 
E RY. 

10. WE RJEXBUACE- T AR BURIÜSS, 上 4 RR LWE N au- XE 
fig — E) P SEDE, R^ yi E—- GUN) N FER, N, NEN) Ad, 3E 
En (E)=u (F), WE u Eom R bSEAENUHE. MIE O R 是 o- 环 ; 
GD Æw D — B (FO EE DS, RE n^ 在 吾 上 的 值 不 依赖 子 表 未 E= (FU 
NoN, In R[ HE XS tiii)n EE Esc BUR. 

11. 举例 说 明 在 习题 10 中 , 可 以 取 浆 的 一 个 真子 集 N, 作 档 应 的 RR* = 
iE|E — (FUN) — Na FESR), Ni, NEN, 规定 i^ 0D =p, ER 
是 0- 环 , 并且 民 是 民 * 的 真子 集 , 而 2 ER ENUR. 

12. 设 只 是 站 的 革 些 子 集 所 成 的 环 ,# 是 (ER) Efo-—RHIREIE, 3 Dl 
说 明 当 点 限制 在 是 上 时, un Em cT | 

13. JE R IE TRER, H Hs E SUO ECT oH RR RI 
HE, 并 且 对 一 切 ECR, 5, C) 二 (4B), 举例 说明 在 SCR). 上 可 以 pis pa CIE 
在 ECSCRO, B 88. i GOD 6 un Q0). 


84 勒 贝 格 测度 . 勒 贝 格 -斯 得 阶 测度 
dE $3 申请 的 是 如 何 从 给 定 的 一 般 的 环 及 上 测度 m PRR 
o- R* 上 测度 4&x。 在 这 一 节 里 将 具体 地 讨论 从 直线 上 环 Ro k 
给 定 的 测度 mw 扩张 成 工 (是 R* 在 此 特 跌 情况 下 的 专门 记号 ) 上 的 
EITUR (Lebesgue) 测度 m* 以 及 m* 的 性 质 ， 并 且 还 要 附 楷 讨论 
勒 风格 -斯 带 阶 (Lebesgue-Stieltjes) BU HE, JE-T-AD DLE IURE RAS 
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Mi PEMAHAN, ATETEA, Br 
过 程 的 基本 定义 和 定理 一 一 列 出 , 因此 本 节 也 可 以 单独 地 阅读 , 出 
于 有 许多 定理 的 证 明和 $3 中 相应 的 一 般 定理 征明 相同 , 所 以 我 
们 只 对 $3 中 没有 的 性 质 给 出 证 明 . 

本 节 中 如 无 特殊 岂 明 , 始终 假设 文 是 实数 直线 ET, 
1， 外 测度 m9*(g8*) 如 前 所 说 , Ro 是 直线 上 有 限 的 左 开 右 
闭 区 间 所 成 的 环 ， 在 $2 已 经 证 明 mt 或 四 是 是 ,上 的 测度 ， 作 


H(RO)= {BIECX, 存在 BEREC |] E) 
i=i 


HCLRo) 就 是 直线 的 一 切 子 和 集 全 体 所 成 的 类 ， 对 任何 EEH), 
规定 


m*(E) int] m LEER EC LJ E} 
i=i i-1 


显然 , 有 如 下 结果 . 

引 理 1 m*fEH(RO ER fF PERI: Om" (C2) —0; (i) 
GEHIE EHTE E, m*(E)220; Gii 《单调 性 ) 对 任 
IER EB TS En Es, MR ECE, 那 末 m" CE) S m* CE): (iv) 
zPECHBOBI,m*(E)—mC), | 

一 般 说 来 , m 在 HH(ERo) 上 不 具有 可 列 可 加 性 , 甚至 有 限 可 加 
性 也 不 满足 (将 在 本 节 末 给 出 例子 来 说 明 这 一 点 )，m* 只 具有 次 
可 列 可 加 性 . 


定理 1 设 {8,} 是 直线 上 的 任何 一 列子 集 ， of Ü a) 


f 


2 jm*Q.). 


如 果 ECR, 3I ÉCHE EBS ERI - SR P dk E PAR YI 85 
分 FNE, F-E, m* 在 这 两 个 部 分 上 是 具有 可 加 性 的 ， 即 威 立 着 下 
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面 定理 ; 
定理 2 设 8EBRo,F 是 直线 上 的 任何 一 个 子 集 ， 下 式 成 立 ; 
mm FN E) m*(F— E) 
注 g(x) 是 (一 oo0, œ) EA CE E EE ERE, 由 9C) 导出 
R, ERURE g, 同样 在 HORODCHPEÉ £& E— EJ T-3R E09] A. 


g* (E) zinf S 1g CE;) |E/€R, EC | ] E) 
$1 i-1 


引 理 1 定理 1、2 对 于 yg* 也 成 立 ( 只 要 将 m" 换 为 g* 即 可 ). 

2.， 塌 贝 格 和 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 测度 HE5 A m*- RD RI E 
g*-"Tid Scis 

定义 设 8 是 直线 上 的 一 个 子 集 ， 如 果 对 和 企 何 直线 上 的 子 集 
F, 都 有 

JR) am CP E) + m*CF— E) 
EEE m*- 可 测 集 ox $20 5 DL 48 ST ER. 简称 为 上 -可 测 集 . L-a 
测 集 爹 体 记 为 L. 

定理 3 (D 如 果 m*(8)==0, WA EEL; 

Gi) LÆ re- RRE ec- 代 数 ), 并且 LO Rs 

(iii) m* 是 工 上 二 的 完全 测度 . 

HANER L 上 的 测度 m 称 为 勒 贝 格 济 庚 ， 今 后 在 不 
ZERA, 总 仍 用 各 表示 m*, 

注 将 本 小 节 的 定义 中 m* 换 为 9*, 就 可 引信 9*- 可 测 集 , 或 
称 为 (关于 9 的 ) 勤 贝 格 - 斯 蒂 阶 可 测 集 ， 简 称 为 (关于 9 的}L-S 
可 测 集 ，( 关 于 9 的 )L-5 可 测 集 全 体 记 为 L'。 将 定理 3 中 m*, 
工 换 为 9*、L? 时 仍 成 立 . 通常 称 荆 ERME g*a hg 
的 ) 勒 贝 格 -~ 斯 带 阶 测度, 今后 在 不 发 生 混 消 时 ， 总 仍 用 59 珍 


D 在 只 有 一 个 8 MAHDA AT gH AERAR AH. 


a 
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因为 对 (一 22，o0) LEARAREN ga RÀ 
A LDR, Bi L'UOSCRQ, m SCR oh RUE —8bRS. 并 
不 依赖 耶 gr), BREL 0728 aede D DL oS Er 测 诬 {特例 是 勒 
MiM RRE oR SCR) E, SCROJ ER E 8H FERE YE | He 
别 重 要 的 一 个 集 类 . 

3. EAR Gor DSA ur M 

EX SORQ'hig^ESOERELBUDEURGorlb. 7$ 
id Borel EA SCR B. 

下 面 将 给 出 一 些 常 见 的 Borel f&, 并 给 出 它们 的 勒 贝 格 锅 度 . 

定理 4 (i) Borel 集 类 BH SCROJE BE E. 0- 代数 ; 

(ii》 单 点 集 , 有限 集 、 可 询 集 都 是 Borel 集 ， 并 且 它 们 的 勒 风 
TREE Bee; 

(ii) 区 间 <a, b» (a, b 可取 —co, co), Fi G 是 Borel 4k, 
JF E. mC«a, b») «b-- a, m(G) — 9 1(5,—a,), 其 中 人 gs， 5,))4& 6G 


的 构成 区 间 全 体 ， 
(Gv) HIR F Æ Bore! St, 25 FC Ca, 0) (有限 开 区 间 ) 时 ,mm( 到) 

(0 —a4-—m(, D- S FRXRES. mC) 一 lim m(F 

PiL—n,82]). CUT 


证 (D 因为 (一 co, co)= |] Gu s 011, 所 以 (一 co，cejE 
B, 因此 BÆ o- 代数 . 


GO 因为 单 点 集 Gn 门 (9 一 二 4- 二 | 所 以 fe}eB, 从 而 
有 限 集 、 可 列 集 均 属 于 -代数 B. 
由 单调 性 , maLa (a — a 
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好 得 到 mM Brrh ll HE f up A EE ope, 易 知 有 限 集 , 可 列 集 
的 勒 贝 格 测度 是 零 . 

Cii) 如 果 ab 都 是 有 限 数 , SEO [a. 5] — Ca, b]U (as, Ca, b) 
= (a, b]— {b}, a, 5) —[a, b]— {6}. Eh B TE FRE FERE R nii 
<a, 6> 是 Borel $. AHDE AY J batt LA 4f. es S 3) 9 PL i ai 
REFRA mea, b») —b— a. 

An «a, b» Ag a,b 中 至 少 有 一 个 是 无 限 ， 例 如 a— — oo, «a, b> 


- (c 6j- [] O—2—1,5—11, 所 以 (一 oo, 6148 Borei $, P 
aro 


ri B REAY eT | STA PE 8I mCC —6o, 51) = Dimba, b n]) 


—cos-b—a. ATER E ERE PAL RE RI. 

如 果 吕 是 开 集 ， 因 此 G 可 以 表示 成 它 的 构成 区 间 Ru: G= 
Ua, 5,) ((Ca,, 5,2) ZE G AREA EE). BELA GÆ Borel 集 ， 
HEM) = S ma, 6,2) — 9 1(5,— a,). 


(Gv) S FEHER, 如 一 下 是 开 集 ， {1 BERE, RAFE 
Borel 集 . 

如果 FC(a SAREE. PRAPA 8 4 2E L7 03 £l 
(a,5) —F ENE. XAF m (a, b)) b —acoo, BU ERST v 
性 得 到 m(F)=b—a— m (a, b) — F). 

如 果 罗 是 无 界 的 闭 集 , MRH B A n, FL FOE n 81 
也 是 闭 集 ,并 且 FC Fun 12, 7), F= limy, PUE IU EE EA] RE 
限 性 质 ( 本 章 $2 定理 1 89000 就 得 到 mP) — limmCP,), 证 毕 ， 

在 一 般 的 测度 理论 中 , 我 们 已 经 较 详 细 地 讨论 T SR) R* 
HRR $3 的 第 三 小 节 )， 把 这 些 关 系 ( $3 的 定理 4-7) 具 
f& (Eod VLER BW BEEF, 昌 也 可 以 列 出 一 些 定理 。 但 我 们 不 这 样 做 . 
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EIADRHCT M DURESUHECR EERE, A HR B= SB) 
m R3 JF. PRISE I 0 30] Eb DER RT MUS, 
引 理 2 Hi LIEf T3 EO) S DLE 9h EE m* DX Ws 
ERF KORI UL EE ORE mCOO BS FRAIS, 即 
m*(E) —infim(OD|OD E, OG 是 开 集 } (4.1) 
证 dHom* 的 单调 性 , m* CE) m* (G) mOD(G EB A EIS 
任 一 开 集 )。 所 以 
m*CE) cinfimcO)]O- E, O ÈRA, (4.2) 
由 此 可 知 , 只 要 下 证 与 (4.2) 相 反 的 不 等 式 成 立即 可 . 
A m*(E) =: co， 从 {4.2) 知 道 (4. DER. HETER 
Iit m*CE) «oo 的 情况 下 来 证 明 ， 


XXI OSHEER O0, — 9E, ER fi EC Ù E, MAD mE.) 


i=l 


sm*(E)re, & 4 E, 可 以 有 初等 分 解 ;= Ü E, mE) 
43-21 


=Po), pL 2 > mE PL m* (Ete, AAR PG= 


1, 2, s i=l, 2," uq) AA dk nb s RE IJ A- ， 谨 这 一 列 集 是 {a， bal. 
上 面 的 不 等 式 就 是 


S ,-a) s m*(E) +e 


WO = Ü (a. ès +$) ioo Ü (a, 看] 一 U U ES 


LJ BB， 由 测度 的 次 可 列 可 加 性 ,得 到 
n 


m0) x: Sm((o, bra) 3e $-a) 


n=1 


fi DET 4E DESEE 176 iaf 


n=1 

由 这 不 等 式 即 知 inf {m(0)10 是 包含 如 的 开 集 } e m* (E) E26, 4 
e>0, 并 结合 (4.2) 式 就 得 到 (4 1)， 证 毕 ， 

定理 5 dE ECE OUS SUL ST MRO E 条件 是 对 任何 
£220, 有 开 集 OS E EH 

m*(Q—E)«e (4.3) 

证 设 FEL, WẸ m E<, AGE 2, YARR OO E di 

得 m(O) «m(E)--e, HF O-(O- E)UE Rmh nte, 得 到 
m(O—E)-Em(E)--—m(E)--& 

因此 (4. 3) 式 成 立 ;在 mE) - oo 时 , 记 E, - E Cm, 2), 由 上 所 
述 , 必 有 DEn On 是 开 集 , Hm CO, En) 5, 这 时 到 O- | JO. 


Og bi & E MFR, ELO E— Üo- Ú BC Ü (0,—E,), 
所 以 | 
m(O— E) 2 (0, — B.) «e 
反 过 来 ， 如 果 集 瑟 满足 定理 的 条 件 ， 那 末 对 自然 数 mw 有 开 集 


0,2E, Bim*O,— E)... 记 0= f) 0, RA OESR), 显然 


EI! 
ODE, 由 m* 的 单调 性 得 MOE) m* CO, — E) C, 所 以 


m*(O—B)-0, Higm38(0,0—ECL, HOEL, O—ECL, E. 
ODE, $i E—-O—(O0-- MEL, jpe, ~ 
定理 6 和 集 至 CC 权 成 为 勒 只 格 可 测 集 的 充 要 条 件 是 对 任何 
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e>0, fi PS FCCE BERI m*(E-- Fe, 

证 加 果 EEL, HA E =o, w) EEL, hEm 5, BA 
FÆ ODE {E m(O —E')«e, dd F =0 = (~o, 00) -O, 由 于 开 
集 的 余 集 是 闭 集 ,所 以 丈 是 闲 集 ， 双 由 ODE" B EDO =F, EE 
HRAN 0—E'— E—0^, RELIER] mUE- F)« 6, 

BUE 35 S048 48 E iS Ig 2E PRAR PE, 旭 对 6720, ARE FCE, 使 
m*t(E—PF)«e DX FERE, FDE, X E—F—E[(W'—F* 
—E", 所 以 E" 满 是 定理 5 的 条 件 , 因此 EEL, 从 而 ECL, iie. 

定理 7 直线 上 子 集 百 是 勒 风 格 可 测 的 充 要 条 件 是 对 任何 e 
>0, AF EO RHR FIER ODEDF BH. m(O—PF)«*, 

证 如 果 ECL, 由 定理 5、 6, 对 eL0, AFRO RO) F, 使 


ODEDF, H m(0—E)——. m(E—F)<-E, 由 0—F—(0—HE) 


U (EFRR m(O—F) —m(O —E)--mCE— F)«e. 

反 过 来 ， 如 果 卫 满足 定理 的 条 件 ， 那 未 对 e>0 TRAK O 
EHI FES S 0 了 DEDF，m(0 一 下 <e， 这 时 m*(O—E)« 
m*(Q—F)—-m(0—F)-c, ARA 5 即 知 BEL， 证 毕 . 

定义 ”直线 上 的 子 集 吾 如 果 可 以 表示 成 一 列 开 集 的 通 集 ， 就 
称 妃 是 G, 型 集 或 内 限 点 集 ， 如 至 可 以 表示 成 一 列 闭 集 的 和 集 , 就 
WERE, 型 集 或 外 限 点 集 . 

由 定理 4 开 集 和 闭 集 都 是 勒 幢 格 可 测 集 ,而 且 都 是 Borel $. 
因此 Ge 型 和 下. AS BOSE b ARE E DU T RA, 而 且 都 是 Borel 集 . 

定理 8 如果 ECL, HD CQXUAERO 及 F, MEH, 
得 GDEDH, 而 且 m(O— E): m( E—H)—0, 

证 “因为 EEL, WERT, HARE n, 有 包含 吾 的 开 集 On 


使 m, — E) <È, 同样 又 有 闭 集 F,CE, lm Fs. 这 


o — —— ——À — —À M  Á—ÓÀ 


$4 勒 贝 格 测度 、 勒 贝 格 -斯 人 带 阶 测度 ET 


B, 0= 门 0 是 G, 型 集 , H— U FL RE F.H ROO ES. 
2-1 =1 


Bom ULM. m(O— E)«im(0,— E) — L mE HESm EF 


La — 就 得 到 
m(O— E)—m(E—H)—0 HEHE, 


由 于 G.XAUdER RS F. 型 集 都 是 Borel E, 由 定理 83 即 得 下 面 的 

定理 9 (CER DEBIDA RIOMSEE4AREGCT Borel Sith UD d E 
EO 的 和 集 , 同时 它 又 是 一 个 Borl 555 8) DL E is iu 26 die. 

定理 9 就 相当 于 一 般 测度 论 中 的 33 的 定理 4, 

ERSE EE DAREAK E Ax EP TR ERE 
ih DL REI. 另外 , 9| BR2, E P85— 9013 UU 300385 Ir ERE n c s 

这 里 我 们 还 要 指出 一 点 : MEARE Borel AIEI K n] ai 
A. 如 果 和 仅仅 要 求证 明 这 个 事实 ， 还 是 比较 容易 做 到 的。 例如 半 
势 的 知识 可 以 证 明 直 线 上 Borel 集 爹 体 的 势 是 容 ， 而 勒 页 格 可 测 
集 的 势 为 2* (因为 Cantor 集 是 非 空 完全 集 , 它 的 势 是 N, 所 以 它 
的 一 切 子 集 所 成 的 集 的 势 为 2*， 又 因为 Cantor 集 的 勒 贝 属 测 
度 为 零 , 所 以 它 的 一 切 子 集 都 是 勒 由 格 可 测 集 , EN Lo2*, 另 一 
方面 直线 上 一 切 子 集 全 体 的 势 也 是 2S BIA L-2*), [8 2928, 
所 以 勒 风 格 可 油 集 比 Borel TARZ TEREA A 
具体 的 集 ， 它 是 勒 员 格 可 调集 而 非 Borel 集 确 远 比 “和 证明" 要 困难 
得 多 ， 苏 联 学 者 鲁 津 (H. H. Jiyan), Al yz 3€ £8 P CIL C. 
AuzekgcagnpoB) ELA 359p 8k (M. 入,Cycann) 等 在 深入 研究 Borel 集 
类 ( 它 与 连续 性 有 深刻 联系 ?结构 基础 上 发 现 了 上 比 Borel 集 类 广泛 
得 多 的 4 集 类 ( 它 异 助 于 4 运算 产生 的 ) 一 -也 称 为 Cycnau 集 类 ， 


地” 翰 贝 格 等 集 许 措 勒 由 格调 度 等 于 孚 的 集 。 
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MATARI EA A A. A 运算 的 定义 开始 是 是 很 pp 杂 的 ， 
后 来 Jlysun 给 出 了 妇 集 类 许多 较 简 便 的 符 价 定义 , 例如 和 44 集 类 与 
位 于 维 数 高 的 空间 中 G 集 的 投影 所 成 的 党 类 相同 ， 也 与 无 还 数 
的 连续 象 类 祖 同 等 ， 近 来 CycanH 集 在 算 子 代数 理论 中 也 有 所 
讨论 . 

4， 蔷 贝 格 测度 的 平移 .反射 不 变性 ”对 于 任何 一 个 实数 %, fE 
EE! 的 映照 Ye:z Hz 十 %。 它 是 直线 上 的 一 个 平移 一 个 集 
EC E gaT a 后 所 得 的 集 记 为 re 加 = {2 +aj EE MERN 
过 论 在 平移 变换 下 , 集 的 谢 记 有 什么 变化 .显然 当 FERM, taf 
ERo, MA mCE) — mie, E). 

定理 10 Hifi ECE, Hex m*CE)-—m*(rnQE), 而 且 当 EC 
Li c,ECL, 


证 ”因为 对 任何 一 列 EER, EC | 8,, 同时 就 有 c E. SR. 
{mi 


以 及 zo8C |] GEO. 所 以 


m*(E)=inf Smc, )| E,ER,, EC Us ! 
UU 
zm*GuE) 
{B v.E DERE ra 后 就 是 至 所 以 mE c m* CE), XXE R 
fi m*CE) =m" (rE), 
如 果 EEL, 那 束 对 任何 FOE 成 立 
m*(F) - m*(F' E) -m*(F— E), (4.4) 
AF ENE —LFÜOrE, FaF R) tE rE, 因此 从 (4.4}) 
ARS 
m*'(r,F)— m*(r,FrYr,PE)-- m*(r,F—cr,E) (4. 5) 
TECA GAHR, v PF IE FE XE SR, 因此 EEL, IEH, 


$4 EIHAR 5 HU ER GENER He 141 


定理 10 说明 , 集 ECC E' 经 平移 后 , 它 的 勒 中 格外 测度 不 变 .而 
勒 员 格 可 测 集 经 平移 后 仍 为 勒 贝 格 可 测 集 (当然 它 的 勒 贝 格 测 
度 也 不 变 )， 这 个 性 质 称 为 勒 风格 测度 的 平移 不 变性 . 平移 不 变 
性 是 建立 调和 分 析 的 基础 . 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 勒 贝 格 测 度 还 有 具有 反射 不 变性 ， 训 是 
说 ,如 果 记 = EE i FRR, rire —z,20EeGi(—r|zcER 
MR, 对 任何 ECE, m*(E) 5 m*(Gr E), m ES ECL lH, vEZSL, 
我 们 把 它 的 证 明 留 给 读者 去 做 ， 

5. 勒 风 格 不 可 测 集 ”是 否 直 线 上 每 个 华 都 是 勒 贝 格 可 测 集 ?+ 
回答 是 否定 的 .下面 我 们 要 作 一 个 不 是 勒 贝 格 可 测 的 集 ， 我 们 要 
注 高 造 这 样 的 党 是 不 很 容易 的 ， 因 为 我 们 通常 造 集 往往 都 是 从 区 
间 出 发 经 过 一 系列 和 ， 通 ， 差 等 运算 得 出 的 ， 而 这 样 的 集 都 是 
Borel 集 ， 当 然 总 是 蔓 贝 格 可 测 的 , 因此 要 造 不 可 测 集 必须 从 别 的 
方面 人 手 , 下 面 我 们 是 利用 勒 内 格 测 度 的 平移 不 变性 来 造 , 

我 们 的 想 法 是 这 样 的 ; 在 直线 上 造 一 个 集 Z, 要 求 对 于 多 可 
取 这 样 的 一 列 数 nantes Te …， 使 得 下 经 平移 r., 后 得 到 的 
集 Z,—:,, Z Ei V IEEE EIC: 


(i) UZ. 包含 一 个 区 闻 (例如 2, 二 [0, 1). 
n=l a=i 


GD (ZA E—PÓEE REB SS, m U Z, 是 有 界 集 (例如 


à 


Z«cE—1, 2J). 
1 


" 


如 果 名 具有 这 样 两 条 性 质 , 那 末 2 就 一 定 不 是 勒 风格 可 济 集 . 
因为 如 果 名 是 勒 员 格 可 测 的 ， 那 末 Z i T NUBAU. du H. 
MZD =m), HF Za 是 两 两 不 交 的 , 所 以 


IG ppp -a ee ditt m sons cic dep E EP PEE et ee EE RT e qme o 
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n[  Z. )- m0 no - 3n (4. 8) 
LAAU Z, 是 有 界 集 ， 并 且 它 包含 -- 个 长 度 不 为 零 的 区 R, A 


此 ， 由 名 的 单调 性 可 知 , 存在 正 数 & £I asl U 2.) «B, 从 这 个 
LE 


式 子 及 (4. 6) 式 就 发 现 mCLOBEAIALSE TAEOGABUA FE. 这 个 可 
JE SLULUI Z ig E VL Ta S 

现在 我 们 具体 地 造 这 样 的 集 名 : 对 于 [0, 二 中 的 两 个 数 E 5 m, 
如 果 上 一 9 是 有 理 数 , 就 称 点 与 了 是“ 相亲" 的， 否则 就 称 扣 与 颖 是 
“ 互 斥 " 的 .显然 , H E 与 了 相亲 了 时 7 与 & 相 类 ,与 同一 数 相 亲 的 两 
个 数 也 是 相亲 的 . HEH ECTO, 1], 把 [9, 切中 与 专 相 亲 的 数 全 体 
A E), 称 它 是 一 个 “相亲 集 "中 ， 由 上 所 述 , 对 于 任何 两 个 相亲 
REONE, M E nGDRM. EE, S. EGO 
EGD — £f, 所 以 不 同 的 相亲 集 是 不 相交 的 。 这 样 一 来 ， 就 把 [0, 1] 
区 间 分 解 成 一 族 两 两 不 交 的 相亲 集 和 的 和 集 ， 我 们 在 睾 个 相亲 和 集中 
取 一 个 代表 数组 成 一 个 集 ZO EOD T EM, RES E A A 
等 于 9 但 这 是 同一 个 相 内 和 集 , 我 们 只 取 这 集中 的 一 个 代表 数 ). 换 
句 话 说, 对 任何 EELO, 11, (6) 门 加 是 一 个 单元 素 集 . 

接着 我 们 把 [一 1, 切中 的 有 理 数 全 体 排 成 一 询 ro Pa ra ons 
并 记名. 二 Tm, 名， 我 们 证 明 这 样 作出 的 Z, 确实 具有 前 面 说 的 性 质 
GM CID. 

G) Ff EELCO, 1], ECO NAZEER, ES UD Ez, 
AE £—9 是 有 理 数 , 由 于 所 了 都 在 [4 1]rR, 所 以 二 一 9E[ 一 1 1], 


(D 记 上 与 六 相 闪 ?为 上 19， 那 末 这 是 第 一 章 3 中 所 提 到 的 一 种 等 价 关系 ， 
EG pA E, 
© ”严格 说 来 ,这 里 要 用 到 第 一 章 中 的 Zermelo 选取 公理 ， 
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Ai -n 是 Pa Pe cto Ta tt 中 的 某 — Dl. it £—n- Tp. 可 W, 


EEr, Z—Z£Q XPE RIIET EN EELO, Janis LJ Zap, 
mto, DC Ú z.. 
R=1 


i) Z, 这 一 列 集 是 两 两 不 交 的 , 因为 如 果 存 在 两 个 不 同 的 自 
ARR UE n, 使 EEZ, NZa SIR £—m,, 二 一 加 WAF Z 但 这 两 个 
数 属于 同一 个 相亲 集 ， 且 因 In don MAE- r 3E 
一 ?7s 是 不 同 的 数 , 但 由 多 的 作法 , 它 与 每 个 相亲 集 的 通 集 只 有 一 个 
元 , 这 就 产生 了 逆 盾 ， 这 样 证 明了 {2;} 这 一 列 集 是 互 不 相交 的 , 5 


dbh ZEO, 1], r.e[—1, 1jBlAm Z,C[—1, 2], 所 以 y Z,C 
UN i 

由 性 质 (D Gi) Tn Z 488 3 TURA 8] 30 B9 8. 

由 此 可 知 HORE BS 9M HE m* RRA REX RI Jn dE, BIS 
(IZ, CHR), 如 果 m* 有 可 列 可 加 性 , 那 末 


"(Us)- 2m) = 2m 


和 前 面 所 说 的 情况 一 样 ， 自 然 会 发 生 m*COBCKCTA XS TS 
矛盾. 
8. 维 实 空间 中 的 勒 贝 格 测度 RIAR nika N 
E"—((z,, Ep t, Ta) | Ei, 2, ty Ene E) 
PASIE. BIT 2a XE ay, e, Ong Bis ru b,( oo a Eb o, 
i=1,2, =, 1), E 
(a, ds, t, aui Drs bo, 1+, Dad 
= d Ep ry Ea) u Tb i=l, 2, n} 
这 种 形式 的 集 爹 体 仍 记 为 P, Æ P 上 定义 集 国 数 吧 如 下 : 
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——Ü - —M M —M M —À Maa à 


kd 
ma, oa 77 8,50) 0s 0 541) = [E 90 


i=l 
它 表示 n 维 的 体积 , 
由 卫 中 有 限 合集 的 和 集 全 体 所 成 的 集 类 仍 记 为 再 o. TELS f 
面 一 样 证 朋 R, 是 个 环 , 而且 及 ,中 的 元 可 以 分 解 成 有 限 个 两 两 不 
KÉ P 中 集 的 和 集 , 这 样 的 分 解 称 为 初等 分 RE. 对 于 EER, 如 果 


E= U E, E EB USED NCE,CP, i=], 2, Un, E m E, 两 两 


TRA) Bk4RgmOE) D mE), kh, mOED li Russ EG nf 
t=1 


与 召 的 初等 分 解 的 方式 无 关 .， 这 时 , m E R EHGOUBE. iik 
测度 m 可 引出 外 测度 m*, 并 有 m*- TOMÁS BU RE, XX PER m*- 9T 
测 集 称 为 (x f Zi [ER] rp 690 b BUR RE, 它 的 测度 仍 用 如 表示 , 02 


记 勒 员 格 可 测 集 全 伟 为 工 ， 在 第 三 掌中 我 们 将 进一步 讨论 这 种 埋 


内 衬 测 度 . 


习 B 
1， 证 明 [0, 11E Cantor SEQ Eb DUCERE EIE, 


2， 设 g(xz} 是 (一 00, 00) h E REPRE SE ER E c, Lr 是 关于 的 勒 页 格 -~ 


KENTARA gE 工 IOSUUR-RHEERARE, RED 
D gla =g) y (a—0; gita, 5)- ge- —9)- ra， g(a, 2 


EC 
$0 7p (0—0) 9 a, B) 29 (5— D -siao 0 Yetta 


PH t5 


á ,是 的 构成 区 DESIA kro- Xi. —0}— ga) 


{ii》 引 理 2， 定理 5 一 9 对 于 Le.g 也 成 立 ， 
3. 0 BL fü) —a* 为 (一 00, 00) 子 (一 00, 59) RR, WrB) fia) ib 
LARTER CUBE 3-09 RO ER 8g i35 DLE 32 3S CREE REI SG, 


EE 


EE Qu a; 
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(i) H fie) =x 为 (一 co 00) —(— 00, c0) 的 映照 ， 证 明 对 于 f(z) 
(i) 中 结论 也 成 立 ， 

4。 设 gl 是 (一 oo, cc) 上 音调 增加 者 连续 男 数 ， 证 明 9(2) 能 够 产生 出 
勒 风 粘 可 测 集 类 二 .上 的 测度 g 共 且 存在 常数 e$ EEL g g(E) — Mcd 
ans gn) 一 Qz 十 6, 这 里 c EN EG s s 


a ah omn 
.定义 EEGEGUR OOEDRDMOQNEDES 26E, Xie b) 是 包含 Ty d k u 
托 一 M LEUR EIE d < 
m((a, b) [1 E) PES Te Ul 
d= um Za T X oja P s h ou 


Bd ELEdkdtcHUWERE. BROILL m d=, cd EARS 
O Ha AXES E= [o, 的 的 有 密度 的 点 ， 
(D 作 一 个 集 E, 使 它 在 给 定点 n 只有 密度 , 并 且 密 度 等 于 事先 给 定 的 7 
il eiaei, 
6。 将 习题 5 的 定义 中 的 勒 中 格 测度 欣 为 勤 贝 格 -斯 蓝 阶 测 座 9 ISI 
AMATI 的) 密度 
anta 
和 (相对 于 9 的 ) 全 密 点 概念 ， 
试 同样 讨论 习题 5 中 的 (i), Gi. 
7. 设 五 是 直线 上 勒 风格 可 测 集 ， 并 二 mE) 了 0， 证 上 姐 ， 对 任何 5 00 过 
ex), BFE (a, 如 ,使 得 


(g((a, 8)) ^0) 


mE), 5). 
b—a 


dbh WEHH bxRfSYRoM E) UL Re MES E do 2 0 £8 GRE m GS) (a, 
bo SUE gD(,5), b—a Kk giia, 53)), 


8, V gi G0, gi RE C o0, co) AE REST BICI ROG, 并 且 OC. p Gr) 


g.GO Abib. WEBI gs WEERGEE g 测度 的 零 集 . 


9. 举例 弄 明 引 理 2 rP B9 77 3R O 7 BE PS 2 H1 3E 

10.、 试 作 一 个 Borel 集 E, fon Ef REIA Ca, D UR. mAN (a, 5)) 
290, mCEo [3 (a, 5)) 770, 

ll. &OJXRBXLEJ A dE, 是 直线 上 有 界 除 集 全 体 , 作 OUF 上 的 


rm 一- 一 -一 一 =- 


1486 &-mos m 
Hp de ue dmn p. rau, 52 ERR E A DX H ESTE, 


" U (6, bp) Fx (b,—2,) 


3$ FEF Bj, 如果 FC (a, b), 那 末 规 定 F) —b—a—ni((a, b) — PF). 0t —-Wl 
直线 上 的 有 界 业 EE» 

p* (E) =inf {u (0) | EO, OF0Y, pr (E) -supLu(F) | FOE, FEF} 

当 p* (E) n. OD Bj, 称 所 是 可 出 集 ， 令 天 是 可 测 集 全 体 ， 证 明 严 是 工 中 
有 界 常 全体, mE L Eut-—u-—m, 

12. WEAR EEUU era As. 对 经 个 E, 人 平面 上 的 集 五 一 {fz 9) ] 
—c«mx«o,gycE), A R-U|E RERED ETME TER ETE 
数 充 如 下 : 对 本 何 直线 上 勒 巩 格 可 测 集 E, 

CO) — m) 
|]: 8 Raps UE. R* 是 怎样 的 集 类 ? 

13. ERA UL e NDA 8 UE AR r> 一 z+ 仍 古 勒 由 楷 可 测 集 ， 而 且 
3) Vui EE Se. 

EEEET DL LELENE ES REESE SEIN TREE 1 
mE) —0, 

18. Ux g 是 Borel dE st 8 LAAT- Ns EN HE, nu EDMEEE fsE SCC o, 
总 有 


g(r,E) —g(E), FEB 
HE H0 dE FEE ToU 5, 使 得 对 一 切 EEB, g (E) —em), 
16. mFt DIEM, wo 是 平面 上 的 一 个 映照 (旋转 ): (m, 
g)t— yD, 
z'—acosÜ-r gsinO, y' —axsinO-- gycosP 
证 明 : Em EAE BR RDNE E, e£ mb DAE I NUS, Ju H. 
miugE) — mE. 


第 三 章 ”可 测 函 数 与 积分 


Si 可 测 函 数 及 其 基本 性 质 


在 第 二 章 中 , 虽然 已 经 解决 了 建立 新 积分 方法 的 首要 问题, 把 
歼 坚 积分 中 用 到 的 区 间 长 度 概 念 推广 ， 建 立 了 较 一 般 集 上 的 测度 
理论 ， 正 如 第 二 章 的 引 音 中 所 说 ,“ 积 分 * 是 对 函数 进行 运算 , 对 于 
定 久 在 集 召 上 的 一 个 函数 P. 先 得 对 它 作 和 式 


S= DIERE), E,—E(p i sf(z)-y) 


然后 才能 研究 S AES HEAUMUEOL TURIRERIR. HETIL, ECT OI 
ERRE REX RI EEA E EMAR 了 加 以 适当 的 限 
制 , 即 要 求 每 个 E 是 可 测 集 , XEBIUREA S TAE 就 是 讽 要 求 上 
具有 这 样 的 性 质 : 对 任何 实数 c, 乙 集 

Elossf ir) d) 


是 可 测 集 ， 我 们 只 能 对 具有 这 种 性 质 的 图 数 来 建立 “积分 "， 后 面 
我 们 将 称 具 有 这 种 性 质 的 函数 为 “可 副 " 困 数 .， 同 时， 我 们 也 应 要 
RH fga TE Ia, p EA, xf 十 Bg 也 可 以 "积分 “ 歼 曼 
积分 就 具有 这 样 的 性 质 )， 再 如 ， 当 fm n=l, 2 … 都 可 “积分 ”并 
且 好 由 在 某 种 意义 下 收 敏 ( 黎 受 积分 中 常用 的 是 “一致 收 敏 " ?于 了 
时 , 也 希望 了 是 可 “积分 "的 等 等 ， 这样 很 自然 地 , GALE REL" TOM" 
函数 的 和 、 可 测 落 数列 的 极限 是 否 仍 为 “可 再 图 数 的 问题 . 这 就 
是 这 一 刷 的 任务 . 

1， 可 测 函 数 

XX RIEKER, 证 是 世上 的 一 个 o- 环 ， 并 且 
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X= 
SER 

$gCX, R) 是 可 测 空间 , 相应 地 , $5 R AREE, RE 
的 可 测 集 , 简称 为 可 测 集 ， 特 别 , 当 互 是 实数 直线 豆 , R—L' XL 
B. 分 别称 LC 如 , 工 站 、(B', 工 ) 是 勒 只 烙 -斯 莓 阶 可 测 空 间 , WA D oT 
Wis; "XE, R—SO(OROBSR.EOI!, BE Bore 可 测 
空间 

勒 贝 格 可 测 空间 上 可 调集 称 为 勒 贝 格 可 测 集 , Borel 可 而 空间 
的 可 测 集 (有 即 Borel 集 ) 称 为 Borel 可 测 集 . 

注意 , 定义 可 测 空间 、 可 测 集 时， 严格 地 说 , 并 不 要 求 在 RB 上 
CES ROG dE BN BE, 即 把 可 测 空 间 , 可 测 集 概念 本 质 上 当 作 是 集合 
HEREWEG, 这 已 是 通行 的 看 落 ， 另 外 , ERSA, NE 
HCX, 县) 中 的 RREA w- 伐 数 (在 应 用 中 已 足够 了 )， 本 书 中 采 
用 规定 及 是 0- 环 . 

Tu SLATE B. 

XX H(X, REMER, E XE X 05 — ^ 1:55. f EELE 
百 上 的 有 限 实 函数 . 如 果 对 一 切实 数 e, EE Coco Spe (XR) 
LAWE ELSNER, WERE F EEEXF, MHIN 
的 函数 , 简称 是 五 上 可 测 函 数 . 

$9, 24 CX, OES DUE - Ups Bor RT Ju zx e CE", L^), $5 Uo dg 
auzx (E, LRE Bore TWE, BORD, 22898 f EU 
CEF g 的 ) 勤 由 格 - 斯 蒂 防 可 测 函 数 , ER UR. EOM ERE E Borel 可 
测 函 数 ， 

可 测 隙 数 的 这 个 定义 与 本 节 一 开始 所 说 的 “可 测 " 函 数 的 概念 
是 等 价 的 . 

定理 1 设 ( 和 了 ， 玉 ) 是 可 测 空 间 , 了 是 定义 在 ECX EHAR 
实 函 数 ， f ARE EMAR STE SER FROM EDS ond, E 
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E(Cosf «d) JE wr WS. 

证 fam dT E(xf-cd)-EQGxf)—-EG 
fmAn ECS EAS 都 是 可 测 焦 ， 所 以 ESSA 是 可 测 
f. EIL S AWO HER o, d, E(exc f «D EIME, 那 术 由 


E(cxf) 1 Eleaf cetna) 
LI! 


立即 推出 到 (e 委 万 是 可 测 集 ， 证 毕 . 

现在 举 几 个 例子 . 

例 1 定义 在 [as, bJ EEH IEKA S Ela 5] E39 VI 
Ten AAA. 

事实 上 , 对 任何 实数 e, 由 了 的 连续 性 , 集 {z1xe[La, b], ex fo 
Xa, 8] 中 的 闲 集 ( 见 第 一 章 84 2183 3), 因此 它 是 可 测 集 ， 所 以 
了 是 fa, b] ER RE RAS, 

例 2 MAR f EEEO, 0) E, SA HE HL RESET 


fi] «a;, bi» EXE ti i —1, 2, ---, n, 市 在 LU is b,» 5 ER M [AL 2 


零 . 这 种 函数 称 为 阶梯 应 数 , TK A Aa. 
事实 上 , 这 是 因为 对 任何 实数 cy (0| — 00 «a o0, 0 Lf) LAE 4x 
直线 ,或 是 空 集 ,或 是 有 限 个 区 间 的 和 集 .它们 都 是 勤 贝 格 可 调 的 . 
例 3 LiEDI2 E-i, RA, ROG WU, E. EER, 


i-1,2,-,9, ES| E, REL, gh i£}, fG)RAGEXOE E 
i-i 


上 的 函数 , 它 在 集 LAEM as MELE 2AE, GXRP UR 
21 


RÆ F ERIE WAR, 
(ERE, ODEC[T Eos RECAEIDE SO EE TE EAE pnl 
格 不 可 测 集 ( 见 第 二 章 8 4D. f(z) 是 名 的 特征 函数 六 2 人 42), x EE", H 
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isse E. X (GYR p, 所 以 E EORR OREN DURS 


) 

api iis vs ES 

例 5 BARATZA, RD, EE X. ERSTER AE 
REW. Din. 取 及 为 至 的 所 有 了 于 集 全 体 . 了 是 定义 在 上 
的 尾 条 一 个 有 和 限 实 冰 数 ,对 任何 c, 显然 XC DER, 所 以 了 是 下 
上 的 可 泣 函 数 . 特别 , 当 节 是 自然 数 集 丸 时 , EEN EETAS 
T GEN, R) Ea 0ra g. 

2， 可 测 函 数 的 性 质 

定理 2 RX, 吾 ) 是 可 测 空 间 , EC X, f Ig XE E ERU 
的 实 函 数 ， 下列 命题 成 立 : 

1 nIZELPrRNUSE,EAX 544m: 

2 ÀFÉJRE bRDMIREEEE, fE E EMAA T JE E. E 
Agh 它 是 E. Ef RENI ER A: 

3* ENE S=, E=, UR, E, E, EAW, MES EE 
-E fts 8D 38 ER D TEE AR PE X fy E; m 1,2) Elo R aA, 

4” 当 屋 是 o- 代 数 时 , 集 电 是 可 测 集 的 充 要 条 件 是 定义 在 
上 的 集 加 的 特征 请 数 x G0 2 TRIER g. 

证 UL 国 为 


E= U Elaf) 


HRR SBAXESU X, E E -ars E nM, AE E ÆT 
mE, 
2” 对 任何 实数 c, 由 于 
Ei(csf)- E(ex fn E, 
mi E(e«cf)$n E, 痢 是 可 测 集 , 所 以 Eafe, SU 作为 
B. LAR IHE, E E. Ernie. 


$1 MAAKI qTS9E in 


3 f EELER, H 27. fk E. Ka IER AE. Hx 
REOR, AUR. f AE OE. E. 上 可 测 函 数 , 对 任何 实数 e, 由 于 
B(eszf)-s Eje PUE Gf 
所 以 EQesc f) i wr Rui, 即 f EE pope. 
4 ”必要 性 : 由 于 


Ø, o1 
X(oX.(GD)—4E, M lme0 
X, 403e 
而 2,E, XAET, 所 以 X alri EUCPSSPBRXE. ao E 
EATEN, 证 毕 . 
显然 , 性质 3” 可 以 推广 到 有 限 个 或 可 询 个 可 测 集 如， ES n 
Ese, B. E, E; 可 以 相交 的 情况 . 
JA a VEYE B8 25 (8, 再 介绍 可 和 珊 国 数 的 男 外 几 丰 等 价 定 交 ， 
定理 RO, 尽 ) 是 可 测 空间 , BC 和， 下 面 三 种 条 件 中 的 任 
何 一 个 都 是 召 上 上 有限 的 实 函 数 了 成 为 可 测 函 数 的 充 要 条 件 : 
1” 对 任何 c, 集 ECe 03 nS 
2 对 任何 o, 集 EG o) eL UG 
3* HER c, 集 ECF E 0L. 
证 ”要 证 明 以 了 上 三 种 条 件 1 27,3" 都 是 可 袖 函 数 的 充 要 条 
件 , 上 只要 由 闭 数 的 可 宰 性 推 昌 UU. | 17 推出 2", 由 Z^ XE 37. 
再 证 满足 条 件 3” WERA- iE n AA ATA T. 
MÉE ur HE up BER XA ER 17: 对 任何 ce， 由 于 (可 见 第 一 守 
(1.7)) 
Bae<p=U B(et 去 <f) 


根据 国教 的 可 测 性 , E sona dg (o «cf ESTIS, 所 以 
ECo f) RE SERE. 


m  á— rM ER 


人 
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1'—2' AR, MR E acD. IAE. 


E(—nu«f). PAE M o BR, IHE e, 由 于 


1 


Cn 


" 


E(f&c) -E—E(e«cf) 
再 根据 1°, 立即 知道 EG ce JE STR 
2 一 3” 设 了 满足 条 件 2"， 那 末 (<e I ETM. IHE 


faf c, 由 于 
E(f«o- LJ z(««-1) 


所 以 ECf cd ura. 
最 后 下 证 满足 37 的 国 数 必 是 可 测 国 数 : 设 了 满足 条 件 3. 
由 于 
E= U E(f n) 


所 以 五 是 可 测 集 , BHARA 
E(cxf)—-E—E(f-o) 

便 推 出 ECesc P) XE vr E, PEEL f AESIUIS C. WEE, 

Filii fe ACHT MI GR Sx jon 9 e TOTO ES PR RS TE. 

定理 4 (X, BR) 是 可 测 空 间 , ECX, XE f g 都 是 吾 上 的 
DET E ME S 

1" RHET EE a af 是 如 上 的 可 测 函 数 . 

2 ”+8 是 到 上 的 可 测 函 数 ， 

3° fo VLR fig (假设 对 每 个 zEB. (2) 60) BE E. Eg jT UI 
E. 

4" max(f, g), min (f, p BAE E Ely ded. 

证 1° 4a=0 it, af=0, 显然 它 是 吾 上 可 测 图 数 ， 当 a0 
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时 , 对 任何 e; 由 于 
ECescaf) - E( ef) 


nj E( «cf y 可 测 集 , 所 以 ESAD SES, Dae af 是 可 出 


Eg. MEEA% a0 的 和 情况. 
2" BT. Te cU. Da "是 有 理 数 全 体 , IHE 0. TP LER 
成 立 : 


B(ecfig)- U (GLü0£goe-rnD o (GOD 


事实 上 ; 对 任何 sc ECof 3 90. 那 来 
| fiz) >e g Cz) 
HE, 至少 有 一 个 有 理 数 ns 使 得 
FOr Se glo) 
所 以 这 个 EE >r) N Elger), Adi 


ECcc f g)c U (Ero NES AD 


Kit xPECfa ac GOQrüEQglDe—r)» VEE 
EA i 使 得 CEU rO N E>), 即 局 时 成 立 著 
JG) rs g(29)276—7i 
Jii fGu)--g(2)2-e, Bl s EECo cf 2-9). Ab US 


E(cf t g)2 U (Ef >r DEG >er) (L3 


. 25, CI. 3) 结 合 起 玉 就 是 (1. 1)。 

当 了 .5 erat, O. DAAE RETE, 所 以 E(ecf 
TÆR. BI f 1-9 E» p RA. 

由 荆 .2 ， 显 然 可 知 任 意 有 限 个 可 测 函 数 的 线性 组 全 也 是 可 
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WA. 

3” 先 证 明 产 是 可 测 的 .事实 上 ， 对 任何 非 负数 <， 由 于 
BCP>o) e ERA IUE(< 一 V5)， 所 以 (fr 之 0) 是 可 测 
集 ， 而 当 ecol, E(fIo)- EQ 这 也 是 可 调集 ， 这 就 是 说 产 是 
可 测 函 数 ， 一 般 情况 , 内 于 

fg A0 — 0-9) 


PR 17,2" ARRIER PEN, fg 也 是 可 铀 国 数 . 
XT f/g 的 可 测 性 可 以 这 样 证 明 : BUT 


E(gL-)nsG0, M 00 


"ar E(g>0) U{ co) n EG), M ce<0 


Eig >Ù), 当 e=0 
上 趟 三 种 情况 (c>0, c<0，c=0) 布 边 所 出 现 的 集 都 是 可 测 的 ,所 
以 二 是 可 测 函 数 ， 因此 //g-f-1/g JE EON ERC. 


s AHE e, 由 于 
E(csczmaxt(f, g)) — E(ex: f) U E(exg) 

所 以 maxCf, g)& vj JURE. [EE minCf, g) — —max(— f, 
一 9), 和 用 1° fi S3] minCf, 9 ip Ae TRIS. 

系 R fE ERTMS, BEE Li um. 

证 由 于 

|f] 2 max(f, — f) 

根据 定理 4 的 1°,4" 便 知 道 1f| JE nr WERTE, 

3， 可 测 苹 数列 的 极限 ”关于 可 测 函 数列 有 如 下 结果 ， 

定理 5 R(X, PEHA ECX, XOU ARE Jg) 
HMRS, 那 末 当 {f EMT, FA a, ERA, TIR 
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EC 5p P EARRA ETE E EAMA. 
证 EURO 5 E USATE EX F W. P328 
F(z) = limmax{f, (e), fi, ME fic» 
由 于 FIG) —max(fitéz), s, fL GOD dE p Alb E, 而 且 人 Fitx) E 
函数 的 单调 增加 序列 ，B(z) 一 1imms(z)、 所 以 对 任何 6， 


El(F>0)= [) BF,>0) 


{ 见 第 一 章 $1 习题 站 从 而 之 0 是 可 油 集 ， 

IB Ff, (fu; B9 F 8827 FREE 

f -limmintfs, fo f 
=—limmax{ fe HT E "m 

BIA f JE Sr BERE, 

再 证 好。 KIERR E iof ur sl 的 . iu a, 为 序列 f» 
aiis tts facem fs 1:80 AA. 根据 上 面 所 证 ， G, 为 可 测 的 ， 根 据 
Hr 8: (5. 22—23) 


limfa —limG, 

HAE G2 G2 eG, ERI lima XÈ STIEG RI Ca 的 下 
MRAR 它 是 可 测 的 .所 以 limfa 是 可 测 的 . 

同样 可 证 limf, EM, EE. 

R 设 {f} 是 马上 一 列 有 限 的 可 测 男 数 ， 如 果 对 一 切 zc 如 
lim f, 存在 , Tli ELE RR, 那 末 极 限 函 数 Tm f. MA, 

证 Rim fa limfas limf 所 以 它 是 可 测 的 . 

定理 6 UO, 县) 是 可 测 空 间 , ECX X4 fAEE EAN 
p dE, 一定 存在 一 列 Us. 每 个 天 是 可 测 集 的 特征 函数 的 线 
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性 组 合 , ER EE ESPAPUERET f. 
Xk^- ut EE qo, A H 0] mE AA EA AR E p A 3E Vp n] i 
KE. 
证 事实 上, HHEH A BA Cn 记 
ti j j+1 
E; = (Lupe) 
jaa e0,1 V gt-1 
EHAR 


ni-l 


fa= Èo AX aw 
-ns h j 


显然 ， 它 是 OE Eai 集 的 特征 函数 的 线性 组 合 。 任 取 SEE, 
EF | oi ao, EATE N, WEHI) < 入 ,这 时 对 自然 数 


n>N, 总 有 一 个 整数 万 etch, dt fo cita, 
即 zoEB7;， 然 而 根据 思 PERE ANË fale) =L, 所 以 当 m2>N 时 ， 


工 
Ifa Gn) —fG) | < 


AMEH aO T fa). AF m 是 吾 中 任意 取 的 ， 所 以 
好 在 吾 上 处 处 收敛 于 了 证 毕 . 

下 面 是 一 个 有 用 的 又 , 由 读者 自己 证 期 它 ， 

X 设 了 是 百 上 有 界 的 可 硒 函 数 ， 必 存在 可 调集 上 特征 函数 
WER ERA EROTA Sao SEREU TEE E RAT f. 

4. RFE 土 co ATRA Ai EAS TNA RER 
EAR EGAR. de Re Hefe OFE ARRIR GRR ai 
EPRA A eE ATR eo (BS ERO EREA ER. 

EX BRG, DEETMAN, ECOX,f EEEE EHRM 
数 ( 充 许 家 值 土 22)， 如 果 对 任何 实数 ele Aor ECes f) 


SECILITERTITIG ior 
ER, BRER f ELG TOA, HB) uM. Rira E LA" 
Bl ER e 
W e=, A, E—E(— cos f) n ERR fF Rag X RE 
必 是 可 测 集 . 
从 定义 也 及 等 式 


EG=%)= f] Ene), 


E=E ——9o0) u( Ü a<n) 


立即 又 知道 FO =), PG=) MEAE. Mi F,—E— 
(E =c UE = —92)) NE, 3EEL f£ EE 上 的 有 限 实 
HUE. KAF EfImo-EDEGIO,BUAf23EE 上 有 限 的 可 
Mak., AF o 值 的 可 测 痛 数 具 有 与 有 限 可 测 函 数 相仿 的 
代数 与 极限 性 质 , 而 证 明 广 基 盖 不 和 多 也 是 一 样 的 , 有 时 仅 需 对 到 到 
Too 值 的 那些 集 作 一 点 单独 处 理 , 不 难 把 本 节 中 的 定理 1 一 f 的 
结果 加 以 推广 。 今 将 它们 概括 为 如 下 四 个 定理 (读者 自己 证 明 .) 

定理 1” yox, DEJWE, FCX, fi E bS3Ó, 
那 末 

1" £3 f sm, ENS 

2” 当 了 可 测 时 ， 了 作为 如 的 可 调子 集 如 上 国 数 时 也 是 可 
测 的 ; 

3" S EE, Z,E-EUE,E MER tt, f EE LETA 
的 充 要 条 伞 为 了 同时 是 E, P: EDMAR: 

4 ”了 是 吾 上 可 测 末 数 的 充 要 条 件 为 下 面 四 个 中 的 任何 一 个 
成 立 ( 下 面 “实数 " 指 可 取 无 限 大 的 实数 ): 

G) ECf =o0)ER, JE EOS EE mkA c, d, EC(e 所 ff 和 ER 
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GI) EU - —)€R, 并 且 对 任何 实数 o Ble <ER. 

ii) 对 和 任何 实数 e. ESLER. 

(v) E(f 2 oo)€R, 并 有 对 任何 实数 e, EC 0)€R. 

ER? RCX, DEWAN, ECX, XR fog 是 如 上 可 测 
FE MES 

1° 对 任何 实数 &， 如 果 af AULD, JRck af JR E ETA 
PAS; 

2° AUR fg 有 意义 @, WR ftg E ETAR 

3^ dm J9、jf1g 是 有 意义 的 G， 那 未 它们 都 是 吾 上 可 出 
ERI 

4” maxtf, g), min(f, 28 E. LIMAR: 

5” | 了 [是 吾 上 可 测 国 数 ， 

定理 GRON, RAE, FOX., XARUQGEE LEY 
测 函 数 的 序列 . BEAD ERR AA, FARAN, ERAN, F 
限 函 数 等 都 是 召 上 的 可 测 函 数 . 

定理 4 X, DETTA, ECX, XQ fREELsmS 
He, dE AU. e f; ET AE DS RH ER BE PUER PER 
&, 使 得 好,)} TEE. hb RET f. | 

请 读者 注意 ， aA 本 书 其 余地 方 ， 如 无 特别 说 明 ， 


* = s u c > > k > n b 


[a Borel JN 前 商讨 论 了 一 EG 空间 (X, R) 上 
fg TOM ES, "in — 1 3 E BS CES DU a8: 35 DLE SEWER RI E 05 
勤 贝 阁 可 测 国 数 ， 现 在 还 要 简要 介绍 一 下 比 勤 贝 格 可 测 函 数 更 为 
PAR 但 是 却 又 常常 用 到 的 Borel 可 测 国 数 据 念 . 

xx B&P 上 Borel Atk, (E', B)Æ Borel 可 测 空 间 ， 


D Hafi) FOD His), Fagio, fGO/güoS dE x ARRE 0:co, œ 
(一 00), 0/0, co/co ETE Mt. 
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E fAXoEXIEE EHARA, quB c, RES) 
都 是 Borel 集 ， 那 末 称 了 是 E 上 Bore TAHAR., ERRA 
(Baire) Ej fi, 

对 (8B!, B) 用 定理 2 的 1", 就 知道 Borel nTAREE Zr yoke V 5k E 
W-E Borel WAE., A1, [51 2 HAR AE Borel ni. 

ig.E EA H Borel HIAR ett AE), AE) Borel 
可 测 函 数 类 或 Baire 函数 类 ， 根 据 定理 4 5 及 定理 5 的 系 便 知 首 
女 (E) 是 关于 代数 运算 及 极限 运算 封闭 的 滑 数 类 . HA ikia, Sif, 
ESCM, IRENGE A efc)85, RRE HE max, 
b), 绝对 值 函 数 | RRE A pA. 5 fE AE p 
HAR, WRlimfe limfe limf.Cindofede E RCRTR AIO 
都 是 42 (E) REDIRET. 

Borel FNRA Z6CE)XRRILAH IB ARASI A. D i 5 
E—[a, b] CE 39— it Borel Rf du — HERTE). E EBUH IER ER 
E Afi AE), RASER, ER AE) 中 一 列国 数 UA, 
如 果 limf， 存在 , 而 且 是 有 限 辐 数 ， 当 于 7limf, 不 属 十 £8. CE), 
这 种 了 的 爹 体 记 为 Z, (E), 称 为 第 一 类 ， 然后 再 从 胸 o(B) US, (E) 
中 任 取 一 列国 数 ‘(fn}， 如 果 limfa 存在 且 是 有 限 范 数 ， f=limf, 
不 属于 Z DUZA (HDE, AF T epu SIUE. wE- E 
E FERRARAN AEn ZE). Baire 就 曾经 是 用 这 种 
方式 引入 的 , 所 以 28 CE) APRA Baire ERA 类 . 

下 面 是 Bore 可 测 函 数 和 一 由 格 可 测 函 数 的 关系 . 

定理 7 设 召 是 直线 上 点 集 ， 了 是 定义 在 如 上 的 有 限 实 耳 数 . 
如 果 了 在 如 上 是 Borel sq üvg. 3o fudE E pos DR erp 3H 
IS. 


© 在 -- 般 折 种 室 间 博 况 下 , Borl 国 数 类 与 Baire 函数 业 是 有 区 别 的 ， 在 mn 3X 
KLERA HERA Dos ds. 


| Oo 
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证 VIf (EE. FX Borel 可 测 的 , 所 以 ， 对 任何 实数 c，EB(f 
之 ODEB, 但 BCL, Hm fc E V AS) v rRTUMBS, E, 

下 面 是 更 为 深入 的 结果 . 

定理 8 设 召 是 直线 上 的 点 集 ， 了 是 如 上 有 限 的 勒 贝 格 可 测 
Rg, MR- EFEZ EÁ Borel AMAR k, tE mE 
#h)) —0, 

证 根据 定理 6, FEE L— ARA GO. 每 个 总 是 勒 内 格 可 


测 集 (也 的 子 集 ) 的 特征 菌 数 的 线性 组 合 , BD f Danzo, 使 


f UL EE Hibik F f. 
又 报 据 第 二 章 8 4 定理 9, 对 每 个 ELT, dE Borel 集 Bj, 使 
得 如 "Bi 而且 mY — Bj") —0, 
作 直 线 上 函数 
h,— Da sm 二 ,2 
i=1 


. da 
显然 ，i(a 一 1，2，…) 都 是 Borel 可 测 的 , ifi HEC AC) 


GI? — Bj), Ib mCOQGus 2) 0. ja FL) EGA), i 
LIS 


$k mCES) —0, ` 
EFEE E, limf, =f, 所 以 
limA,(2) —f(x), | zC€E—Ey (1. 4) 


FRE $4 定理 9, 有 Borel 集 BDE, 适合 m) 一 0. 4 
B,- E —By By 是 Borel f, MO. 生得 到 
As GO fG) -limh,z)X5,(), rEENB, — 0.5) 


Zpa€E—B, Bf, (1. 5) 成 两 边 相 这 种 点 上 的 值 部 是 零 ， 国 此 (1. 5) 


式 实 际 上 是 在 召 上 成 立 ， 
对 原来 只 定义 在 召 二 的 国 数 EG) m x a GO Fr) 补充 定 SUC 
在 户 一 玉 上 的 情 是 零 ， 补充 定义 后 所 得 的 爹 直 线 上 定义 的 沙 数 记 
X hlr), EA, EZEREK 
h(x) - limh p(x) (1. 6) 


因为 人 Rss 是 直线 上 的 Borel 可 测 孙 数列， 由 定理 于 的 系 ，?# 是 
直线 上 的 Borel s TOWERS, LER ECF 7^) C Bo, V m EGAR) 
70, WEHR, 

定理 8 可 以 推广 到 更 一 般 的 测度 空间 上 上 (可 参见 本 章 $2 的 
习题 15). 


1. EX, OSTAZ, ECA, 了 RE ERMAK, WEA oru 
Ta, ECf —a) KE np, 
2. VECX, ROSE WP HAST), E, fe, EQ 是 有 限 个 ADDE. 证 明 : 了 在 


g-ljzoupo3sEAOGE eA E G-12,,m 上 是 可 测 的 、 
iwi 


THE E XR fr T: (ELE A8 — 3 RT D E A E TE gf 

3. X, DRTE, ECX. WEAS EE LopWUIRGHOSE EA x 
IARA v, ECF DIE Np. 

4, R, DERMA, ECX, f RE LRNEDÜOIMEREES 证 明 必 存在 
"TU A ir E OE ER CERE ER DOCE X ER CEPI TF XE E b-ga Tf, RB. 
|f. Co) | eupl f)! n t, 2, Ue). 

S. (X, ROW Wiz ECX, f EELMAA. IERA TAA 
成 立 . 

G IAEA OO, fOO 是 可 测 集 。 

Qi) o EL? LL TE fa F, FO'GP) RE RT UAR. 

(iD HAREE 6 Sd F.M, FOOD Jeep, 

Gv) x ERE (T f8 Borel Sg M, f CAD 是 条 测 集 , 


全 
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6. E ARX APERB,ECX, f &E Lans XàRAuk 
Borel iMag, WE AGO E E E vr im egsi, 

7. (X, RO KW lese, ETX, {fa E 41 — A AAS RT IN ER s EL 
CUu EE EsbSENESE Cp VEBIR ILE eo. 证 明 ECf oo), E(f ——o0) 88 
EHAE, HEHEA SE e, EJO dh RT RE, 

8. 证 明 本 节 的 定理 1', 27, 3', 4". 

9. E EIBÓILEPM HE J&E LD a Ng. AGES EBENE 
WINE HAD ETTI E ovp AA. 

10. VEf BE LESE LHAREN, JEB XO: L0) 是 可 测 的 . 证 
DH, 必 存 存 全 直线 上 的 Bore) aAA t k, [ES g EGER) —0 (这 是 定理 8 
在 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 可 济 函 数 情况 下 的 推广 ). 

ll. JE f) EAR EAMH G Bor TAAR, a 是 任 一 常数 ， 证 明 
flaz) 是 直线 上 勤 贝 格 (或 Borel 可 测 函 数 . 

12. We f) EE dh Did Borel) aAA, ER f(x), a9, 


IE) «o n soir (1) o 等 都 是 动 贝 格 ( 或 Borel) sra 

13. () 当 玫 是 [mb] 上 的 连续 函数 ,单调 函数 , 脐 梯 函 数 时 ，f 必 是 fa， 
bj E Borel 可 测 国 数 . 

GD H f) 4E (co, co) E Ab AT Bit EUCH WENE) gE C oc 


co) EA Borel splen S. 

14. EX AX— 4 5, 人 114E 二 是 定义 在 上 的 一 族 有 限 实 函数 ， 中 是 由 
Xm Xr Spa o- 环 . 

证 明 民 是 使 得 一 切 f (ACAD BEER EC oo EE A (p E R JE 
Bm XGA ALUDA oC XX HL rig RUN BENE. 


$2 TARR SHAE- DI 36 eT OM RUE 9 5g 


fr.b—"Hrp, RAA T "TWEEN AOSERCBOS SORUR D iz 33 
Hy H MIPE, 在 那里 并 未 出 现 测度 。 从 本 节 开 始 , 将 在 可 测 空间 上 3 引 
入 测度 ， 讨 论 可 测 函 数 序列 的 两 种 与 测 诬 有 关 的 重要 收 钱 一 一 几 
Pb Rb SURVIE SE, Re XS SEREVE TE DU ERES P 893) DU 


HEREDES [TE E GE aE E H RESI E E o 485 — 
可 调 国 数 的 结构 . 

L WEAH JL ARSE" 

EN WECX, DEHAN, a 是 R EHME, 称 (X, R, n) 
是 测度 空间 ， 当 是 及 上 的 有 限 测 度 ， RER 上 的 全 有 限 齐 度 、 
o- 有 限 测度 , 会 9- 有 限 测度 时 , AAR, R, 4) 是 有 限 测度 空 
间 , 或 是 全 有 限 测 度 空间 .er- 有 限 测度 空间 .全 =- 有 限 测 度 空 间 . 

Pl (F', L, mE & oH BR BU REUS UST. 

3B E RR CE', L, mw) 是 勒 风格 测 广 空 何 

同样 , (8', 上 ,9) 世 是 金 9- 有 限 测 度 空 条， 特别 ， 当 g(90) — 
g( —oo) «eol, CE, L^, 9) 还 是 金 有 限 的 测度 空间 . 

通常 称 ( 召 5 L^ gE g SHARA -MENASE 

引 人 测 度 的 自 的 是 在 于 建立 积分 , 可 以 设想 , FUE SEN RC E 
在 积分 中 实质 上 不 影响 可 积 性 和 积分 效果 , 所 以 在 积分 的 理论 中 ， 
“几乎 处 处 "是 重 村 的 观念 、 

AFA RX, 及, 1) 是 测度 空间 , ECC X, P RES E rh Bg 
AXE E. MRENE 2 3E f E Eo E CE FS 
时 , 命题 了 都 成 立 , 我 们 称 命题 已 在 盏 上 几乎 处 处 Er. RRE E 
上 概 成 立 . 

换言之 , Beds PIE KLAR ir, 就 是 吾 中 使 得 命题 
已 不 成 立 指点 总 是 包含 在 革 个 强度 为 零 的 集中 ， 注 意 ， 这 里 吾 本 
身 并 不 一 定 是 可 测 集 ,Bo 也 不 必要 求 包含 在 召 中 , 但 当 吾 是 可 测 集 
时 , E, 就 可 不 妨 取 为 百 的 子 集 {否则 用 BNMB6 E E 即 可 ). 

例如 “函数 和 4 在 召 上 是 几乎 处 处 相等 意 即 吾 中 使 得 fOr) 
h{z) 的 那些 xz 全体 是 包含 在 基 个 测度 为 零 的 集 Eo 中 ， 而 对 于 2€ 


E—E. 总 有 fiz)—AG), RTIA f= HHF =h, a. e. Rm 


A fnk(dpE LJCPRbXHBSSU. AEA 表示 "几乎 处 处 "， 而 等 
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号 证 的 “gj "表示 这 时 的 “几乎 处 处 ”是 对 涡 度 上 & 而 言 的 ， 因 为 在 一 
BERRE T, 窜 一 个 可 测 空 间 C 革 ， 屋 ) 上 可 以 握 时 引入 许多 测度 ， 一 
TR PERE 可 以 是 基 个 测度 的 时 集 ， 但 可 能 不 是 另外 一 个 测 
度 的 零售 ， 因 而 在 用 “开平 处 处 "这 个 术 话 时 ， 必 需要 注 明 是 对 那 
个 济 府 说 的 ， 所 以 , 在 多 个 测度 情况 时 ,“ "必须 标 电 。 当 然 ， 在 
促 出 现 一 个 制度 的 场合 ,“ 4” 自然 可 以 省 去 . 

X dm. “EE p fLSERBRBAUT AC Mi fO mh(GMBSBEÉ x 
全 体 是 包含 在 某 个 测 麻 为 等 的 集 E, 中 , 记 为 f hg P h, a. e. ). 


pin, ^U. fe E. EJUPREREUCCT. f" e limf s Gr) TETERSUS, 
RREFEN imf C275 fr) gi v KERERE TE ACA M RED 


mE E "m, JXolimf f Gif. f, &. e. h RARAS IR 
f.—,a.e.), 
m 


定理 1 RC, RB, 4) 是 测度 空间 , (f. JE E E— $T PRG. 
Ma dE E EJLSERIRARPIE SE, SIE de £edE E ETWAS f. 使 得 
{fa} 在 召 上 几乎 处 处 收敛 于 于 

证 AA {fs} xk E BJDPAbEBÜESE A E -RE E. 
(不 妨 设 E.CEMSSR (fel E-E, Ebibi. 国 为 E— ELE 
E Ro uU TR. 所 以 根据 3 1 定理 5 的 系 ; a EE-E Eo gt 
TCE E-E, Elf n TBI fi. TEE EB 

fitt), CEE — Eo 
fa»- b aC E, 
THREE S:x829093,f JE ENTM, 显然 
limfa (2) =f(2), 268— Rs 


即 除去 -FE E 外 , (S.a FE Eam P, Ee, 
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X392 设 (X, R 4) 是 测度 空间 ，{f") 是 吾 上 的 可 测 函数 序 
BL dURU MEE EJUPABIUMCACT h, BBRA TE EE ESTHER 
数 f, BG ES BC ifs D. 


iE 国 为 limy。 zh, WATE 4- 零 集 ES, 不 妨 设 ELC E, 使 得 
limf,(Qr)—R(z), CE E, 


Hr ( 疡 } 的 几乎 处 处 收藏 性 , 从 定理 3, IAEE E E 
f, -FR EC E, 使 得 

limf,(r)mf(1), zCE—- E, 
因此 EG 5) 2C(OE- EOD EE), M EACE, $ 
ER, n CELU Eo) =0, PLA f=. 证 毕 ， 

例 2 ZH X=0, 0), R- SCE), fj ÉE-— (On n 1], n=0,1, 
2,5, n Æ R ETEHUCEBU EGRE C PR. mE UN HO. VE. 
(271,2, Odi fee [X E CE, b--1](6 70,1, 2, e) EX RR 
cQ". SER, ET f EXER GTX, MTA 函数 ， 因 为 
& (X) «0, MAR ERER E SUE X. EBORE k, 总 有 

e rur | 
但 应 注意 ， 很 多 都 不 是 世上 (关于 (了 ,及 )) 的 可 W 图 数 ， 例 如 
A(r)—z BETIEX EGTA, BRODRSSTBIESAE, ER 2 说 明 总 可 
UI SU ST WOO GO f ER S= 在 此 例 中 , 例如 我 们 可 取 工 上 f 
=0 xA tá fx, 

2?， 依 测度 收效 ”现在 , 我 们 引进 一 种 用 测度 撕 述 前 了 负数 列 的 
男 一 重要 的 收 鳃 概念 . 

定义 HCX, R, DEWE, ECX, frr E LAIAT 
测 汞 数 ， 假 如 有 一 个 有 限 的 函数 fD, EM a) 满足 下 面 的 关系 : 


D SUDEGSORECN(UE f EE LETAR REEI- TE CHEM ERE. 


——————————Á— 
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对 任何 e0, 
limu {ECS — f, |>e)) =0 (2.1) 


SER Sa GEE EGRE GU SRI Foo ER US GEE EXT NE 
DERRAT f, WA 
f. ——f 
H 


RARER EEE 
EX CX, R, aU S ll, EZX, (fa) E L AT 
DAR. 假如 有 一 个 有 限 的 函数 f, 它 和 {f。} 满足 下 面 的 关系 ; 对 
任何 e>0 以 及 6>0， 存 在 (只 依赖 于 。 和 6 的 ) 自 然 数 N， 使 得 
当 nz Fh 成立 着 
BIEU — £163) «cà (2.2) 
RIER LEME a KAF f. 
显然, 第 二 个 定义 不 过 是 将 第 一 个 定义 中 的 表达 式 
limp CECI fa —f]>e))=0 


改 为 用 6 一 六 来 陈述 而 已 。 所 以 这 两 种 定 广 方式 的 黎 价 性 是 显然 
的 . 

这 是 一 种 什么 样 的 收 诚 呢 7 用 文字 来 叙述 , 就 是 说 , 如 果 事 先 
给 了 一 个 (误差 )e>>0, TET US Ed BBRIOXT7IGLEX 
TORIO e 的 点 z 虽然 可 能 很 多 ， 但 这 种 点 z BS PR DERE e 
E. 它 的 测度 却 是 随 着 % 无 限 地 增 大 而 趋向 于 零 ， 

在 概率 论 中 ,常用 六 表示 颖 率 , 这 时 依 测 度 收 笋 改称 为 大 概率 
Mot. 

IBEEL JI EE 3 1: 1-917420 2 G:2E ABIZE odiis 
wA JU 3P-Rb Ab Mc Pc s EA HACK mta, 

例 3 FERM EUR DE IR ABT IE ERG ECC: TENA DU 
度 空 间 CB', L, m). E, 取 E- (0, 1, 将 (0, 175829, 2E CPI GAL 
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然后 , 同样 地 将 (9, 1 四 等 分 , 八 等 分 ,…… 竺 等。 一般 地 ， 对 每 个 


n, fE 2" ERA: 
1, ac il j 
2^ 19r 
fre UR - jam 
6, s g" r4 
TRIB JSL 2, en 2' 46d n ik 的 顺序 逐个 地 排 成 一 
31: 


有 
F 在 这 个 序列 中 是 第 六 = 和 一 2 二 个 函数 .我们 说 , 这 个 序列 是 
f y DLE QUEE mr Sy PEU. XX EE EIAS EFE TRI 07-0, 
E([FP—0] >e) 


或 是 空 集 ( 当 e>>1) 或 是 人 AE 0<e<1), 所 以 


mCE( [fF —0 >) = 
BpMXN-T—2-j4(j-1, e PAo, nwo, AETA 
limm( EC] f? —0]22)) =0, 8D fP —>0. 


TELE, BREL (ET RECO, 11: E BSTEfRC LEUR 收效 ! 这 是 因 
为 对 任何 20€ (0, 1], 无 论 EAR IXA n, 必 有 一 个 相应 的 访 
使 


因而 AP e) = 二 然而 F9 (00 0 RE F9 0) 一 0， 换 名 话说 , 对 
任 向 zoEC0, 114 UP Go rb EPA TIC, 一 个 恒 为 1 另 一 个 
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EXE, 所 以 {fC 在 (0,11 中 任何 一 点 mw 上 是 发 散 的 ， 
反 过 来 , 是 不 是 一 个 几乎 处 处 收 化 的 序列 {f。}, 一 定 是 依 测度 
Mrs WES 下 面 例子 说 明 也 不 是 如 此 ， 
例 4 E39 LE LE ZEIRICE', L, m) E, Rx E—(0, œ), fEER 
数列 
i1, zC(0, a], 
fe 
显然 , 1f EE keikka 1, B AE, 当 0<e<T 时 ， 
E( |f. —1|276) = (2, ©), ii m(n, 00)) 00 
BrEL CO S Beau Beier 1, 
A EPRHBUS CH UREEC ALD PHARA, "A IBS BEA TET: fà 
如 国定 任 一 个 22-0, BK fa. 处 处 收 部 于 了 的 特点 是 (对 吾 中 每 
点 xs 总 有 一 个 指标 nC), 对 于 从 n(x0) 以 后 的 一 切 2, | 六 (zz 一 


foe, 即 zo€ f] EIf.—fie GD 对 于 每 个 指标 ”来 


Wi EB 1f. — fioe 的 点 xz e PERIRTSE EE 5m EE, EE 
总 是 无 限 大 , 如 例 4 那样 .而 依 测度 收 敏 的 特点 是 完全 相反 , 它 的 
BAEO- fima Ex XB noian; Gi) 
而 对 每 个 zo 米 说 , 却 未 必 存 在 某 指 标 n, 使 得 

ac f] 下 FF 一 用 二 四 


共 至 可 能 对 每 个 指标 m SE 门 8(|f, 一 f|<<e) 始 终 是 空 集 ,如 例 3 
那样 

尽管 两 种 收 敏 区 别 很 大 ， 忆 还 是 有 密切 联系 的 ， 下 面 就 是 两 
种 收 鼓 的 联系 ， 

定理 3(F. Riesz) B(X, Ri 是 三 度 空间 ZCX, WREE 
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石上 可 测 隐 数列 LPL HIN EDT: f, IECUR ERI Sa) TEE 
LJUPABSEMEACT f. 
证 SHETA HU n 取 em Ó— LL, df fh OL 2)， 
H 


MRH HRB n, De nn h, a EOS >y) Bl 
1 = +e 
ACE us r= 1, 2, 


i ESE, lfa ofi 于) 不妨 在 逐个 取 w 时 把 n, 取得 充分 
大 ,使 得 &i<ma 民 人 二 二 二 trt…, 本 定理 证 明 的 关键 在 于 作 通 集 


F,— f GE—E,) 


由 于 F-E, SE, If, fiae) BL Fun EMT fI 
bel, e), BUR EP, b PAUS AAT FORDE 
AUR. FRF- | FLORUS EF EIA f. 


现在 只 要 证 明 "m F)- 9 就行 了 . HT RGBXGRS 


E—F-[iQGE—-F- E.—WE. ; 
n ns LONE 

E m 1 es nudis 
DAE TIC) « inci SUBE PIER 

» -1 y 24 

E—F-—limZ, 

是 个 上 - 零 集 .证 毕 . 

对 于 我 们 前 面 例 3 中 的 国 数列 , "te BS T HERI 


ils E "UR 
Losi o, r8 Ju, "tt 


EEEO 1] p Rib TEH. 


-—— ————————— P — ———M—————— e e ih e R e +» a- 
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下 硬 定 型 说 明 儿 乎 处 处 站 化 的 序列 是 在 什么 条 件 下， 必然 是 
fé) SE We ae i. 

定理 4 设 (X, R, aE MERNEK, X WEG EEE L 
几乎 处 处 收 敏 十 可 测 函 数 了 的 训 测 函数 的 序列 . FE CE) «eo, 
SIR CO EE EA SRAKGBI EU SET. f. 

证 HR RLTLSPA REC OCA BLUR, 存在 uL 使 得 
linf.(z)—f(xykfg E =E- E, 上 成 立 ， 我们 先 证 明 ， 对 任何 国定 
的 60, 下 式 成 立 


B= [] NEUSE (2.3) 
T Ekcin-k 
事实 上 , 对 任何 sv EN 必 存 在 和 W(x0)， 使 得 ?4 NO, 


f(x —f(o| xe or. 因此 zoE f) EIfa—flxeM o 


=NI) 


是 任 党 取 的 ， 所 以 CU NEUS). maof 
k-lnzk 


b-ln-& 
Ei fs — f| se) JE SL 2589, 所 以 (2.3) 成 立 , 并 E, — limE, CIL fs — f| 
<e), "c 
REZ A $2 x PH 1 的 (vii) 得 到 
uC(E)  u CE) x lima (E (| f, — f Ee) (2. 4) 
从 而 mp (E CL fa f 16) — lima CE) -8 GC Fi face] 
0, SRM EC| fa—f| e) E. CI fa— fF 12 80UCE— E), 所 以 
lima (E| f, —f1272) —0 证 毕 . 
前 面 的 例 芋 已 说 明定 理 4 中 的 af(B8)<co 这 个 条 件 是 不 能 去 
掉 的 ， 定 理 4 告诉 我 们 , EDOR AMADE 


8 T JLSPAP AP SE BS DOR, 
R GOX,R,uyEBUETL ECX, E EFW ARA 
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GE E. 1.) JU Ab Ae Ae 2T TR ERE I. 如 果 OE) coo, MRU 
在 召 上 的 可 测 函 数 f. 使 得 fh 并 且 f, f. 

证 “根据 假设 , 从 定理 2 可 知 ， 必 存在 上 可 测 函 数 ,使 得 
[-—h, 并 且 limfo< 再 利用 定理 4 立即 得 本 系 的 结论 ， 证 毕 ， 


由 定理 3, 4 立即 可 以 得 到 用 几乎 处 处 收 仇 刻 划 依 测 座 收 伊 的 
一 个 定理 如 下 . 
定理 5 UL, R, /是 测度 空间 , EZ X, (E) «co, (JE 
B 上 的 可 测 孙 数列 , 4 E I STER EG, WA Lf) e E. E CERE ICA 
FIBRER E: IVE FRI 都 可 以 从 中 再 找到 
一 个 子 序 列 {f 在 至 上 几乎 处 处 收复 于 地 
证 必要 性 : 如果 所 一 之 f, 那 末 它 的 任何 子 序列 {fs,}, 显然 
也 有 fnaf. HUn) 和 了 应 用 定理 S. BATEA US UU 
Hb t f. 
充分 性 : ECHO E GEEJERU UL WA EIER Uu, 几乎 处 
ERAF f SIE faf. 假若 不 对 , WREE 670, 使 得 
BG fa £126 
LIT 523-33 E327 Gn) 使 得 
lima (Efa, — fl>) 0 (8. 5) 


这 样 一 来 , Us) 中 就 不 能 看 在 几乎 处 处 OCT. 上 的 子 序列 ， 因 为 
如 果 有 子 序列 {fs,} 几乎 处 处 收 钱 于 了 , 那 末 根据 定理 4 
lima (EC fn, — £126) 50 


x2. 5) 相 了 矛盾， 证 毕 ， 

在 测度 空间 上, 依 测 度 收 伍 还 有 如 下 一 些 基 本 性 质 . 

X386 (X, R, DEMEN, EZX, u(E) «oo, ifa) 
(gaai E E PT ES EA 而 且 faf, 0.9, MR 

1° fJLS ARREST C E EMAN; 


————— na E D 


if2 Bone ”可 调 隔 数 与 积分 

2” ARXA fah, 那 末 了 天 

3" AE fg EERW a, A EW, MR afat Bg. 
—af--üg: 

A' 如 果 六 9 是 召 上 可 测 的 , 那 末 fig. fg; 

5° AUR ga 和 9 儿 平 处 处 不 等 于 零 , BF SiE E E 可 测 的 ， 
IER fu/g.—f/2GX BE ga 9 为 零 的 一 个 零 信 上， 可 规定 国 数 
fyg。 FIG 为 任意 的 数值 )， | | 

读者 可 以 利用 定理 5 等 来 证 明 这 些 性 质 ， 读 者 应 注意 ， 对 于 
BER 1, 27, 3° 来 说 , 定理 6 中 的 假设 KCB) 过 oo 是 不 必要 的 (对 
4 5” 是 不 可 少 的 ), 这 里 假设 B UE) eo LAE DET UEBER 7; B. 

类 位于 数学 分 析 中 讨论 序列 收 化 性 时 ， 常 常用 “基本 序列 "这 
样 一 个 重要 概念 。 对 于 依 油 度 收敛 的 讨论 ， 由 可 引 人 依 测度 基本 
序列 的 概念 . 

EN VECX, R, ORNER, ECX, {f 是 召 上 的 一 到 可 
MAS, 如 果 对 性 何 6-0, 

limp EC] fa funl>e) =0 


naa 


就 称 {f 是 (在 瑟 上 关于 产 ) 依 测度 基本 序列 ,或 度 是 基本 库 列 . 
”最 然 , 依 测 度 基 本 序列 的 另 一 个 等 价 定义 是 
定义 ” 设 (X, R, ORBE RE RI. ECL X, {fw 是 有 上 的 一 到 可 
UN ER, 如 果 对 任何 =>0 07-0, 存在 只 依赖 于 Må IN, 使 得 当 
28, mN 时 ， 
BCOECIH fa— ful >e’ 


BUR LAO 是 (在 吾 上 关于 产 ) 依 测 庆 基本 序列 

依 测度 基本 序列 与 依 涡 度 收 笋 序列 的 关系 如 下 : 

定理 7 B(X, R, 4) 是 测度 空间 , ECX, (JE E EA 
测 函 数 , 它 成 为 (在 百 上 ) 依 测度 基本 序列 的 充 要 条 件 是 ; 存在 某 个 
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E Ema QUEE 了 ,使 得 tfn} EE ERARE F, 

为 证 明 这 个 定理 , 先 引 人 如 下 引 理 . 

2]2 1 RCX, R, EWER, EC X, Qa de nTUH S E E 
的 傅 测 度 基 本 序列 ， WRTA CALL AAE TE E RS RT 
UU S, MER fao f. 

证 根据 假设 , 对 任何 67-0, 6770, A N, pE n ZEN, n> 
N hf, 


a(E(ih-fa )). (a(t ee 


Bi Io IIS fa fal HI l DAS fa i>e 时， 
BRA Ifa fu Er RE fe f| ERREUR, 

ECG fa fU) E( Ifat] >E )UE(If FI >E) 
1. 6) d m OR e EE n>N t 

B GF - Fes E151. >E) 
«(ni REIR (2.7) 

这 就 是 说 ff. WE. | 

定理 7 的 证 明 XB ATH 
[fm 一 站 ,完全 类 似 (2. 7) 的 证 明 有 


p(B FT FEE ea E( 1.125) 


Ma EI. fi) 


根据 了 一 之 f, n 开 六 9 时 ， 上 式 有 边 趋 于 零 ， 所 以 在 边 岂 趋 于 
E, 因此 好) 为 依 测 度 基本 序列 . 
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必要 性 : 刘 { 才 是 依 测 度 基 本 序列 ， 现 在 要 证 明 在 在 一 个 可 
MAR f. 使 得 fuf. EERE FP. 为 此 ,用 类 似 定 理 3 的 方 
法 , 先 证 明 依 调 诬 基本 序列 必 有 子 序列 几乎 处 处 收 伍 : 取 二 4 一 


ges BF UE CURE EAE RA, 所 以 必然 存在 4,, 使 得 wm men, 
时 ， 


u( (If. fel >>) <E (2.8) 
Fii RR, es v= l, 2, Ur. 由 (2， 8) 得 到 
cf( BE( Ifa, — faa > =< (2.9) 
作 通 集 
REUS 
- E( Ifs fele mk) (2.10) 
TUE ER HENTAR DU E38] 
U(E- FO 


Aun (Fa, } TEF = U ,上 处 处 收 级 , 而且 u(E— F) —0, 


Ra) 在 上 的 极限 函数 为 fj， 把 函数 SERA E LOX 
YE E-F KESO EAT. A FEE LTM RR Fn 
f， 对 于 让 根据 (2. 10), 有 如 下 的 估计 式 ， IHEP k YE Fa E 


Ł'-I eo 

， . 1 

Ifan fi Slim lf fa | S lim > (fas fni MU 
+ CO? j-b 二 = 上 上 


NEM (2, 11) 
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所 以 本 Hus Eur). 因此 
A( E(Vs t> gir ))n Gr FO ula (2.12) 


HEN 62-0, 82-0, Me EL Ac u fif mine 3), 那 末 由 
(2.12, 4 kc» Bb, 


2*— I 
因此 f.,—f. ABRE 工 可 知 f E, 
RO RG, R, 是 测度 空间 , ECA, (AE E Ea BIER 
序列 .如果 存在 召 上 有 限 函 数 k 使 得 ,一 之 和 ， 那 末 必 存在 BE .上 
可 测 图 数 f, 使 得 了 并 且 Ff. 
证 Aife 020, 由 于 


O4 Eo EL fa, FI ir z)c5 


Ef. fab )c B(if- >E) E(If 7 4)] 


因此 {fs} 在 四 上 是 合 测 庶 基 本 的 ， 册 定理 7, 存在 吾 上 可 测 函 数 记 
使 得 六 一 > 六 再 出 定理 6 的 3", 又 得 到 了 二 证 毕 . 

amibe TAM EKA AUL RAKAA FERAE 
Ati Je 1. . Eropos) $ TKA np 0 sd A AREE, 
它 指出 了 几乎 处 处 收 就 与 一 发 收 化 之 间 的 联系 ， 

REESE OEHPAEropos) PECX, R, AH) 是 测度 空间 , EC X, 
GS EE EJT NEUE, B CE) «oo, 如 果 (A) TEE. EJLIPADAR 
收复 于 有 限 函 数 f, 那 未 , 对 任何 O70, 必定 存在 吾 中 可 测 子 集 吾 ， 
使 得 (E —E,) «0, Wi He E, b, G0) — SUR ACE f. 

证 注意 结论 中 只 要 求 在 百 中 按 去 一 个 测度 小 于 6 的 集 后 
faia. KATTEE? BIDLA STRIVE f RE EROR TR 
《否则 修改 一 个 4- 零 集 上 了 的 值 , 使 了 可 测 ， 而 把 这 个 修改 的 u- 


iré Axe TAGA me 
TRARRE PRAAT). 
区 根据 假设 , 存在 -ER ES, 使 得 
limfe) = fe), zcE,—E—E, 
Y- FIREN ES AAAA p, dien] Au, 我 们 只 要 在 E. 上 
WEB] RE XÉ px sr BI RT, 
pe 


Esa E( Ifafi) 


作 By,s = 站 Bs=B( | x m--m, 8d, T ) 对 于 任意 
取 的 一 列 趋向 无 限 大 的 自然 数列 {nz), PESE 


F= (| Baa =E Uu fI mmm ml) (2.13) 
k=1 


WE, 对 任何 62-0, RER >- H mann IH — HEF, d 
有 
far) fen) cg ce (2.14) 
BI MEE P E REAT f. 
剩 下 的 便 是 要 证 明 :对 处 处 收 伍 于 的 可 测 函 数列 tf 和 任 


何 6770, G TEH ae ERRET WRF EA BCE— F)-0, Bk 
MBR E,—F 恒 得 到 定理 的 结论 . 


AEQ. 3) eM. Hbi Ba) Bo 一 U f] £s 


F,PHBECx$2:B8 1 的 (ix) 得 到 
limy (Bas) —guCcBE) 
因为 u CE) «co, 所 以 对 任何 02-0, 可 以 芭 n, 充分 大 , 使 得 
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BO) - EOS) e (2.15) 


而 且 依次 取 m mcs 以 子 列 {ns} 按 (2.13) 作 出 集 F, 由 此 得 到 
E-P = U BB) )« 3140 Bn) Saec ó 
此 =1 此 一 让 kal 


urhe, 

应 该 注意 , 定理 中 BU) ooXCT ZA HEROIRBBd dens. Mint 
4 中 的 函数 列 {xf)} 是 处 处 殉 钙 于 1 和 的。 但是， 对 任何 正 数 6 以 
BERM EL, 当 B CE — EQ) «CÓ IS, CL) TE Es ERBE — SC ON 
于 1， 事 实 上 , h FPR B (F0, 00) — E) «0; 所 以 E, 不 能 全 部 得 
AEO 二 中 ， 央 而 上 人 有 一 点 ECEN a co, f.)-—0, xk Ff, 
[fo E E, LATE- REAT 1. 

3. Spree] TAAA AR PE h A 
看 出 , TEBEYE WT 21 68 c FE c i. Bh EE JLE RP Or eft 
3 Heic Sc CHE c SO XEOR Be HB BOR ERU 了 是 可 测 的 ， 往 往 需要 
在 一 个 上 - 零 集 的 子 集 上 修改 函数 慎 后 方 能 成 为 可 测 函 熬 ， 其 原 
因 就 是 这 两 种 收 合并 不 关心 一 个 ERTE E en e fr Po fn 
可 是 在 一 般 测 度 空间 中 , pg- 零 集 的 子 案 可 以 是 不 可 测 的 ， 从 函数 
的 可 淡 性 来 看 ， 是 不 能 随便 改动 一 个 &- 零 集 的 子 集 上 的 跑 数 值 
的 ,在 完全 测度 空间 上 就 不 会 发 生 上 述 问 题 了 . 

EA B(X, R, 4) 是 测度 空间 , dn us AER. ponds E, 那 
RWC, R, 上) 是 完全 测度 空间 . 

定理 9 HCX, R, 上) 是 完全 测度 空间 . 

1' AUR E) JE 4- 零 集 ， 那 末 定 义 在 Eo 上 任何 有 限 函 数 都 是 
Ey LASET AA Ze. 

2* f hIJÉE ERGBEA AIRE, n 存在 某 个 u-udh 
Ep 1 z€E—E, kj, f()eAQ) IWK GRE EUN 
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AAE Eu PERS. 

证 AHEHE i e, EG >E. GRISE Baz. 
B. B COE) —0 RITER Botf >e) i EE, A f EN 
的 . . 

3” 国 为 是 完全 测度 , BAENA 也 是 有- 零 集 ,因此 EA 
A)(COQ FI -PR hie, 2* 中 假设 的 -ER E. 
不 妨 就 认为 是 EGAR), B Eo E(f zh). ig E, E— Es. 

如 果 FARE EIMA, DOCK E RED GUSE. Mom] E: 也 是 可 训 
集 , TEE. E f —5, Mat h EE, LANAS, HTF 一 H 
1',h fg E, LAE [Au Bip hit E— EQUE, 上 可 请 的 . 

了 和 天地 位 是 对 称 的 , 所 以 2^ 成立， 证 毕 . 

利用 定理 9 以 及 第 一 ,二 小 节 的 结果 , TR EL ERI SC c RES 
间 上 如 下 结果 (读者 自己 证 明 ). 

ZEL dE CX, R, p) dese ERG. dnt E 土 可 测 
BÉ EDLP A Ab egy F A PR ERE f BER f EE LS 
sr. 

定理 2 RCX, R, MEZEMEZK, fah aet EUR 
Ani RA HERI, 

G) AUR fef CHIBERAO, OE AA THESE Sa EE E 
JLSEABAENE BET fF. f uAIEE p RESTE, 

GD Reco, 并且 fr 一 >f ERAR), 3o 
f. 

(iD 如果 &CE)«oo, WME fef ORBE ERO: 的 充 要 条 件 
A: 对 任何 {f 的 子 序 列 人 PP， 必 可 青 从 中 找 出 子 序列 在 加 上 几 
平 处 处 收 钱 于 了, 

(Gv) 如果 un (E) «co, fa f, Ru ACFUAh EET IER OO, 
那 末 
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1” 如 果 又 有 fr 一 之 上 , MRH kf; 
2? QfaTBE 一 >af BE( 这 里 &、 户 是 倍数); 
3° f,h,— fh 
4^ 3 REI A JLSPACREOR AE T ER, fa/ hm f /h. 
M JR, 定理 7. 8 在 完全 测度 空间 上 也 成 立 ， 
4. 勒 内 格 可 测 函 数 的 构造 ”前 面 (包括 本 章 §1) 讨 论 了 可 浏 
衣 数 的 一 般 性 质 ， 显 然 ， 四 于 可 刺 空 间或 测度 空间 本 身 的 结构 不 
同 , 随 之 , 有 此 情况 下 可 谢 函 数 指 结构 就 简单 ， 而 有 些 情 况 下 就 很 
复杂 。 对 一 般 分 析 数 学 来 说 ; 0 UL UN ES REL CE, D. mx) 有 着 特别 
重要 的 地 位 ， 它 上 面 的 可 神 函 数 的 结构 就 很 复杂 ， 在 $1 第 5 小 
d, Bur HR Borel ef di RE Jefe m CS $1 Æ 8). Borel 
"up BER A Sr x A E RBS. Eder rp. ET1SERHAA GHE 
fk HEC Je f b p DL RT UR ER. DUE, JETER ERE TEE IEEE E 
xk SEE IURE. 
设 召 是 直线 上 的 点 集 , fIEEELEFS—Tdó&E. EE, iem 
对 任何 一 个 620, 必 有 070, WERA rE, mH rr) « Br, 有 
IFC) f (99 | «e 
就 称 xo 是 f 的 连续 点 ， 和 数学 分 析 中 一 样 ,xo 是 /的 连续 点 等 价 
F: ERE A ECT zo RR RR Un, 成立 着 
limf (x») =f (xp) 
如 果 召 中 每 个 点 都 古 了 的 连续 点 , 就 说 了 是 吾 上 的 连续 纹 数 中 。 
例 5 区 间 [L0,1] 上 的 Dirichlet iSt, 
poni AREE 
x 为 无 理 数 
efr 1 上 没有 一 个 连续 点 ， 但 如 果 用 召 表 东 [0, 1] PEAME 


”如 时 一 个 函数 了 的 定 立 域 是 E, ECE, ARNS E EJIE ee 
了 腿 制 在 吾 工 时 , 吉 中 每 个 点 都 是 连续 点 ， 如 例 ch DOONOEE EXDESSEN. 


18ü oir JMA ode 
体 , T DGOBUBLE E Et, 所 得 到 的 函数 DCz)i1s EER LOR 
ERE, 因而 它 症 韦 续 函数 ， RH, DEl 与 DB(z)， 这 两 个 乓 
$e rag x Bn], PEN- 88 3, 

O B6 RT, s Fa EER Em PHCRRHEIHIR IE = 
UF: 上 函数 
7 f(2)a,, a€F, 
其 中 &; 为 常数 , 那 末 FEE LEEREN. 

证 任 取 zoEF)， 今 证 zo 是 f 的 连续 点 ， 任 到 {erjEFP， 香 

ozo PRERE AIRA AN EFF h, A N r 将 成 


ARK F- r= Ur: 的 极限 点 ， 因 而 z€F—PF. X Sm 


e, EF. BERR Gs) 中 除 有 限 个 点 外 都 属于 MARA Ea) 
中 除去 有 限 个 值 外 , f) =a: =f Cr), HillimfGr) = 了 (zo)。 因而 
f 是 也 上 的 连续 函数 . UT 

可 同 数 学 分 析 中 一 样 地 证 明 : IU 3 EE ENER, 


à y a y +o c y 0 —* 


TRACT NUS e Moi. 

定理 10(& He H. H. Jiyan) 设 吾 是 直线 上 的 勒 只 格 可 测 
E EEEE METIA. MR, AHE SS>, HA E AT 
集 F, E mCE— FA, 而 且 了 是 FP, 上 的 连续 国 数 ， 

证 党 设 mCOE)« oo, XPARASEPARS k, ETME 


Ban Eee t, & — 0, +1, +3, T 


显然 ESL) Zun WEH nAn tt ENEs. AE mU) 


= D mEn), B mE «oo, 所 以 必 有 自然 数 ne, 使 得 


$2 figs fepe och s dh UL o IN E i Rf zi 


(3 E jaa 4 [n m, Bh, FEED IR Ps C 


VELIE 
Es 使 得 
p à 
> mEn Fu) ur 
记 Fi = Ù Fus, 那 末 | U Ben Jo( U Eni Ju 
[EM n=- M+ 


(Ù CE, 一 2) 因此 


TR 


作 P, ERDER fa 如 下 ; MCFu 时 , fo(r)-— D. MOA 6 
知道 f. Æ F, 上 是 连续 及 数 ， 由 f, 的 定义 , 易 知 当 EF, 时 ， 


0«fG)— f. Gu 
因此 , dg F.— ('] P. ERREA R KATF JS 由 和 通关 
系 式 E-F-[J G-FO. BUB nO FOL. WARE 
Kl 


F,)«8, 

XPPomO) = 0 的 情况 留 作 习题 ， 证 毕 ， 

然而 , 直线 上 任何 闭 集 上 的 连续 函数 , 必 可 延 拓 成 全 直线 上 的 
连续 函数 。 

引 理 2 YF HALBE EF bE, 那 末 必 有 
直线 上 的 和 连续 函数 玉 使 得 当 sc F 时 ,了 一 下 

证 当 xEz 时 ,规定 =f. 把 于 的 余 集 记 为 0,0=【] Gb» 
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iC, BOVE O Py pie pct] S, n Cer, 50 RE ARKE 那 术 a,, b. 
€F, Ela, b.) Ho 


F b,x 将 一 外 
hx) cian +b.) b, u. 


Tp Ca,, BORA, Bhn a, = 一 co SIGR 6,€F,. EC a, b) 
上 规定 有 C7) = 了 (5,)。 如 果 是 C5,, 9) 类 型 的 杂 区 间 ， 价 在 它 的 上 
面 规定 h(x) = fla). 

现在 证 明 MX) 是 全 直线 上 的 连续 请 数 ; 显然 QO 中 的 每 个 鼎 
者 是 严 的 连续 点 。 再 证 五 中 的 点 也 是 天 的 连续 点 就 可 以 了 .事实 
E, ER rEF, 对 任何 270, 必 有 560, 使 当 rE(lz0 一 6, 24-0) 1 F 
Br 


IF) fa) | «e 
WR (zo — 0, D) PUR Gr F rh ES Ex, 闭 末 xo BERRE E Ca, 5 
BET. KAA kld, xo) PARERE HUE, BEDAE TE m. 
使 得 当 zC(n, s) BT 
[RCEY— R(xo) | e 
Api Gr —9, zx) 中 含有 证 中 的 点 , AA n. 那 末 当 z€ Dg, zo (YF Bj. 
RAT) 二 2 Reo) = fin. 因此 
[hle klaro | e 
Ap zn, zo) — F, AA ud Fry Xd Ca, 5,2, Ela, 5,) C Cn. 
29), 由 于 a, b, E [9 zo dO F, WAA LRA 
Ih(a,) —h (o9) | «e, (ACh, — hn | «8 
然而 & XO BS fL Tr. (2,2. kib LZ HO, PLE | RO) — AG Eze, 3X 
就 证 明了 xo 是 下 的 左 连续 点 .同样 , 可 以 证 明 zo 也 是 天 的 右 和 连续 
点 , 因此 ro 是 天 的 连续 点 ， 证 毕 . 
PJESA SI, gt GEfUEE HE XE ELS 23 — RUE SN: 
定理 11( 鲁 津 ) ULDEGEHOE EE EC WE, EE ba 
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RIMAR., MEIHE O00, URAA LEER AS A. 使 
得 
mCECf ÆR) «à 

证 AHAHA 570, 存在 召 的 闲 子 集 Fo BEBE OE - FO 
<å, mil. 了 在 F, Exe, de f XE EE E BOTE BEER EC A, 
IR EGER) CE— Fa 因此 mE ERA) 0, WE, 

E 设 召 是 直线 上 勒 员 格 可 漳 集 , 了 是 玉 上 勒 贝 格 可 测 函 数 ， 
并 且 存 在 常数 型 >D， 使 得 | 帮 委 于 在 吾 上 成 立 ， 那 来 对 任何 ô> 
0, 必 存 在 直线 上 连续 函数 h, NR] A] M, mOUECT 8) «0, 

证 从 引 理 2r ka rEHGLBBSPAD|R|«sM. TIHIERE 11 便 
知 本 系 成 立 。 证 毕 ， 

读者 注意 ， 这 一 小 节 中 的 JIyswa 定理 的 证 明 中 用 到 连续 国 
数 . 闭 集 以 及 闭 集 上 连续 国 数 可 以 延 拓 成 全 空间 上 连续 函数 , 所 以 
Jlyaun 定理 是 不 能 在 一 般 测 度 空间 中 推广 的 . 


iJ 题 

L X, R, 1 是 完全 测度 空间 ， 百 CY, [f.pXa(h. AE E E ATA 
数 , 并 且 fe f, heh fh EE LAREO. ES 

(i) fÆ E EMA 

GD HEHA f& a, P, afa BR af + phs 
UAT AERE uE) o0) 

Gii) f,h,—À5 fh; 

Gv) 5 k, & 4EE E38 JUP ABRE SERERE, Fh f /h, 

举例 说 明 当 n (E) = oo E, GD, QT RE, 

2. VECX,R, un) dé) RE?R[B], ECL X, (E) o0, if, E E oN a 
E ER fem f ARA g H, 对 任何 p>, 

i [fa e= f5 

(i) AHERE JTA, Je hl emleke, 

3. dE f ERRET aI E mE <20) Ef 35 m A RT A E, 证 


i8á HER Hiini pr 


明 忆 存在 -一列 防 丸 哆 获 { 丰 有限 个 有 限 区 问 导 为 非 零 常数 ， 其 余地 方 为 零 的 
ERO Ko, TEBE TON S ERR E 

Va f, paf 
在 mU) =% kh, e. pir, JEEN e 9f Rar, 

4 iX, R, u) 是 测度 空 阐 , ECX, lf. AE E- PITAA e, Ee 
co, WiH fa- >o, 证明; 对 在 何 6>0， 必 存在 E MIBNUTGOE Es idR 
BCE— Ej) «:Ó, SE Hif ik E» E35; R ECT oo (如 对 任何 数 M L0, 必 存 在 由 
BN, WHS nn Bp, 3R— BUXCES f. MD, 

5. 证 明 yanm 定型 在 靖 (到 一 co 情况 成 立 ， 

6. .将 Jlyauu 定理 中 的 这 续 贸 数 改 为 密 项 式 , HR Ere 为 什么 ? 
将 ys 定理 中 的 台 换 为 零 , SUED b At 

7T. B E EERE, [f.p XE OE ET TRA F a FE 
fa =>f ARAO. Kikk EER LEZAR, HETA hf) Gr 
Xt 

xmf(I)—[ ta 

8. WEW f Els b] Exp UR RT IRL ER c D 3E 3E e (EAE T JL AR E HS S 
任何 一 个 ， 

G) FES MRTA G2, Eo, 5] 上 pu GO (2. 

Gi) 当 [a, b; (0, 22) Bf, ZEXEZLPA E GNUEGAT. GO), Ela, bll 
f.) —»fG). 

9. it f Eio c0) E S5 BUS SEL OR C, if ELEM UD dn El oo, 09), 

fitto =f tfa) 
EGAR o, EO fOO — et. 

10. Jiyana XEBEDUET RO UL RRR AE RAE, 为什么? 

HEECIELIEELEZ EX T4 ER m E a E UE oO 
fF A3 

12. (X, R, 4) ENLEZR HI, ECX, {fa ERE Lu mBnWUEL $A 
f,—»f 〈 有 限 函 数 )， 证 明 必 存在 子 序列 (P), 使 得 对 任何 52>0， 总 存在 
ECE, (EED CÓ, JEB Tf, ] fe Ey E— 38e en T f. 

18. Wb X--[a b]W, 22), Wia, 5] E MERE CL, m n, n mm) IRSE 
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的 最 小 o7 ERR Rp EGET, coss, sing, e, cosnx, sinnx,-e B RE S RC 
o- Rr, EN R,—R;JEBECETWIX a b] Eft o- fC&t. 

14. 证 明 存 在 [im 5. ko FNE R BSa EHER EC Fe Por f. 
+e ERITAR, dup RED dd AJ BDRCORUD BLISS) ER CREER e CX 
BR JL Pababa THET A e E HAE f E D d ET A PE 

15， 将 本 章 $1 EEEE, GA E AS UL s Hg UFU ER UL, 《iD 扒 
广 到 -~ 艇 测度 空间 , M: VE CX, R 10 do ARAE E, CX RP, H0 RE CX 
R ORARE RJ, ECX. uA J&E RAF, Ru) duro 
Xe MEDEE X, R 4) LAWEDE DER), DDE, [AERDEXT 
(X, R, p) nf il Bo BR Eh, EE Sh TEE EIX, RYO I FRERES, 

16, dE f ER LA DUDUERDNERÉC Xd Eabb. EAA A 
PHE E n, Lab nb.-0, m iL 

FG) ef Gre a3, f G0) — f Ge b) 


证 明 存 在 常数 c, 使 得 fe 


$3 积分 及 其 性 质 

在 这 一 节 中 ， 主 要 任务 是 利用 第 二 章 中 介绍 的 测度 和 本 章 
§ 1-—2 的 可 测 函 数 来 建立 积分 . 在 数学 分 析 中 , 一 般 是 先 建立 有 限 
区 间 上 有 和 界 函 数 的 黎 曙 积分， 然后 再 讨论 无 界 区 间或 无 界 函 数 的 
广义 歼 曼 积分 ， 现 在 ， 新 积分 建立 的 顺序 也 是 如 此 :; 1 在 测度 有 
限 的 集 上 有 界 可 测 函 数 的 积分 ; 2, 在 测度 o -有限 的 集 上 可 测 菌 数 
的 积分 

此 外, 因为 讨论 的 是 积分 , 所 以 本 节 中 的 “函数 ”"， 如 无 特别 曲 
VN A BEARES. 

1， 在 测度 市 限 的 集 上 有 界 可 测 函数 的 积分 “我们 先 按照 第 
二 这 并 始 时 所 说 的 于 种 征 法 给 出 疾 积 分 的 定义 . 

EN BCX, 及 ,/) 是 测度 窑 间 .是 一 个 可 测 集 , eC) «coo, 
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了 是 定义 在 如 上 的 可 测 随 数 , 又 设 了 是 有 界 的 ， 就 是 说 存在 实数 上 
Aau ETOC, e), E, a HERR AH D: D— DO 
xDO--l-u eo 

&(D) - max CI, —0,-,), E, ECL, Sft) 


JF FEBR E, E LU, TERIS, 


SD) = Pu) 
b-i 


称 它 为 了 在 分 点 组 DP 下 的 一 个 * 和 数 "。 如果 存在 数 s， 它 满足 如 
下 条 件 ， 对 尾 向 220, 总 有 020, 使 得 对 任何 分 点 组 DP， 当 6CD) 
«ài. 

S (DD s| «e (8. 1) 
那 末 就 说 

&— lim SCD) (.1) 


Mp 
iX WIES S EE BODTGRUE à ERGO JPERSJGRfqEESM 
关于 点 的 积分 也 , iof 
特别 , 25 3 Ee zr [89 CX, R, 106p DURER RICE , 工 ，m) (或 
勒 册 格 - 斯 还 防 测 度 空间 (LE, L, 9)), f X Fm OR g AR, R 
是 勒 由 格 可 积 (或 (甘于 四 ) 勒 贝 格 -斯 落 阶 可 积 ) 咀 数 , 又 称 s 是 子 
在 召 上 的 勒 贝 格 积分 (或 (关于 9 的) 款 贝 格 -斯 落 阶 积分 )， 记 做 


C1 | fer( 或 ] fag). 通常 就 简写 为 | fdz. 14 E= Cos 站 时 , HN 


格 积分 又 写成 | faz， 如 果 讨 论 中 还 要 用 到 黎 曼 积分 , 我 们 便 把 歼 


DO 在 这 里 隔 数 了 的 可 积 福 和 积分 的 定 多 从 表面 上 米 看 与 RER PISU 
DRI 和 4 的 选取 有 关 , 但是 不 准 证 明 实 标 上 它们 号 ! 及 = HARER, 


$3 积分 及 其 性 质 137 


EBBAS faz、 对 于 分 点 组 D, 我 们 称 


8(D) - 1 UupC ECL f 1)) 


k=l 


AD) — OB Ef) 


k=1 

分 别 为 函数 了 在 分 点 组 石 下 的 “大 和 数 " 与 “小 和 数 *. 

HEJL TRAA MPT. 

811 CX, R, OEM ERN EERE, WEE LIE 
ARTMER 了 EIR, 而 且 积分 是 零 . 

QACX, R, DEZANEAN, MEFR ELHA 
Ji ER CERE T NLIS. 所 以 了 是 可 积 的 , 而 且 积 分 是 零 ) 

事实 上 , 这 时 一 切 (E) =0, 所 以 一 切 *“ 和 数 *58(D) 一 0, 因此 
了 是 可 积 的 而 且 


$12 i X-[01], RX:XéES—ULTARBIEES c-ftci&, R 上 


WE AE AT: 
1, 0€, 


一 EER 
D, 0E E, 


HLE) -$ 
dEMIBEZRRICX, 再 , 由 上 , 显然 ， 任 何 定义 在 二 上 的 有 界 函 数 
f 都 是 可 积 的 , 而 且 
| fdu- f(0) 
5 
事实 上 , 设 fCB)CCw) 对 [1, uJ 上 的 任何 分 点 组 D， 必 有 唯 


EZ 
bei 0 SÉ, 


18 DNE HARE p 


24 ik BF, aE) —0, 因此 SD) — Er E, EL, HII 
dim SCD) :- fC0) l 


8/3 在 蔓 贝 格 测 度 空间 (CB', 工 , mx) 中 ,我 们 考察 [0，1]. 上 的 
Dirichlet 函数 D(x)CAUM — stg | e ESSE SEBUT RS 析 ) 的 积 
f£. XUFORARBDD,SpPDL.GOlQBpmQE,—1, E LO 
Eia El (D). me EUR Ee 都 有 mE) —0, BIA SCD) = 
n [5,1 O0(D),. Ae DCr) 385 U RAS E 


NOTET 


D(z) 在 黎 曼 积分 意义 下 是 不 可 积 的 ， 而 校 勒 贝 格 积分 音义 是 
可 积 的 ， 这 说明 这 两 种 积分 的 可 积 沙 数 类 是 有 区 别 的 . 

对 于 我 们 这 一 节 所 引 人 的 积分 , 究竟 那些 函数 是 可 积 的 呢 1 下 
面 的 定理 回答 了 这 个 问题 ， 这 是 新 积分 理论 很 基本 的 结果 

X381 X, Ba) ERES IR, FER, BL uCB) «oo, BRE 
k— BP RCRERAR 有 (关于 测度 ) 必 是 可 积 的 、 

证 “按照 菌 数 可 积 的 定义 , 便 要 证 明 存 在 一 个 数 s, 使 得 对 任 
何 分 点 组 D, (3, ORY. | 

作 所 有 分 点 组 “小 和 ”的 上 确 界 S=sapS(D)，“ 大 和 ?的 下 确 
WS -int8() 


第 一 步 , KESSI WKE 如 果 D'，D” 是 两 个 分 点 组 ,将 
D, Dp" 的 分 点 合并 起 来 构成 一 个 新 分 点 组 D, D AARRE D' 或 
D" 中 又 增加 了 一 些 分 点 , 例如 当 D vB SA AE Pos IRE, 
相应 的 S (D) 中 的 项 是 L-E a fU. SBncdgud TEUX 
六 的 分 点 时 ， 它们 就 不 一 定 再 相 邻 了 ， 假 设 其 中 增加 了 某 些 分 点 
MR ttt, ET 


Lodi; axb«-cbHu-ld 
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Aka sari 


E k 
Dra EUSA- TG, f) 
*:-j pj 


| = (BU xf) 
所 以 SQO"')«8() 
类 似 地 有 S (D) SU), 即 在 一 个 分 点 组 中 如 果 增 加 了 分 点 ， 那 
末 “ 小 和 ”不 减 , “大 和 "不 增 ， 从 而 , 对 任何 两 个 分 点 组 D, D 都 有 
SD EID SID SO!) 


即 
SD YKD") 


因此 数 集 {S(D)} 中 一 切 数 不 超 过 数 集 {好 (LD)} 中 任何 一 个 数 ， 这 
就 得 到 
S«B 
第 二 步 , 证 明 总 = 有 号， 事实 上 , 设 嘱 为 任 一 分 点 组 , 由 于 
S(D)« S«.S«8(D) (3.2) 
所 以 
0-8 —$«: (D) SD $1 (5, h- VED BORD 
k=1 
(3. 3) 
qe], 如 录取 一 列 分 点 组 1 小， ó(D,) — 0, IA, 由 (3， 3) 怀 得 到 
8-8, 
第 三 步 ， H s=8= S, 现在 来 证 明 8 满足 (3.1 SHE TRI BT 
] 一 g 4 E Ai i 
0, Ik d= ri 对 任何 分 点 组 D, 24 00D) —Ó 时， 根据 (3 2)、 
(3. 3) 式 , 并 注意 到 8 — 8, SCD) 8 CD) LED), 我 们 就 得 到 
s—S(D)«S(QD) —SC(D) S O(D)u E) e 
© SQ) -s <E) —8(D) SD NAD) e Ww. 
下 面 介绍 积分 的 性 质 . 
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SIEI j20X, H.E B s]. ECR, JEH, a(E) «o2, f X: 
E LEA BE 且 Lafu ae 


lE) | FünscuuQE) (3. 4) 


证 AREH e, XEGR fOE) CC (E —e, ute, fEHR— 4 AER 
Leeslint e 那 末 


(1 —e)u( E) EHD 一 DEEDS uH euE) 
k=l 


44 5D) >0, 再 令 e0, 就 得 到 (3. 4), ER, 
定理 2 R(X, R, o E BUEESS IR, EER, JE B. iC E) n, f X 
E HAR TMAR. AUR E Y ERR ERU ELA ER S6 9 RT REIS CE) 


H E=] E, 那 末 
t=1 
{fan= > f fü (3.5) 


这 个 定理 称 为 积分 的 有 限 可 加 性 定理 , 
证 RORE B lc xAHu dd E, ECL, xf 


MG. EQ- EI, Aj—U)iP—i12,-,m WEE Uu Ei. 
idi 
而 且 当 iyi Bi, EAE. =ø, 因此 


Mud UEa )- EPEE d= SS) 
FE f=1 bE=1 41=1 iu1b-1 

(3.6) 
(3.6) 式 左边 是 了 作为 上 的 函数 ， 在 分 点 组 D 下 的 “和 数 "， 而 


(3. 6) bit f S Eu Ea) E REHAB f Bi E 上 函数 时 , 在 分 点 组 
E-i 
D 下 的 “和 和 数 ”"， 令 8(D)->0, 便 得 到 (3. 5)， 证 毕 . 
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积分 的 有 限 可 加 性 是 黎 曼 积分 中 的 有 限 可 加 性 
Go fe - ao fac ao[ fa 


的 发 展 ， 以 后 我 们 还 要 证 明 积 分 有 可 列 可 加 性 ， 

例 4 设 f 是 [a, b] - BSES I, a—ay n ee r.a—b, f E 
[to 24], Gri, 2;](2 72, 8, 8) 上 取 常 数值 an 那 末 了 在 [oa 61 E 
是 项 由 格 可 积 的 ,而且 


CL) fis - 3i -0- (| fe (3.7) 


事实 上 , 由 勒 风格 积分 的 定义 ,了 在 [xo, wd Mlt- c LE 
3h UL fé eT BUS, 而 且 


oj, | f&-mGoneo0o[^ fe 


TQ 
tzi vrl ioi 


在 Exo, #1] 上 的 积分 也 可 得 类 似 的 等 式 , 再 由 定理 2 所 述 的 积分 的 
有 限 可 加 性 就 得 淹 (3. 7). 

例 5 在 勒 风格 -斯 带 阶 测度 空间 CB', L^. g). 上， 取 了 仍 如 例 
4 中 国 数 ， 那 未 在 fa, DERT g 是 可 积 的 , 而且 


f fag= | Hag Cto tO) —g(5) 
F i-i 


(3.8) 
其 中 如 =[a,5], 而 | ，，fag 又 常 写成 [fag 


fa 


利用 引 理 1 和 定理 2 就 得 到 积分 的 线性 . 

定理 3 设 (X, R, 2 是 测度 空间 , EER, 并 且 f,9 是 召 上 两 个 
dare SEE EE, aE, MR, 

G) 对 任何 两 个 数 os. B, 


| ep-r Ban = af fapt B | ean 
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(i) 当 Gzz0 时 (的 非 负 性 假设 以 后 可 去 掉 , 见 本 章 S 8) 
f finn el fan 
B E 
iX H (au) (8) — au (E) CECR), 

证 COJA BIZ BOAE XL, 容易 证 明 对 任何 常数 a, 

BrELAE ER HE BH) 3S B dE dE T HEBG 24 a — 8 — 1 p CO B £5 TE CL, 4- 
证 明寺 下: 

FUCO, a), gC, wu, HEWER A, 2 SIC, 
VIG uw )m m RH D 一 t= lielie 
wh, 使 得 CD) «à, ôD, f e,;;— ECI; fw, 
1)， 那 来 吾 分 解 为 互 不 相交 的 有 限 个 可 测 集 的 和 : 


E= |] es。 根据 引 理 1 


ijai 
|, omae oe DuC) Q0 Ls Dee) 


«tuo. faut |. gar 

TUB 15» RART Bub, 对 上 式 中 i 了 求 和 就 得 到 
| EDEME | fau | gan 

4 ó—0, B £54 

La td) fau | oan (3.8) 
可 以 业 似 地 证 明 

Lo -F pan>] fapt N^ (3. 10) 

AG. 9), (3. 10) fine a= B= 1 ORK. 


MM $5 Mami o. IBS 
(i) 只要 注意 到 au di EAZA, R) 上 测度 ， 并 且 对 一 
B) EER, (ap) CE) -op(B)， 再 从 积 分 的 定义 ， 易 知 (ii) 成 立 ， 证 


版 


| 定理 4( 积 分 的 单调 性 》 EX, RS oeniga, BER, 
pCE)«co, Xdtf Hg EE LOB ANWAS, IB. fog. 
MK 
| fac | gdu (3.11) 
特别 , 当 了 一 9 时 ， 
[ftn gau 
AE dadh-f-s 那 末 4 党 0， 由 积分 的 有 限 可 加 性 
| aan=) hdjJ- mE Adu (3.12) 
MF aCECQI0)) — 0, REAL C3. 12) 中 右 过 的 第 二 个 积分 为 零 
而 弘一 个 积分 不 小 于 零 ， 因 此 | ,hdp>0， 由 积分 的 线性 立即 得 到 


(3.115, HEB, 
xo 设 了 是 有 和 界 可 测 阔 数 , aGE «oo, WME 


ROSEL 
证 由于 一 | 用 <<f<<1 用 ,利用 (3.11), 得 到 
一 | iflausc] ftus] fidu iH. 
RRS VOX RORNUEZSB, BER, pE)<o, Rit f 
E I ERERTIMER GS MESO d f ftu=0, IR fest. 
证 “ 任 取 一 焉 数 00-0, 那 末 由 积分 的 有 限 可 加 性 ， 


ja |, ftn luft (3. 13) 


or 
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但 是 由 £290 得 到 
ME fdui0 (3.14) 
又 由 单调 性 
{ femen») (3.18) 
EC a) 
因此 


Oscan Bf Fa)) S| fan=0 


这 只 可 能 是 ACB(f>>oD) 一 0, 因此 EG 70) = L) E( F1) 是 可 


列 个 零 集 的 和 集 , 它 当 然 是 零 集 ， 由 此 得 到 了 =0，、 证 毕 ， 

虽然 我 们 还 可 以 进一步 介绍 积分 的 一 些 重要 性质 ， 为 了 避免 
与 无 界 函 数 及 无 限 测 度 情 况 下 积分 的 性 质 在 叙述 上 太 多 重复 ， 所 
以 我 们 将 有 界 可 测 留 数 积分 就 介绍 到 此 . 

我 们 米 讨 论 读者 自然 是 很 关心 的 问题 ， 就 是 上 述 积 分 的 特别 
情形 一 一 得 内 格 积分 ， 它 究竟 和 歼 曼 积分 是 什么 关系 ， 下 面 的 定 
理 说 明 蔓 贝 格 积 分 是 比 获 曼 积分 更 为 普遍 的 一 种 积分 ， 

定理 6 设 了 是 定义 在 [e, 5] 上 的 阅 数 , 如 果 它 是 黎 曼 可 积 函 
数 , BER, 它 必 是 勒 员 格 可 积 的 , 而 且 . 


GL) fas (o far (3.16) 


证 EER 了 是 有 界 的 : 事实 上 , 因为 了 黎 受 可 积 , 所 以 对 
e>0, 存在 47-0, 使 得 [ae， 下 上任 一 分 点 组 D. a= pit mem. 
=b, 48D) —max(z, —2,-,) < 时 ， 


B NEDE) A) | fasce (3.17) 
1-1 a 


Hoh é 是 在 [eub n PERRA. AR e 1, 并 取 一 个 分 点 组 
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D, 使 SCD) 小 于 相应 于 e—1 09 0, GE D Ji, i 0 min Gr —2. 9 
Z0. xp i Ha p= EY. ki, EE 由 于 !3， 175», 得 到 WIRA 
FEDD EL IG] far | + SF) Iz) 
所 以 
b n" 

eor ao re FEGI and |/n 
但 上 式 右 边 是 与 i 无 关 的 定数 ， 而 ;是 [a bhm Is 所 以 了 
ERR. BER: BERM, fM, 

再 证 f 是 蔓 贝 客 可 积 的 ， 并 日 (3.16) 成 立 ， 因 为 fERgT 
积 的 , MARAH Das DaDa Da) >O, H asrar” 
< 用 m, MO RR S Ela IRF A 
界 , 上 确 界 .由 获 晶 积分 定义 , 容易 看 出 


lim WE 一 im SMP a 1) 
na b p> k 


=(B) | far (3. 18) 
作 两 个 函数 列 i par Pal 
-et 
Ti MG), 2a, "o Df(a), z—a. 


由 于 D.C. D,is, HERRA, 上 确 界 不 增 , IURI GR POUR 
A paa 
QE ERU xf 
lef = limpa f= limp, 显然 了 ,是 有 界 可 测 函 数 , JISM, Ifl 
<M, mH, 
fs 了 (3. 19) 
TR BU BS UM PE RUE ID TIR 


198 dra qp 


Xm) =L) [este | fe 
SUNS faeszc oo v.e - DUPE omo 
A n-»co, 利用 (3.18) 得 到 
Gy fe ao fe ao fe (3.20) 
m 3.19), £20, si LO d—Dds-o, Km 5 得 到 f. 


再 由 (8. 19) 得 到 fT. RAG, L, 和) 是 完全 测 麻 空间 ， 所 以 
f 也 是 可 测 函 数 . 由 定理 4 就 得 到 


& 
a 


CL) | fis Go [fis 证 毕 . 


2， 在 测度 -有 限 集 上 CR 
RAD 可 测 函 数 的 积分 “上 先 说 明 
两 个 常用 的 记号 ， 设 了 是 五 上 一 
TRAR, PEERS HC F* — max (f,0) 
《图 3. 1000, f^ —maxC- f, 0) 
《图 3. 2), 六, 六 是 由 了 产生 的 
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PRANAESAES e, 分 别称 为 了 的 正 部 与 负 部 ， 而 了 也 可 用 广 、 广 * 
mu fsfi. RENAE AERAR. RRS 
Am ge max(minC(f(z), N), —N)(B 3.2), RICI] (T) 
fUz YRUN Bes iE) — - ER ic, fe B | fO) | EN o rx E, "EBSER HS 
就 是 Jah mte f()—N. R FON ae E, "LBS 
AEN N. FEAN SRE RAAS. 特别 ， 当 
T0 Wf, LP 1s minCf, N), 

ER E EA u MER c—HWB AR, R ECCEQTeCEQCe 


是 忆 的 一 列 可 测 子 集 ,而且 u(E «coo E= |] En. Ho 称 En) 


是 召 的 一 询 测 度 有 限 单调 覆盖 . 

EM (CX, B, EIN Ex, ESR, JEER o- 有 限 的 ， 
XIR JEE EIER TMAR, (En 是 百 的 一 列 测 度 有 限 单调 程 
m, WRR 


limf [FJadp<o0 (3.21) 
我 们 就 称 f 是 关于 u 可 积 的 , 这 个 极限 值 就 规定 为 了 的 积分 , 记 为 
y 


RMEL ELIRA ERE. RAA, ERE 了 在 
E HARRIER MESARA REMA CE) 的 选取 无 
X. 

首先 我 们 注意 , 当 了 是 吕 上 的 非 负 可 测 函 数 , (E, 3E E R0 
测度 有 限 单调 覆盖 时 , 由 有 界 函 数 积分 的 单调 性 和 有 限 可 加 性 , 罕 


易 看 出。 Idul RAMA m|, Lodi 在 , 但 


有 可 能 是 2， 
下 面 我 们 证 明 更 一 般 的 结果 . 


IE zie uwagtt$ha 


s[:8 2 (X, R, o EWEN, ERR, 并且 如 是 o- 6 RS. 
Xiz f EE ETRA EG 并且 £220. (527, —1,2, AERE 
测度 有 限 单 调 覆盖 , CMS) CE 1, 32) 是 两 列 趋 向 十 ce 的 单调 庶 加 
正 数 列 , 如 果 


limf co EFL ag duco 
那 末 必 然 有 


lim] ao tf lss d= im [ pa Cf uc ta (3.22) 
n» n" Hore, R 


证 记 s 一 lim| pa 江天 ae diu, 由 于 IM 江门 aq du ETT 
增加 数列 , 所 以 对 一 切 自然 数 ns 
ha XL fl. dus;s 


邻 证 (3. 23)、 设 4 是 召 的 任 一 测 弃 有 限 的 可 测 子 集 ， 形 是 任 取 的 
ER. 24M, MSS PA 


Iram = faasa adus |, poolt Iudu 
«jotflqedeeMaGCAT ES) (3.23) 
xs + Mu(A— Ei?) 

BTE EAT EFA, 并且 门 (4—z390-4a— U E^ 
n=] R=] 
=A—E=Ø, SUfiu A) oo, ARRE —3x $2 2838 109 (v8 
Sllimu(4— 5,7) —0, &&SIBR ASEP, M — Mi^, 就 得 到 
ft a dS lin [sn Lf lsd 
对 一 切记 成 立 ， 和 再 令 oo0, 就 有 


lim | s a si os Lf 1e; dg. 
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IHNED, MP) USP, M9} 的 地 位 , 立即 得 到 (3. 22). ES. 
ERIR MP =n, MI? 一 时，(3.22) 就 表示 (3. 21) 引 入 积分 
的 定义 是 确 当 的 ， 如 果 民 :9 =n, 于 名 仍 为 一 般 单调 趋 向 co 数列 
时 , 引 理 说 明 积分 也 可 以 定义 为 ， 
| an=lim CH1uuto (3.21) 
这 里 UE.) JE E DG RUE URL ERES. UM) 是 趋向 co 的 单调 正 数 
fil 
当 了 是 有 界 的 国 数 , B(E) coo, 显然 ， 现在 的 定义 和 前 面 定 
义 是 一 致 的 . 
现在 举 一 些 非 负 可 积 函 数 的 例子 
例 6 考察 (0, co) 上 的 函数 
l, z€(0,1} 
a=? 
dp €(1, co) 


ATE DUERME BE BS BU. 
显然 ,对 任何 自然 数码 ( 图 3.3), 


LG Tp xcu 


1 
ES 1. co 
gi! zc ' ) 


3 E— (0, co), Mt E,- (0,3), n=1, 2,3, eS E BAU BEE TR R 
单调 稳 盖 似乎 最 为 自然 ， 但 考虑 到 积分 | ，[ 门 saz 的 计算 , 我 们 改 


取 E,-| d n too tops m fo HE 为 方便 ， 由 十 
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[fw 在 | iN i 上 是 dese nS. 所 以 
| — Laco e 
Ey dr? lm 


eni 3p 


d. 
Wa 


MACL) [fac - s. 
例 7 it E=X = halas, 2, el Uf lm=2, 3, nex 
O-O TRAH, ER. Es SOR E MA ME n, un 
NS ado 1llX. 
kiam Tisi o 306 a= A) os 


X E B9 BUff 7-36. RU a Ho TRUST do eof S ER RES f D 
知 (X, R 4) 是 全 0- 有 限 的 测 底 空间 ， 我 们 考察 瑟 上 如 下 的 图 数 
FCI 3.4) 对 任何 自然 数 m m, 

fa)-L, n=1,2, + 


f x)-m. m= z2, 83,1 


fa) 


—1,2, PEA E RIER 
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HARREM, AHS | [ 门 wa 最 方便, 这 时 


NOLO in))- GG 


所 以 | fau 

在 数学 分 析 中 ， 有 奇 点 的 卫 数 的 广义 积分 和 无 穷 区 间 上 的 广 
义 积 分 是 分 别 定义 的 ， 对 一 般 测度 的 积分 虽然 岂可 以 分 成 两 种 情 
况 分 别 定义 和 讨论 (例如 参见 [8]), 但 为 了 减少 过 多 重复 ， 我 们 才 
采取 了 把 两 种 情况 统一 起 来 的 形式 加 以 讨论 ， 不 过 上 面 只 是 对 非 
负 函 数 给 了 积分 定义 ， 我 们 还 要 介绍 一 般 函 数 (函数 值 有 正 、 有 
负 ) 的 积分 概念 . 

ÈN B(X, R, 由 是 测度 空间 , EER, 是 0- 有 限 的 。 又 设 
F 是 至 上 可 测 函 数 ， 如 果 了 的 正 部 f+、 负 部 广 都 是 关于 4 可 积 


fb, 我 们 就 称 上 关于 4 是 可 积 的 ,并 规定 | Pau | frau fie E 


上 的 积分 , 记 它 为 | ftu. 

下 面 我 们 介绍 积分 的 一 些 重要 性 质 , 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 3 设 召 是 测度 空间 ( 芳 , R, x) 上 的 0- 有 限 集 , 如 果 了 是 
DESOMLTTNESAEUTT NS MISES 333 x 
各 的 ， 7 

iE APILA MUHR Sf, hf MEE 是 可 积 
的 ; LE) ERES RINES, 对 任何 自然 数 a TAR 


j, Ga 人 | Ldn<| fan 
K DER 里 
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所 以 音调 殿 加 数列 | n La 的 极限 是 有 限 的 , 因此 A 是 可 积 
f, le A^ Abd DES. WEEE. 

引 理 3 常常 被 用 来 证 明 可 测 函 数 的 可 积 性 . 

定理 7( 有 限 可 加 性 ) ODREJESUESSROX,R, iD kHyo-d 
限 的 ， f EF Ep BE, 如 时 E-—RÉ, U Es, E D E e, Jt H. E 
E, EMH. MWK, f EE DUDRIACEAd GR f dE ELS ET 
积 ， 当 可 积 时 ， 


INT = f, fän 十 NT (3. 25) 


证 Riro EE OMEA RERE IR N Far USD 
了 分 别 是 E, E 的 测度 有 限 单调 覆盖 ， 并 且 FSCOROFOU 
CEA FO, 

24 fze0 时 ， 利 用 有 界 困 数 的 积分 的 有 限 可 加 性 , SHE RELANCE 


f, lins | p rint |, Cd (3.26) 


因为 了 是 可 积 的 , 以 及 [fw 衬 0, 从 (3. 26) 立 即 推出 
lim| [fIada <| fen 
Ei Pw E 


NP 


limf NOE NT 


Nu 


因此 了 在 吾 、 到 上 是 可 积 的 ， 在 (3,36) iR Noo, WER 
(3.25)， 反 过 来 , 如 果 了 在 E, E. EUR, 又 从 (3.26) 推 出 


|, stes | fina f, fu 


Bp F fEE Ew B. 

当下 是 一 般 可 测 函 数 时 , 如 果 了 在 加 上 可 积 , SUR F^. f^ 4EE 
EJE, 从 而 了 ,了 在 E, E ERE GAmÜHmE EX 了 的 正 
HP ART 限制 在 8.(i = 二 1,2) 上 上 时， 它们 也 分 别 是 了 作为 信 
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E. Lp Pd. RORA =F F dp E. E, EM vf Bu 
而 且 


[ivo [re [rne (f re fra) 


-人 fdv [f )-Í. fiu NL 

Bout An f dp E, 53 E. EARL SER FP de Ev 5 E. LEE 
BL 从 而 产 、 广 在 如 上 可 积 , 并 且 节 在 至上 也 可 积 ， 证 毕 . 

定理 7 显然 可 以 推广 到 当 集 如 分 解 成 有 限 个 互 不 相交 的 可 市 
集 时 的 情况 ， 所 以 定理 7 又 称 为 积分 的 有 限 可 加 性 ， 稍 后 ， 我 们 
要 证 明 积分 具有 可 列 可 加 性 ， 

为 了 证 明 积分 具有 线性 , 先 证 一 个 引 理 . 

引 理 4 Wt f, g ERE EATIS AN, 那 末 , 对 任何 自然 
数 N, 


[fedus Uf 1a t- L9] e Ef t gos (3. 27) 

WE JEUEADARSORARA WEeE,S JH (ro) < 入, (2) N, 
显然 ， [ffzo Fg sex fGro)d- g(x) — [f(x] H Ug (x15 如 
RF), $GOPEAURE—ASURCE N, PAn FSN, HU 
[f(z Fg) ]y = NEN HUIL Cro) 2a-- L8 C0) 1. 

再 证 右 端 不 等 式 : BF EF Ts- Ep] wf 4-9. flt L$102N, 
RALF] t Dg 1yszmin(f-g, 2N) [f gla. MEHE, 

定理 SCHERMO  VEE JEMEEZSRICX, 及 , x) 上 o- 有 限 的 , 了 与 
g 是 加 上 两 个 可 积 函 数 , 那 末 ， 对 尾 们 两 个 常数 ,Baf 十 By 也 是 
TRAR, 而 且 


[af Boda -n | faut 8] gan 


XE 1 620,B FQGf!'—aP AP RBUE, ERS) 也 
是 可 积 的 , 而 县 


mao 000 0 22:228. AR mo 


| aP duza | Ftu 
3 a=0 时， 上 上述 结 论 显 然 成 立 。 对 于 w >0， 由 于 [of = 
mM ^ ; QAO . 
etf ls, 根据 (3. 24) (Hx M, ) (E 


NC lim| Caf hlu adim [ladu 


AO) 碍 类 似 地 讨论 ， 固 此 ,af 可 积 , H. 
| CH dac af fap 


当 “<0 时 , 也 可 类 似 讨论 ， 
所 以 只 要 就 4= B— 1 的 情况 来 证 明定 理 成 立 便 可 以 了 . 
如 果 £20,920, VUE BG MUERE E GR 
(3. DAR AA ARRI f DE ART WERA 
| etus f, Caes Elodes f, fohn 
(3. 28) 
根据 有 界 可 积 函数 的 线性 ， 
f, EF Goloduo | Faaa+ | Cedu 
Ex Ey Ey 
由 于 假设 f, o 可 积 , 令 W->co, 得 到 
umf, (42e ig] ddu =| fauc | giunco (3.29) 
又 从 (3. 28) 的 左边 一 全 不 等 式 ( 令 W->co) 知 道 了 +9 是 可 积 的 , 并 
且 
o rone, fan gan (3.30) 


六 A 


再 在 (3. DØRER), Cls tinus NEPTIS 


ee 
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4 Neo, 并 用 (3. 29) 便 得 到 


f ftu» | ota | d 2n (3.81) 
(3.30), (3,31) 结 合 起 来 便 得 到 当 £250, 920 时 ， 
| Goin - | faut | gdu (3.32) 


34 fog 是 一 般 可 积 国 数 时 , 由 于 
AD SF tg MO fce 
所 以 由 引 理 3, f--g EARI. XAF 
FAD Gtr ftg tg 2-7 t9) 
从 而 得 到 
(f+ +g t+ 
3 3X AI ERICH] C3. 32). 就 得 到 
[domne [rna | gde 
- ru [rene + 人 -ae 
称 项 后 就 知道 (3. 3209 — ARAR fog 也 成 立 ， 证 毕 . 
定理 3 UEJOUEIBCX,R, mE o- ARA, 1,9 是 百 上 
9j E SEXE ES9)BUS UR CR RO MER: 
1* 如 果 f--0, 那 末 了 是 可 积 的 , 并且 


| fano (3.33) 


反之 , 如 果 f EE EWE IIO, 站 且 (3. 33) 成 立 , 那 末 f—0. 
2* 单调 性 : itg EE ERAR, 又 如 果 fg 那 末 


| fanz- | gan (3.34) 
8” 绝对 可 积 性 : 了 在 名 上 可 积 时 , |f| 在 上 可 积 , 并 且 
|f fan <f ae (3.35) 
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WE 1” 第 一 部 分 是 显然 的 .第 二 部 分 的 证 靶 和 宠 理 5 的 证 
法 相同， 

2° 4 2g ht 了 一 g 沪 0。 设 {B} 是 琉 的 一 个 测度 有 限 单调 覆 
4, ME 


| U— 00. But[ G-odn>o. PRA 8, 


| pan= | fan- [ oan 
立即 得 到 (3. 24), 
” 当 了 可 积 时 , AAR, MAI =S E 也 可 积 ， 由 于 
~| FLES h 根据 (3,34) 得 到 
~| lens f fans {tflan 
即 (3. 35) 成 立 ， 证 毕 . 
定理 9 中 3^ KAATE RRA f ARHAR! 
一 定 也 可 积 ), 在 广义 柳 曼 积分 中 是 没有 的 , 举例 如 下 ， 
例 8 PRO 1] 上 的 函数 


f(z) = 所 Loin, Qa 

0, r=0 

ex 3, 它 是 广义 黎 曼 可 积 函 数 , BETET EE TRR. 
我 们 注意 ， 这 个 函数 了 在 [0, 131 E939 PLE PUO XT dE AER: 

因为 如 果 它 勒 风格 可 积 , 由 定理 9 的 性 质 3*，| 了 | 应 该 是 勒 贝 格 可 


put, mi | ein H eE, 1| Ese sr 所 以 


Co tras |i fid 


=f Z 


dz— oo (24 nok) 


. 1 
sin 
Da 
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X ui 83] | fL AE A UL BL 因而 了 也 不 是 勒 员 格 可 积 的 . 

下 面 定 理 10 所 说 的 积分 性 质 称 为 积分 的 全 连续 性 (或 称 做 绝 
对 连续 性 ); 

定理 10( 全 连续 性 )  GREROGNEETSIIOX, R, n)bcHER 
W, f ÈE EPAR. RAEM 020, 必 在 在 07-0, 24 e EE 
的 任何 一 个 可 测 子 集 , 而 且 Ce) «—O ET, 就 成 立 着 


[E 


证 REE BSHLRCET ER RISE SG. 由 定理 9 09 37, | 了 | 是 
可 积 的 ， 这 时 必 有 自然 数 NS 使 得 


ffia- ME 


(3.36) 


由 于 | ， filu | CUL Ido 因此 


] offa 
: — e 
Hi =N, Ty 由 《3. 35) 得 到 
[fan [< Fran= | FI LIF) dt | EFs 


<f OHU dta itie 
证 毕 . 
下 面 证 明 积分 的 可 列 可 加 性 . 
定理 11( 可 列 可 加 性 ) 设置 是 测度 空间 (也 , R, 4) 上 o- 有 限 


的 ,了 是 如 上 可 油 函 数 ,如果 玉 = Ü z. ma EER, EN B= 2, 


iz5j. HEX, f EE 二 可 积 的 充 要 条 件 是 
(D 了 在 E, EaR; 


Lua 第 三 意 SRAI 


ai Df, Hlen<e, 
当 了 可 积 时 ， 
{fap= NET (3.37) 
证 ”必要 性 : 设 半 是 可 积 的 , 由 于 
a(D z.) U(z-Ü 3 
根据 积分 的 有 限 可 加 性 ,了 在 世上 可 积 ( 所 以 (i) 是 必要 的 ), BL 
INT NE NF NS (3.38) 
TRO. 38) B f£ Sao | f| CORE RUBUS), 立即 得 到 
f fl> Df, Ifa (3.39) 


4 m-*co, [i FE sg ER B0 4 f GG d 38 5 ES, 
36H VE: VE CF.) AGE O93 FECI E VAL IRR 


a y 
re) 
也 是 已 的 测度 有 限 单调 覆 益 , 由 有 界 可 测 函 数 在 测度 有 限 集 

ZU 
i-l 
上 的 积分 有 限 可 加 性 (定理 2) 得 到 

J et a = ,Claps DN, le 
a NA "n ini" Fant; i-i1t4 


(3. 40) 
右边 不 依赖 于 2 所 以 令 n->c0, Eml EE E TBI AT f dE E 
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ETE. 
最 后 , 再 证 (3. 373R, P8 f oR (303.3900 m>, 再 
将 (3. 407 中 aco, 便 得 到 


即 对 | 了 |, (3. 37) 成 立 . 
由 {3. 3885, (3. 全) 和 积分 的 有 限 可 加 性 得 到 


INT 一 x. fiu | 二 f 


ss fan | 
i21 


<|, 5 la Df, lag 


i=l 


从 |，1fldp<oo, 在 上 式 中 令 m>co, 便 得 到 


[fan= Sf, nn 证 毕 . 


3， 勒 内 格 -斯 蒂 阶 (Lebesgue-Stisltjes) 积 分 前 面 建立 的 
是 一 般 测 度 空间 (也 ,及 , x 上 积分 报 念 ， 由 于 一 般 分 析 数 学 , 数学 
物理 用 ! 扫 率 论 等 常用 的 积分 除 勒 风格 积分 外 ， 便 是 #8 维 欧 几 里 得 
AH E3e T Eh DL Mr rp AN HERUBUS. SEHE ERR bXCFGES Dl 
Ve-3upxE E NDERSBUX. ETIA DUE XUL AS EA DUE BET EP AR IP 
Sit UR, 在 此 对 其 产生 过 程 和 一 般 测 诬 论 中 没有 的 性 质 作 一 丢 还 ， 
pde. 

设 是 直线 上 单调 增加 右 连 续 国 数 { 又 称 为 吾 上 上 分布), 根据 
BLR $8 2. 由 9 可 产生 (2B', RO 圭一 个 测度 g， 满 是 g((08,5]) — 
9C5)-9ta)， 继 而 在 于 (Ro) GE EX E—- ULT RR E 引出 
PME 9*, 青 把 H(RQ ie Caratheodory 条 件 

g*G) = gU E) g*CE— E), FCHCR) 
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DEERD g*- ERE CHE T: g 的 ) 3 EUR - Hr ED RT 测 集 ) 
g- BR ARE OG Ls s ELI LEANE, Mig 为 9， 称 
(BB',L,g) 是 勒 风格 -斯 蒂 阶 测度 空间 ， 除 有 作为 一 般 测 度 的 性 质 
外 , 主要 有 下 面 性 质 ( 可 对 比 第 二 章 的 $4 rp DUI IURE HO E ): 

(i) L'E F LÉS e-a, LDB = SCR), 

GD CF', L*, p EA o- f RAME HB. 

(iii) 对 每 个 EEL’, MA ACB, BEB, 使 得 

AOEJSB,JEH s(A—E)—0—9(E— B) 

(v) EEH(RQ, IK ECL? 的 充 要 条 件 是 下 面 三 个 中 的 一 
个 成 立 ; 

1° HE e>0, FERYE ODE, 使 得 g* (O— E) Ze, 

2? AHEM £20, 存在 闭 集 FCE, 使 得 g* CE— Fee, 

3” 对 任何 e0, TEZEPAEO. BIRF, 使 得 ODEDF, 并 且 
g(0— F)«e, 

AUR ECL: f EE EGET g ) 的 可 测 函 数 ， 按 本 节 第 一 、 二 小 
节 方式 建立 关于 9 测度 的 积分 , 记 为 | fag, 称 为 EE EGET 9 
的 ) 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 积分 ， 如 果 互 是 区 间 的 情况 , 通常 又 记 为 

fan Pm rm [oum orm remm 

at a0) 
[fa9 一 [fag re R Mo) 

由 于 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 测 虚 是 一 般 油 度 的 特殊 情况 , 所 以 一 般 测 
度 空间 上 积分 性 质 它 都 具有 , 这 里 不 拟 复述 . 

如 果 qn. pÆ E 上 两 个 不 同 的 单调 增加 右 连 续 国 数 ， 那 未 
Lo AL ERER mÁilbcE.Ls,g RE, Le, go LR 
nf DU ERU DRITTER C EH, KRETE — e DT 
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开明 这 个 问题 。 这 些 例子 本 身 也 其 有 上 典型 意义 ， 
pjs [PERI Heaviside) Hr: 
D, z0 
«o-T z0 
显然 ， 这 时 直线 上 一 切 了 党 至 者 是 完全 测度 空间 ( 吾 ,三 *， 人 的 可 
测 集 ， 因 而 定义 在 站 上 任何 一 个 有 限 实 函数 F E 上", 9) 上 
AMAR, HETRE. 其 积分 为 
| F -f QPMPOCE 
B fQD, 4 oc £ 
例 10 jid 了 Ez) 是 不 超过 zw 的 最 大 整数 . Kee E 上 单调 
增加 的 右 连 续 函 数 (图 3. 55, 显然 , 这 时 直线 上 一 切 子 集 亚 都 是 完 
AMEZEK, E, E)RSu[I-P-SE, ECMOSET ABBIA ER GS 
个 数 , 因而 定义 在 吾 EBSfEREI— ACH PRSCERAE f RE, L^, E) 
Emp mix. f de E. 上 可 积 的 充 要 条 件 是 


5 IF| < 3 EG) 
n=- 2 $—o 
当 这 个 条 件 满 足 时 ， -3-24 Ii} se 
co = O1 2 x 
| fie- 二 Fn 1 
mi Rc *—o 1-2 
事实 上 ， HK E,-— (—n,n], 3 
n=l, 2, e, 图 3.5 


ITE] 


根据 了 在 上 可 积 的 这 要 条 件 是 天 同时 在 如 LupBL wia 


n-l 
QI 21 f G +1) 


TERE 上 可 积 的 充 要 条 件 是 随 个 由 项 级 歼 PO) We, LEI 


212 BER upra dus 


e 


DIIGH <e, Hitaat, 


-%0 


MI [ far- | fas E 
—üm[ true, tar SA) 


E iti SERRE AE 9 2 O<, MAREA d 当 


az» IFO EE CGO = f* GO ROSE, 

BEHA oMfesceCHED. c0 时 ,了 在 可 上 (关于 EET 
可 积 的 ， 

例 11 证 9 是 吾 :' 上 一 个 单调 增加 右 连 续 项 数 , 取 [a, 可 的 特 
PERR Xia, 由 于 Ls, HJEL”, 所 以 Yo 是 (关于 9 HTAA 
数 , 显然 它 关 于 勒 贝 格 -斯 带 阶 测度 yg 是 可 积 的 , H. 


| Xindg = aa, 51) 7900 —g(a—0) 


例 12 ikg E bit TAR A 存在 常数 w， 使 得 
g'r)maL0, 这 时 9 是 单调 增加 连续 函数 ， 在 ( 吾 ， 工 ?9 g) EEE 
LEE EE. 

事实 上 , 如 果 Eo 是 10, 1] E — 7 39) EUROS REIR, 我 们 证 明 它 
BLEG, L*, gp EPWI, Wie, EmA 908) —0, 4A 
mC 加) 0。 这 是 因为 对 任何 o0, ~EFEIRO, O.— E, mi 
g(0,—E)-«sa, IH T g(E) —0, BEL g(O.)ea, Vo (Ca, 5,)3 IE 
D0, 的 构成 区 间 , 由 此 得 到 


g(0,) = S96,) —g(a,)) « ea 


根据 假设 g (r)zma7-0, 用 中 值 定理 就 得 到 
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qe PIB ) —9(a,))) za S 1(5,—a,) 


Bl mCO ) «e, 因此 m EERO, ) e, AR ec GEHE mE) —0, X 
在 利用 这 个 事实 来 证 朋 Eo 不 是 (五 Le p EOM SS, BERI, 
Eo, EKT g n IB, 党 存在 Borel Æ By By Es. $(Bs4— Eo) —0,. [A] 
BE mCB,— E,)—0,. (8 B, ES DUET E, E Eoo Bo 一 (BB 一 
Es), 2E) BL EAS, KRR E 不 是 勤 贝 插 三 测 集 耶 盾 ， 所 
以 E, 不 可 能 是 (六 ,上 ,9) 上 可 测 集 .证 毕 . 

这 些 例 子 说 明 , 由 于 g Ryu], — "ERE TECE', L^, g) 上 的 可 
济 竹 和 可 和 性 与 9 有 极为 密切 的 英 系 ， 但 我 们 有 如 下 结果 ， 

定理 12 Borel 集 上 的 Baire Eft Efa ah L 格 -斯 落 阶 测 
ETE MAR. 而 有 界 Borel 集 上 有 有 界 Baire Hg 的 一 切 
惑 风格 -斯 蒂 阶 积分 都 存在 . 

证 设 ( 吾 ,所 ?，9) 是 由 单调 增加 专 连 续 函 数 g 产生 的 完全 测 
度 空间 , 设 百 是 Borel $, JÆ E EH Baire Hë, MEEUSE 
BCL, BA f EEECG', LOTHAR, LEEA RI, 
BCLa, b], IR e (Eos g(La, 5D, dl 11, SUL 9 (Ta, bI 一 g(b) 
—g(a—0)«oo, AEE 了 便 是 (甘于 9 MEE IR E RIA E. iAy 
HRAMA. 根据 定理 Lf XCT g Wh VL ES DEDE BU) fr dE 
证 毕 . 

因为 BCL, BrELTE ERE EOR n 维 欧 几 里 德 空间 上 ) 邵 果 有 
多 个 勤 册 格 -斯 蒂 阶 测度 场合 ， 一般 孝 采 用 Borei sr Aj ERE CRI 
Baire EHE. 

Pi d DL Hr REA ORE EE, 

定理 13 jg f Ele b TTA a=, beto EAF gH 
MUR- BiA TRR. 32k. WEE DeL. dAxEdeTEDa bj] 上 连续 
ERE. o, PEH 
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| folage 
我 们 下 面具 证 明 当 g 2245 DAA RUE REO, 一 般 的 9 的 情况 
给 读者 作为 练习 . 
证 ”对 任何 e>0, 由 £0 广 的 积分 定义 可 知 ， 存 在 N, 使 得 
fF = Ft l'a - Ure 


Wd. p APA], MAREE, MEEL, 6 上 连续 函数 


v: le | ZN, 和 和 Ea， 8 的 可 测 子 集 E, HE) <ð, XrE[a, b] — E, 
MEfl«GO 9. EIE 
2eN 2e 


| 一 le ={ Itfls- oli g 
由 此 得 到 
| -el 大 人 和 王 cm 二 IE 一 el 人 


ge ,2e 
所 可 十 可 一 


证 毕 , 

4. 积分 的 塞 数 变 换 ”在 黎明 积分 中 , 一 个 很 有 用 的 工具 就 是 
积分 的 变数 变换 .现在 我 们 电 来 研究 一 般 测 讼 空间 上 的 “变数 变 
换 * 疝 题 。 为 此 先 引 进 可 测 映 照 髓 念 . 

EX BOG, Ri) i 一 1,2 EB B, od XX 的 
一 个 映照 , 如 果 对 每 个 EER, p (E) -(x| 2E X, er) E) RCT 
Ra PRE o EX, ROIG, 民 ,) 的 可 测 映 照 ,或 简称 做 可 测 映 
REUS (RO = {p E) EER). 

例如 , 当 X: 是 实 直 线 F, R, 是 直线 上 上 Borel 集 ( 即 Ro B) 
BF, CX, R,XBICE', Bygn MERE p at X Ri) Eig ef MAg. 
这 是 因为 p o, ep - XiCesco) AE RT WE, miak. TEA 
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证 明 : Mp E X, ERC, RO Eve Exil, p mE, R$ 
CGE', Bol s AME BE CAR S 1 218 6), AE aT UE HR eT A ER 
Bo EJ. 

FERNE — 4-52 (8 0 Bit Uc. 

XX WOX,R0,i-1,2 是 两 个 可 测 空 间 , 9 3E Xi EAX: 
ES S CBE— H), HAECX, ROSICX, 好 2) 的 可 测 上 映照 ， 
同时 县 ,一 9p AR;)， 那 未 我 们 襄 称 多 是 (下 1, ROSC., RR;) 的 可 
测 同 构 映照 , 

例 13 设 X, 一 BR 一 BG 一 1,2)，P 是 可 上 严格 单调 增 
如 的 函数 , 并 且 十 了 上 的 双 射 ( 必 连 续 ), 例如 pC(2)=2, 25, e*—e* 
ux MAR p 也 是 E! 上 的 双 射 ,并 且 是 严格 单调 增加 函数 , 因 
此 , 9、 都 是 Borel 订 测 函数 (6 1 习题 13)， 从 而 对 任何 Ec B, 
p '(E)€B, 同样 , (9 2 7(E)€B,. Bl o3 CE', B)SICE', B) 的 可 
Bua d. 

$14 iU X =E, R =B; X,—(a,b), R,—-Bü(a, bb, X 
设 旬 是 (a, b)(—co» co) RS. JE H JE SÉ HE n ER E, P 


in g(z) = ig T 1,0710) 12 st. ep 18 中 的 理由 ， 


p Ea b), RAN Ce, POF, 吾 )? 的 可 调 同 构 , 

显然 , 25 p J& RT ULT RJ EG IS, o^ 45A nf Ae] S MER. 

93 COX, RDE, 民 ;) 的 可 测 国 构 ， 这 时 , WREX Ra) 
上 有 测度 s, 我 们 可 作 B. LRAR v 如 下 : M FEER, H, vE) = 
HCP(B))， 容易 ReX’ RO 上 的 测度 Rd» 
uCpC 25, 

下 面 就 是 积分 的 一 种 变数 变换 定理 〈 更 一 般 的 变数 变换 定 埋 
记 定 理 15), 

定理 14 W(X., R), i L2, 是 两 个 可 测 空 间 , e X, R) 
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HCX a, HR; 的 可 测 同 构 喘 局 ， E A CX s 及 ;) 上 一 个 测度 ， ECE;, 
JU E. og fX asl PRO TEE AG IUE) E M GC 
fg(zi)) 基 于 测度 vC) iCHCO) EP MAA S ET SERI, 

[feodi | a APOD) B. 42) 
点 +o (E) 


证 fE ERTA, BJOHS qp mE E<, 

HF p ETR, 那 术 

(ailen Ep (E), fipizo) et 

=o '( {g| yEE, JDS} (3. 43) 
EME, MAPE EHR paT, BROn li 
Ru. SÉERv(Op E S elp (E) — uE, E] fU Qi 
是 甘于 ?> 可 积 的 。 在 了 的 值 域 中 任职 一 分 点 组 DPD; Ee 
lm 那 未 由 58. 43) 得 到 


Driny |y€E, ha EFO 


ZP23HTTC (z|z€o (E), 5, x f(p(a) 1) 
PET 


BEA f RFH DUE Cy(z)) 关 于 nC CO) 4ERI 2188 
下 和 数 是 一 样 的 ， 再 令 CD) = max L— L0, REPETE f 
有 界 、&( 权 <co 的 情况 下 就 正明 了 (3. 42), 

设 甬 数 了 是 无 界 的 ,而 且 F0, E XT ub od RU. ME 
fo CX) BUR ATI UDREIE (EO, 容易 知道 fp CE) UE e^ C) 
53€ MAE v 的 测度 有 限 音调 种 六 ， 在 等 式 

|, E1odutsD- | ss, Efl (pls) ip GIO) 


m. A No, BH TE LR ER fe fE vm ELE DR, 就 推出 右边 极限 也 存 
在 而 且 有 限 ,同时 王 个 极限 相等, BI C3. 42) 式 成 立 ， 
对 于 一 般 的 函数 户 可 以 分 别 考察 广 , 三 就 行 了 。 
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ATH pTM pt bE TMR. AA (pt )) 
XCFou(pCOO BO TAHE THH f OT n BHE ge. 

应 用 这 个 定理 于 勒 内 衬 - 斯 蒂 阶 测度 就 得 到 下 面 的 系 . 

RI 设 (B', 工 ,9) 是 直线 上 的 勒 风 格 -斯 蒂 阶 测度 空间 , ?是 
EEB 避 上 的 严格 单调 增加 连续 阔 束 ,了 Baire Age. fH 
Borel RE LRF g 可 积 的 充 要 条 件 是 fÉg(2003ERE p DER 
于 7922Z 力 可 积 ， 当 了 可 积 时 , FARE 


«BIG OCT DY (3. 44) 


证 (Re E ESE p——opz, mH p a a= 
Cp Ca) p~] IE 97 CR — Ry, 4H -(FILECS (GU), 
P (GE)SSO(UVE E WuESLMIE— 4 0-35, HA SCRODSM OR, 
(BSCR)& f Rio o-95, 所 以 M—SCRO = B, ip BEB. 
用 ?该 oU, WER BCPp B. BL e amA, inj 
Ludo yd BER 就 得 到 系 1 的 结论 . 

R2 设 了 是 (一 co, eco) 于 勒 幢 格 可 测 国 数 , 那 末 对 任何 四 


| Keyar= | Hatia (3. 45) 


证 “对 任何 给 定 的 (PE ETE! ROBUR ni ri 十 二 将 系 1 
MRFS DUO JEH E. RAR 
[foe -[ fre drt 0 (3. 46) 
得 是 勒 贝 格 测 度 是 平移 不 变 的 . EET DELE STIR E, mCr (0) 
-m(E), BEDS TET ST BUR h, 
| ained) = | acus (3.47) 
在 (3.47) 中 取 MKz)= f D. 再 将 (3.47) 代 入 (3. 40) b 
AN2. 45), WERE, 
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TR, 定理 14 可 以 推广 ， 从 定理 14 证 明 过 程 可 见 , 积分 要 能 
进行 “变数 变换 ?*, EEA p ER RT WE PE, 其 次 变换 前 后 的 
两 个 (分 别 各 自 可 测 空 间 上 的 ) 柯 测 集 的 测度 相等 ， 在 “变数 变换 ” 
中 下 面 概念 是 常用 的 ， 

定义 ROX, Re, H(i 二 1，2) 是 两 个 测度 空间 , p 是 X 
X, 的 映照 . 如 果 对 尾 何 E, CR, G —1,2, pE ER, 9 (BER,, 
FFH (CE — 1n G0, HP (ED — uE, MWR, ip 
(X,, Bi, p SRCX a Ro us) BS TR FE PEATS E [9 28 3. 简称 为 保 测 
变换 . 

{PE 14 证 明 过 程 , 易 知 有 下 面 的 定理 . 

定理 15 R(X., Ro up EMERE, pÆ, REDE 
(Xa R, BEES. ECOX. RE DERGE f XD 可 各 
ly E EAR RAE foo 是 e OD EXC m 可 积 的 。 当 可 积 时 ， 


[fGodun = |, FOGD) 
E #7 (E) 


2 HH 


L MB, Ho, 5] EAE FUE AER f, WRI FG dao, XE f G0 0. 
An RI EA c DL JURE DU, 结果 如 何 ? 

2. Wf JEQCG R, H) LAREN Ie P FELE, Rui) Es 
函数 ， 

3， 证 明定 理 13 申 一 co<m 8<<co， 而 四 换 为 [o 区 上 多项式 9 四 或 三 
角 多 项 式 也 是 可 以 的 。、 但 如 果 Fa 如 为 (一 oo, coit, MURRER, 多项式 
函数 类 ,三角 多 项 式 函数 类 中 哪 一 个 交 能 使 定理 13 成 立 ! 哪些 类 不 能 成 立 ? 
HA? 

4. Wf Ta, 511-48 DUTI B, 证明 


P5 DÉ 
tim Al JG Lsinnzldz | FG dz, 
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kd 再 uJ 
lim] f») | cosna|da— | fon dx 


sin 
feos Ete (a7 0) 
ü, z--0 
讨论 a 为 何 值 时 , f LO, 1] E85 VL RT ELER C ez 7I RT BAR T. 
LE 


sin — 
f= S [z[>0 (a>0) 
0, z—0 
itib a 为何 慎 时 , f£ RE C— 00, 00) ED UL dit RT Pico RR, 
6. X fioi an o0) E B n RERER IB, UEBER ERE E, Jibi) 
也 是 勒 风 格 可 积 的 , (Ban f EEG, Log) ARAR, H fir 基 否 在 
GP, 了 g) d 0| 83; 为 什么 ? 
?. 4 f Æo cc) b UL a RAR, E RH 
lim] f (ti) f(s) dz 


ip f E, Lo, g) EIRAS, 上 式 是 否 成 立 ? 为 什么 ? 

8 (EL RO, (Xan RO 是 两 个 可 测 空 间 ,g 是 Xi > 三 的 可 浏 映照 , 记 
Reg (RO. (证 明 号 也 是 一 个 怀 ,的 0- 子 环 ，(ii) An FEE EXT 
(Xn Ry, p) R K, WE FO Ep 1 UD. E OG, R, vO BRI ER HC 
其 外 xD =u eC, JL 

jf ap ce) | ,fo md tp ta) 


98。 证 明 引 理 2 中 的 数列 4 分 换 成 一 般 的 趋向 无 限 大 的 数列 时 仍 底 
X, 
10. JE E RERA, R, p EBE ARR Bo S. REUS S EE ERDPUD E 


WE A UE RE na (E) ceo, 其 由 E, En |f] 8 D, 
n=1 


l1. ief ERARA, qd 是 大 于 1 的 茶 个 数 . 证明, 如 村 对 任何 满 
EIR gy Ra AS Fri A e h, fe 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 那 末 | 开 ? 2 P 


-一 -一 -一 -一 -…-.… 一 一 -一 -一 -- 一 -一 -一 一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 -= -一 
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可 积 的 , 这 里 AES ed WER. 

12. VE pu pa EUWE, ROERNE, JEILXP— ED EER, u (B) 
SD EN: M f EE BXUCT u, ME, XUGE f TEE LY H Hid Hr 
WEP, 并 且 

fdiu tta) -Í fam 4| fåra 
E rH wd 


84 积分 的 极限 定理 

在 这 一 节 里 读者 将 会 看 到 新 的 积分 在 处 理 积分 积极 限 交 换 是 
序 时 ， 所 要 求 的 条 件 比 获 曙 积分 要 弱 得 多 。 所 以 本 贡 中 一 些 基本 
定理 在 一 般 分 析 数 党 中 被 经 党 引用. 

1 控制 收 仇 定理 ”在 本 节 中 所 讨论 的 可 测 集 , RA o 
申明 , 都 是 指 某 个 测度 空间 ( 开 , R, s) ESTE o- 有 限 的 集 ， 设 
UE E EJAZ, 如 果 吾 上 有 一 个 非 负 画 数 F, 使 得 

[fir | FQ) 
X—U)ndigpE LER, SERE E (e 的 控制 函数 。 下面 的 定理 称 
为 支 贝 格 的 控制 收 化 定理 ， 它 首先 是 由 勒 贝 格 在 勒 页 格 税 分 的 情 
说 下 证 明 的 ， 

定理 1 设 {fr} 是 可 测 集 吾 上 的 一 列 可 测 冰 数 ,了 是 它 的 一 个 
可 积 的 控制 函数 ( 即 在 五 上 |f| mF,n—1,2, e, MEERE 
£0. EA KETTA f, 孝 来 了 在 召 上 是 可 积 的 ， 
并 且 

lim| fiu | fan a. D 

证 HDT ff, EN. mB$2 Jig. 
JLSEAb RES SET. f, BEM fe SF BRAI SEE. d F Bur BtoERI 
$33[2 3 便 知 道 |f| 是 可 积 的 , HEEL P STER, SEI e BESISE 
X. DRX, 


$4 积分 的 极 限定 再 E 


AE B CE) «oot RUE 3r, OE 60, ip Hu kV. 


& 
I?) 8 
[a PDiu=], G- DIT, Ge 04a 
433 — LO RU b BLUE BU (E-E 


E 
2(uCE) T1) ) ) 得 到 


IN G.—fdn SM iff » 


£ LÀ 
BEC rSv g AD 


利用 如 的 SÉ xERk 4E, BE 6090, 对 任何 eC E, u(oe) 8, 
z , 
| Fin (4.3) 
对 于 这 个 ô, HAA faf EAF N, aN hh ela) 
达 #， 内 而 得 到 有 边 第 二 个 积分 (用 Ha RER. 3) 中 的 的 估计 
|i - HDn) f Fåp Eco nN (4.4) 


MCA 2), 《4.3) 立 即 得 到 (4.1) 在 4 <eo 时 成 立 . 
现在 利用 在 #(B)<oo 精 况 下 (4.1) 成 立 这 个 事实 来 证 明 吾 是 
c- 有 限时 , (4. 1) 也 成 立 :对 任何 *>0 由 积分 定义 ， 存 在 ECE, 
i (E, ) «co, 并且 
E 
[ria N LP] du 4-5. 
从 上 式 得 到 


| Fiu =| Fan 一 | Finx | Fáp — | [P] du « 5. 
E-E, JE un F E, 4 


一 一 
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名 此 得 到 
Ies; el], opu] HL una] 
«|j, c nme 2Fdp— Cf,— aul m 
但 E, 是 满足 s(E.)«co. XP Ee (4 DRX MAGTEN, T 


n>N 时， IN G.— dn | <E, Mifi nN 时 ， 


8. 


INTE 
证 毕 . 
仿照 这 个 定理 ， 可 以 得 到 几乎 处 处 政 钱 函数 列 的 控制 收敛 定 
定理 1 设 {f} 是 情 上 一 列 可 测 函 数 ,是 它 的 控制 函数 ,并 
有 具 是 可 积 的 ， 叉 如 果 节 } 儿 乎 处 处 收 钱 于 可 测 函 数 f, BE f TEE 
上 必 是 可 积 的 , 并 且 
imf ftu fan 
证 “与 定理 工 一 样 ， 了 的 可 积 性 是 显然 的 。 主 要 是 证 明 积 分 
与 极限 交换 上 顺序。 证 明 过 程 和 定理 1 相仿 。 对 于 o- ARE E, M 
定理 1 方 潜 ， 同 样 化 为 只 要 证 明 在 测度 有 限 的 情况 下 (4.1) 成 立 . 
而 在 pLB) 之 cc 情况 下 , 利用 几乎 处 处 收敛 必 度 量 收 仑 ， 因 而 也 可 
以 得 到 (4.1)。 由 此 可 知 定 理 1' EREK. ER, 
控制 收 化 定理 的 转 殊 情况 便 是 下 面 的 有 界 控制 驳 化 定理 : 
X1 AEETI, uCE)«co, {fa E E LI BUR SE, 
且 存 在 常数 K, EEBRDAIISDE.8—1,2, e. ARR TEE EJUP 
hi kb ac Cl GRE AC AO FMA f, MK 


证 ANR F= K 作为 定理 1 中 控制 函数 , 由 于 u(D) coc, 
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FERRE REER 1, 系 显然 成 立 ， 证 毕 . 

X2 OX, R, ues IHE Re, (FORE E-AN A 
数 , 下 是 { 访 ;的 控制 可 积 函 数 ， 如 果 fuo fff BRIG 
EE Eu BURSOGJEH 

in| fdu | fan 

WE CX, R, ORZA, 所 以 了 是 可 测 的 (无 论 访 一 /或 
fO. REB 1 和 定理 1 立即 得 证 . 

下 面 我 们 举 一 些 控制 收 争 定理 的 具体 应 用 的 便 院 . 

定理 2 C EUR f 在 区 间 [a, bj] 上 歼 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 f 
在 [a, 5] 上 有 和 界 且 (关于 mm》 几乎 处 处 连续 (或 者 说 ，f 的 不 连续 点 
AERE m—50. 

AE 这 里 所 用 的 一 切记 寻 采 用 8 定理 6， 在 那里 , 对 任 一 列 
单调 分 点 组 (Dw): DaO Dr 900,00, 引入 两 列 简单 函数 人 pn} 和 
(s): (o. Je CUR RS im PS ER RI, 极限 隙 数 为 《9 中 是 单调 下 降 
TARA 极限 函数 并且 

f«f«f (3.19) 
这 些 事实 , 对 任何 Ta, 8] 上 有 界 AR REIM. 

设 了 是 黎 曙 可 积 的 ， 由 8 3 定理 6 知道 f 是 有 界 的 ， 并且 从 

证 明 过 程 得 到 


Ife (4. 5) 


ld B= (x | ff Tf Ela 5), RRAS), mE —0, EL 
Ar BL) B BUS rr ees CETIS, 所 以 是 tn- 零 集 ， 因 此 
E= E UE, 是 rw- 零 集 ， 邻 证 明 当 zoE 时， 必 是 了 的 连续 点 : 
事实 上 , 对 任何 62-0, 根据 (4. 5), 必 有 自然 数 六 

f(x) —sGo) «e, Pale)  fGro) ce (4. 8) 
《参见 图 (3.6))， 又 因为 EF UDr, PE x PETE Dy 的 分 点 xz， 
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zy 之 闻 , 这 时 取 6=min(Cz291 一 zo zo—257). HERI z' Gy 
8, £j -- 0), 由 于 
f(x scu n ) — duo) 
fe P(x) — puo) 
M. 6), CA. DD) GERB IE], 

f(x) fig) t e, 

fir 27 fia) —e (4.8) 图 s.s 
Bl [fCs^) — f Gro) | e, 也 就 是 说 mo 是 了 的 连续 点 。 

RER, 假设 了 在 [we 的 上 有 界 且 玫 乎 处 处 连续 记 了 的 连续 
HAE En mE) 二 8 一 9， 当 znEÉE 上 时， 对 任何 sb BEE 
6720, 使 得 r Elrod, 加 二 的 时 , 《4.8) 成 立 ， 因此, 如 果 取 一 到 分 
BUB UD): D4CD,,,,, 00D,)—0, HE 0(D,) O0 时 , 相应 于 这 个 分 
AH, 所 作 的 相应 的 国 数 ps、 Pa REG DER 

ro 
fi s ju) s f(xo) T 
BI palro) 一 pntx0) 之 2e， 这 样 便 得 到 
Fero) = = lim$s(29) = FEto, PIC = lime.) 一 f Gg) 
即 对 任何 ER, Fr) = f(xo) 一 fito. 也 就 是 Ij. 


由 于 f 是 有 界 的 ， 所 以 存在 常数 K, dEBE. Amig] 
«K, Wl SK, ALERAP o, vuol. AMAL WAAR 
Skp 


SO») = f Pdr = ao pz — (Lr fi 


(4.7) 


(4. 9) 


(4.10) 
SO») = OD [vas = Co ese Io fs 


但 因为 了 <- f, 所 以 
lim(S,— Sn) = 0 (4.11) 
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从 (4.11) 立 即 知 道 了 的 Darboux Gd) Bg Ac, rp n s m £A 
PERA. ub. 

现在 再 举 一 些 控制 收 笋 定理 的 应 用 . 

定理 3 jk fir, DAGES(UCRHUEQ, Olara, at 
上 的 函数 (此 地 [e, b], Los, 8] 可 以 是 无 限 的 ), 如 果 对 于 [a, 10h tE 
何 一 个 国定 的 所 f(x, DAT z 在 [a, 53]. 上 是 惑 贝 阁 可 测 的 ， 而 当 
>it, f. itela, 8] EXE T m JUPE REABIE OE F fr, 0, 3E 
且 存 在 [a, b] EXP DLE RDRERÉE 了 ， 使 得 [f(z, DISCE (2), 3D, 
当 t Ela 8] 时 , 积分 " 


b 
IO- [ fo oe 


术 仅 存在 , 而 且 是 1 的 连续 函数 
证 对 任何 固定 的 t TP Hos BUM, 立即 推 知 f(z, 463 z 
的 可 积 函数 ,因而 +) 存在 . 今 再 证 100) # 的 连续 函数 : 设 taE 
[a, £], 任 取 [a, 和 中 一 列 {to} 如果 tato 这 时 作为 zx 的 函数 序 
ALEE, 4a)} 有 控制 可 积 隐 数 FC), 由 定理 1, 得 到 
lim? (da) =I (to) 


这 就 是 说 名 是 (DESA. 0, ERR, BAIG HEERA 
Hc. WB. 

再 研究 IC aiite: 

定理 4 设 f+, OSEE (GS, D jasiesb, ast) Ens 
元 畏 数 , 固定 t [as B], fz, OE c hD a RAN. 如 果 关 于 
mos JUSPBER z, 图 数 f(z, 天 对 二 右 偏 导数 ， 并 且 存 在 [e 5] E35 
JU LESER F(z), 使 得 

He, C29) - fs 0 EF) (4.12) 


BU TOETA, 6] 上 具有 导 函 数 ,并 二 


226 gcn qw 
d [* | [*23 
arl I Odo | 元 Fe Dd (4.13) 


证 iE -F 5,008,250), (di +k EL B1, DE, 2H 
n cojk, OE T La, 四 中 几乎 所 有 2, EE 
fin LEES t) — 2 f(s, t) 
且 由 于 (4 122, AAEH 1, [8 


tim 天 [Ce 142) — FG Ode — | Ff, 0d 


即 (4, 13) 成 立 。 征 毕 . 

关于 ITC) 的 可 积 性 的 和 研究， 已 涉及 二 次 积分 交换 顺序 问题 ， 
这 将 帮 在 重 积 分 中 讨论 . 

2. Levi 引 理 和 Tatou 引 理 ”下面 介 绍 两 个 与 控制 收 敏 定 
香 同 等 重要 而 且 也 大 常用 的 站 化 定理 . 

定理 SOBHEQ(Levi)]BHO Ble E E ERR na 
加 序列 , 如 果 它 的 积分 序列 有 上 界 ， 那 末 fa HL PAA F 
"PER f. di Ho 


limf fatu [. fån (4.14) 


证 RA EDO TRANU NT. Asup] ftue 
HIT UE A, PECLRLIREER NEGAT IRE JE VH RR ER 
大 值 ) 处 处 存在 , IBH 4 

今天 证 E= co) 是 可 测 集 ， 并 且 是 #- 零 集 ， 对 任何 自然 数 
N, 显然 

S files Ef js [fj DA 

AU) AEE DUBIE NMURURRE, HUTOODAISN, Huh) 
«co, EU fr ic cce, 
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| Isän: lim| Cfludaxa (4,18) 
Ex PRISE 


因为 E.—E(h-oo)- BERGE M 而 ECQ[A^]y = ND & n di 
N=1 


集 , 所 以 (4 二 eo) 是 可 测 集 ， 并 且 
NalBoN ED =f, ,Nap=|, Fwan<s4 


因此 ACEN Es) < S. IMEN t, ExC Ey, 从 而 

BUS DE S CE EDS 
令 N-»co, 立即 得 到 ELE, 是 u- SEHR, PRA orco, BORUB E. 
也 是 4- 零 集 ， 作 了 各 下 : 


fy io h(r)«coo 


0 ,h(r)—co 
UA f£ EE IRR fhi infa D, CHle Ds. dh 
(4. 15) 立 即 可 知 
f, Ceans4 
从 而 了 是 吾 上 可 各 函数 . 再 用 f AEOSHORL UO 的 控制 可 积 函 数 , 由 


控制 收 繁 定理 知 (4.14) 成 立 。 证 毕 ， 
Levi 中 | 理 的 另 一 个 形式 如 下 : 


定理 5'《Levi 引 更 ) dU) 是 召 上 可 积 函 数 的 单调 下 降 
序列 xc lind |, fatu} o — eo, 那 末 kf 在 盏 上 必 有 几乎 处 处 收 和 


T—8 BURG if HLCL IDRE. 
证 RERE -S EAN 对 { 一 鼎 } 用 定理 5 就 得 到 定理 5 . 
本 引 悍 还 有 一 种 常用 的 级 数 形 式 ; 
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EI Levi B ilus e E {F f 859 TRA CIT: YI], 


JELO | uadu<co, AREAN Dres 必 JLP AEREI F 
z-1 2-l 
E p—4- px f, 并 且 
mE 


这 个 定理 由 读者 自己 征明， 
定理 6 (法 都 (Fatou) 引 理 ) i Uai E E L— SIS BUR, 


WEA E b—np 5818 h, 使 foo n= 1, 2, … 而且 
lim | faduo 
IRA limf, EE EaR yD, mH. 
| imfadu<lim] fatu (4.16) 
Eno Xen! E 
证 对 任何 两 个 自然 数 m, n, TERR 
F an = min (fps fmin "vt, fun? 


显然 F.IA, AmE, USO AEDBS 1% 增加 而 单调 下 降 的 可 
BAM, 而 依据 积分 的 单调 性 ， 


f hius f Fadu min (fitne f Sredu ns f fandu) 


d 
(4. 17) 
固定 m, 根据 (4. 1D), 对 {Pws} 应 用 定理 5”， 得 到 极限 函数 lim nn 


(可 能 在 一 个 p- 零 集 上 取信 为 一 00), 记 它 为 pu( 在 lim 一 oo 
的 集 上 规定 为 零 ), Fa 是 可 积 的 , 而 且 


CD 当 函 载 在 一 个 稚 集 的 子 集 上 函 孝 值 为 士 co 时 ,可 尾 意 改变 这 个 霍 浊 上 的 国 数 
LUS ci ci dc. 
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limf Fd RET (4.18) 
HEU. 17) A 8 6o, 我们 得 到 
f. F,du«int |. fada (4.19) 


BRA, (FL) 是 单调 增加 序列 ， 文 根据 (4. 19)， 便 知道 积分 序列 
| | Pede 的 上 确 界 不 超过 lim inf| fid 然而 


lim int | fan -tim|. fue. 


f-— inm 


这 样 , 对 序列 {Fm}, XAS DAE RE S 的 结论 , 得 到 人 Fo 有 可 积 的 极 
FER d F, orf EL 


f, pan =f imFudg tin]. F,dus lim| fau. (4. 20) 


但 是 Palim, z-lim inff, = limfa, 由 (4. 20) 便 得 到 (4. 16), 证 


me Bm 
*B. 


同 Levi 2| 8— FE, Fatou 引 理 也 有 另 一 种 形式 . 
定理 puo HIW) EQ. EE E— X np, GE. An 


3E LRA ARAR k 使 得 fs 入, 而且 
im. fad u> 一 Oo 
WE, AE 2 TEE LETERA, 而 且 


| Tafda >in] fatua (4. 21) 
Endo n= E 


证 读者 可 以 考察 {一 fx}, ARER 6 来 推出 本 定理 . 

3 极限 定理 的 注 上 面 是 介绍 三 种 极限 定理 的 内 容 本 身 玉 
革 些 应 用 此 外 , 我 们 还 要 说 明黄 个 问题 : 

第 一 , 控制 收 化 定理、Levi 定理 以 及 Fatou 定理 三 者 是 等 价 
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的 ， 所 户 "等 价 ”， 就 是 指 如 果 其 中 有 -一 全 定理 用 某 种 途径 先 被 证 
明 ， 那 来 其 它 两 个 证 可 由 它 推 出 ， 本 教 料 是 采用 先 证 控制 收 北 定 
FE, 然后 推出 Levi 定理 ， 最 后 再 推出 Fatou 定理 .读者 如 果 有 兴 
趣 , 可 骨 行 假设 男 一 个 定理 成 立 , 而 推出 其 它 两 个 定理 . 

第 二 ， 这 些 收 敏 定理 的 基本 条 件 是 不 可 人 甬 少 的 ， 下 面 举 一 些 
例 来 说 明 这 个 问题 . 

例 1 Eae ag BE SS A EET gk B5 fi 
Jui, YECE', L, m) E, WC E= (0, oo) ERU 


11, x€T0, n], 


f) lo, vecn, o0), - 


=1, 2, = 
RAR Fir Ua HORE F, 必须 PSL 它 在 [0, co) ER AE DL 
HW. (A NHR IRR /三 1, 在 [0, co) 上 不 是 勤 贝 格 可 积 的 ， 

. 再 举 一 个 控制 收敛 虽 数 的 可 积 性 不 可 缺少 的 例子 ， 

Bj2 (0, co) 上 函数 列 全 


DAs 
fic) - 7 I ^ n—1, 2, 
n (.L) +r’ 
Xn p 


显然 , TEO, co) E limf (2) 70, 但 是 
L 
in ys xs 
虽 处 处 收 化 ,得 不 能 逐 项 积分 , 其 原因 是 在 于 不 存在 可 积分 的 控制 
EM 
例 3 Levi tb (Sa 的 积分 序列 1| Fat EROR ARI 
ERRAR, Minte 
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| . 1 
sin | 1 
4-1 re e! ] 
1 
0,  a€ | 二) 
显然 {f} 是 可 积 的 单调 增加 序列 , i|. ,产生 -co。 思 的 极限 函数 
是 


so] z <(0, 1] 


这 是 熟知 的 勒 由 格 不 可 积 函 数 . 

此 外 , 例 1 中 函数 列 {fs} 也 可 作为 Levi 定理 中 有 上 界 这 个 条 
件 不 可 少 的 反例 . 

Fatou 引 理 中 存在 可 积 的 b 使 h<f, 以 及 lim [fucco # 


读者 自己 作出 这 两 个 条 件 不 可 少 的 例 ， 

第 三 , 当 积分 概念 推广 到 可 以 琉 无 限 大 值 时 , 闭 末 在 应 用 Levi 
和 Fatou 引 理 的 时 候 , 将 有 一 定 的 方便 之 处 . 

Wf EE ERER, R, 上) 可 测 藻 数 , GE 2G E EWEA PR 


HHR (Ma EAR AERA, WRR CegEAE X 


üm[, [fle dace] fan. 显然 | fie RERA) 不 依赖 于 
En, CL.) TR CHE AR. $ 3 引 理 2 的 讨论 和 (3. 208). 对 于 一 
RERS 总 有 分 解 EO FOE. 如 果 | Pans | fdu 中 至 少 有 一 
个 是 有 限 的 ( 即 至 少 有 一 个 是 可 积 的 ), 那 末 记 

[tnc [rtu fre 
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| dicti SR Ie RR: 例如 
1* | fan, | Mu 中 有 一 个 是 有 限时 , 那 未 

| 2h | faut | tu, 
2” 对 任何 有 限 数 a 

| afan =æ f fiu 

3° 单调 性 , 当 f< 时 , 那 末 
代数 性 质 不 再 一 一 例 举 。 
Levi 和 Fatou 引 理 最 一 般 的 形式 可 以 叙述 如 下 : 


定理 T(Levi) 设 全 小 是 百 上 一 列 可 积 国 数 ， EH. Fix fo 
fame GE fmfumemfIe.dwgfkEILBUCUBURK 


( 即 | fid 是 有 限 值 ), ME 
| iftum timf frap (4.22) 


证 分 两 种 情况 : (i) 如 果 tim| fobu<co。 XEM, BR fE 


七 积 分 有 限 的 函数 , 由 单调 性 37, 一 切 fa 在 加 上 都 是 积分 有 限 的 ， 
这 样 , REGE BED 条 件 , 因而 (4. 22) 成 立 ， 


GD WR lim| fau= oo, 这 时 只 要 证 | lif adu oo， 假如 
相反 , 即 | fu<o, f=himfa 因为 2f. (011,2, …) 再 由 积分 
的 单调 性 , 就 应 有 


lim Í faux f limf,du-coo 
noces E ETE E d 
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IHRER. DACA. 22) T. 
HR FRE KTHE, WESS, 
Levi 5|BRULH]: XE PAIA RARO PUEDE fr 


- o^ cr d oc 


= =» = e ç = 7 


注意 ; | ,fidp 是 有 限 的 条 件 不 能 少 . 


例 4 i 
fo) M z&€(— co, -—mn) U (1, eo) 2—1, 2, as 


zc[—n, a] 


0 
BR fifa fus [^ fade —oo. 然而 lim 妨 一 户 了 在 


(760,00) EERE, 因而 | fc 0, 所 以 (4. 22) 不 成 立 . 
定理 8CFatou) (ARE E— AT BRE, 如 果 存 在 吾 
上 积分 有 限 的 函数 h 使 得 Sf, n=l 2, e 那 末 
[ tif ausim [ fatu (4. 23) 


证 铬 用 定理 6 指证 明 路 子 : dB Fa.— min (fas fais ce 
fmin, E CA. 17) fg lb i Re vr: 


[aera 
«min (f fatu, | festus { fordp) (4.20) 
jpF.-lmFa, S int] fdu 是 无 限 大 《显然 只 能 是 正 无 限 大 ) 
下 式 自 动 成 立 
Lr ile cm 


和 如 果 inff f, duco, 那 末 至 少 有 no EE | fandu <o. BE 


i34 第 三 章 ” 可 测 函 数 与 各 分 un 
m, 对 单调 - PER ER CY E ant 可 以 (从 ny Be EAD HA GE EE 5' 得 到 
(4. 25) 仍 成 立 . 

取 Foch, Ap 过 可 ss 利用 Levi 引 埋 全 得 到 


| limf,du - | VimPudu-lim| Fadu 
Prae -Eng n E 
{sup int | fdu =lim| fdu 
n kene S taar E 


证 毕 . 
Fatou 引 理 说 明 : a 22) ROEE AAEE RRRA 


DEP a 3 93 93 


To. 5 c ok 1 23 vo » n n ço n oa 


4 就 可 以 作为 一 个 例子 ， dH. A: 有 从 上 面 控制 的 积分 有 限 的 
ESPECIE, 就 有 .上 限 的 Fatou 引 理 . 

当然 “积分 “还 可 以 推广 到 可 取 士 oo 值 的 可 测 国 数 上 ， 并 建立 
类 仆 的 一 系列 结果 ， 读 者 可 以 仿照 进行 . 

4， 复 函数 的 积分 与 极限 定理 的 应 用 ”最 后 , 我 们 再 把 积分 推 
广 到 复 函 数 的 情况 . 

BP EE LB Go ARA ICE, x BO. FORSE BB, den 
A FG, Fi), AF, FOLE a REEE ESUBU MRAR F 
EE ERT aR, 这 时 定义 下 的 积分 基 


| me f Fada 
-E JE 
记 做 | Fay, 就 是 说 
[rinm | man 上 Hi | Fain 


对 于 复 国 数 的 积分 ,8 3 以 及 本 节 中 关于 实 函数 的 积分 性 质 昭 
样 成 立 。 这 里 不 青 一 一 详细 讨论 ， 只 举 一 个 定理 作为 例 . 
定理 9 设 下 是 吾 上 的 可 积 国 数 , IRIE ERR, 并 且 
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ras [<f rta (4.28) 
证 Fn Fa FRSA EA. h F Aya BUE TEE Fa, 
P 部 是 可 积 的 。 因 为 
IF|=~vVFITFiS|F,| + |F,| 
RAAF ETER., iE 
ME i| Fadu 
Jj r(cosÜ + 2sinO), 0zzr«Zco, 0xzÓ «2m, 由 此 得 到 


Y | 
| Fdu iz] F ducos0 4] Fdusingd 
E E E 
=Í (F cosh | Fesind) dn 
, 


=| Recre ars| i F|du 
E 
"T 


E 


下 面 举 一 些 收 化 定理 的 应 用 . 
例 5 L(—o,o)E Fourier 变换 Hf 是 (—95, c» E Sj 
i E «IBS CHILE ME B9), 那 末 


1) - [ efa) 
ik a 在 (一 co, oo) Eri EL GR B 而 且 


Ka) = 到 | el gays (4.27) 


函数 了 Ca) 称 为 (+) 的 Fourier 变换 , AHAA F. 

证 BFI jei] = |f WI H. e'** 4 a BOE ZRER I, HC 
ECO | 作为 fe' "fx ac 一 ce oc) is Ri E E, coe BO e d dil 
KATE f(a) 是 & BUXESRER E. m 2718. 


. k 
; , : : 2sin Bz| 
itg tk)r IAr ihx p 
faal) = e I L8 1 = le” 1! EL .2 ian] 


ir iz Jej z] 


一 一 一 
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(4. 28) 
EILIESG EESTI oP OPENBARE, 由 控制 
AERE, AT 的 分 号 可 以 和 积分 号 号 交换 频 序 , 由 此 得 到 


ZG — n el pays [ orf a 


WEGE, Lo, 四 是 勒 贝 格 -斯 带 阶 测度 空间 ， 当 (一 00, o03 上 的 
半数 了 关于 5 可 积 时 , 称 


Ra) - [^ egei 


Æ J fj Fourier-Stieltjes 变换 ， 这 时 jo) Je oc 的 连续 国 数 ， 
而 且 也 有 


Fw- 人 LTL f(ayg 
"EI HEB ERE SE ets S Ld ELA E OL — FÉ. 
例 6 iu fGXEBHRÉE b.[éexXxTDRL—M, MIS 
的 有 界 Baire 国 数 , P(z) 是 任何 一 个 实 或 复 系数 多 项 式 , WME 
d —M— 
P.) ja) -PCiz) E) (4. 28) 


其 中 P(E < ] 是 将 PCz) 中 的 2 以 及 之 的 证 次 敌 相 应 地 换 成 名 以 及 

d* 

dat" 

事实 上 , 类 似 于 (4. 28) 得 到 

fay | f | 

由 于 FKz) 是 在 [一 到 ,43 外 为 零 的 有 界 Baire 函数 , 所 以 |z| |] 

(一 co，o0) 上 可 积 函 数 ，|z| 1 了 | 可 以 作为 {fsa(z))} 的 可 积 榨 制 函 

数 ， 由 此 得 到 


iT 
Eee 
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(Go -[ fe "fae 一 | enGofexs 
M ea 
-Gofa 
如 果 用 (izf(z)) 代 赫 诛 来 的 有 (x) 重复 使 用 上 述 结论 , 就 得 到 
(EY I= ean foe Gor) 
再 利用 Fourier 变换 了 -> 了 的 线性 , 立即 得 到 (4. 29), 

例 7 设 f(z) 定义 在 1 上 ,但 在 某 个 区 间 [ 一 以， MI 外 f(z) 
DF MEERA E LEAN n 阶 韦 续 的 导 函 数 ，P(z) 是 任何 一 
An Er ED, IK 

P(a)f(a) = 2031) (4. 30) 

证 显然 1(z), IO es uf QD 都 是 有 界 连续 函数 ， 我 

们 只 要 考虑 歼 曼 积分 , 由 于 
[ee (iria - an iente) 
—ieitf(z) NIZMO 


- ("aeterna (0) 
所 以 重复 应 用 上 述 分 部 积分 步骤 就 得 到 
aeo em (EY fos, boim 
即 (站 30) 成立， 
注 如 果 例 了 中 AOE 瑟 上 无 限 次 可 微 , 那 末 (4.30) 对 所 有 
多 项 式 P(z) 成 立 ， 
显然 , 例 旨 的 结论 对 一 般 的 Fourier-Stieltjes 变换 也 成 立 . {H 
Bü 的 结论 -- 般 说 不 能 成 立 ， 要 把 例 7 的 结论 推广 到 Fourier 
Stieltjes 变换 情况 , 必需 要 和 推广 关于 一 般 测度 的 导数 概念 . 
例 8 设 六 是 自然 数 集 , R 是 交 的 一 切 子 集 全 体 , MER Bb, M 


238 第 三 章 wmmukcpo 
EWE (MD — MH BEANS S SR. E LEN ERI 
ER f MEN, 及) 上 的 可 测 函 数 . 和 本 章 $3 例 10 一样 , 可 以 证 
H FEWN, R, DETRE AR PEE 
3p 
Rie f —f0,:-1,2,, RHEN E— ^ ERE 了 就 和 数列 


Go fown fo AIRED XM 有 在 NN 上 可 积 性 就 化 为 级 数 之 下 
i-l 


HAA Bu 了 基于 (NW, R, ORIO BERE HUE f 


的 和 ， 反 过 来 , JR EE PUB CF fons fote), 用 上 述 对 应 , 也 可 
把 它 看 作 入 上 的 一 个 阔 数 .这 样 级 数 的 绝对 收 合 性 以 及 级 数 的 和 
等 就 化 为 相应 阔 数 关于 上 的 可 积 性 以 及 积分 值 。 由 此 可 见 ， 有 了 
一 般 测 度 概 您 ， 就 用 关于 一 般 副 庆 的 积分 的 观念 可 以 将 过 去 数学 
分 析 中 的 “积分 "和 “级 数 " 问 题 统一 起 来 处 理 。 例 如 利用 深 制 收 北 
定理 就 得 到 数学 分 析 中 级 数 求 和 与 极限 交换 顺序 的 如 下 命 古 ; 


说 smn m=1,2， “是 一 列 级 数 ， 并 且 limena 存在, 记 
cliens, 如 果 义 存在 另外 一 个 正 项 收 全 级 数 也 7y。, 使 得 对 多 
Av n. na] os m1, 2, tir, NOR, APRES m, ru fe 
cat, Da, ARABIE 


c eh 
-lim > Vua > limgm,s 
1 gli] 


Lt 


现在 来 证 明 它 : EN ERS F, Pus f An pP: REN 时 
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通过 上 述 对 应 ， AWER, R, ai, FRAR, eR AU 
(f EN EAE SET f, JEEL| FS | SE 在 训 上 处 处 成 立 ， 

EF EE, ARS fal EF, FISA, 立即 推出 fm f EN, 
R, p) EIH, 再 由 控制 收 合 定理 就 得 到 

iaf feto, fi 

把 上 述 关 于 应 数 积分 的 结论 再 化 成 级 数 的 形式 就 是 所 要 证 有 明 
的 。 

在 令 后 (例如 55 和 第 四 章 83 等 处 ) 还 要 利用 积分 米 处 理 级 
数 问题 。 

PEE | 
1， 证 明 级 数 形式 的 Levi 2138 (DW CB BUE SE 5"), 
2. Wf GO XE oo, co) LE 6 UL TAR LEa ifo) se 


(- eo, 00) E JL T XE zb GE th UU ERE) S87 p — A Ph ULT PT EREA C 
8. VE fü iké— co, oo) Li E f(00) —0 mi XT Ge, Lo, g) 89 vf BUR E. 
试 举 出 一 个 g, WIR T g REE Rr. 


4, WH 
"^ üx 加 (lgr(rot m) - = 
LEY im | REEL, *cosaqua =ù 
f 
为 性 意图 定 正 数 . 


5。 设 jz) 在 (0, co) PIETE, 并 且 均匀 连续 , 那 末 limf(z) 0, 举 
PUEI ie Et die PES n e E, 

6. FDE, co) XE LEE ET, JEELTEIERDITRLIK IRI C, b) ET 
入 而 且 AGO dE CT oo, co) EA n Hr He, ec M, MIAR. EA 
下 面 的 函数 

(fr 有 G) = fet DA Cada 
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AE CBAR n Er ER C, 
7. WEINE SR A SIE, S f(e, o0) E XL IL Ri eT TRES HÉCIHR 
limf (a) =0 
8. Wf E (— co, 00 ERI ER t, 2P ELA DUE RTTR, EA 
Ma) 一 | eise (dn 
F e 的 上 半 平 面 ( 即 lima 壮 0} 是 a 的 连续 函数 , JE B.E o BOAT ER RE, 
9。 在 假设 Fatou 引 理 已 被 证 明 的 情况 下 ,证明 由 它 可 以 推出 控制 收 率 
定理 工 和 和 1。 
10， 设 他 让 是 测度 空间 (XX, R, 的 售 吾 上 可 测 国 数列 ， 如 果 人 存在 旦 
上 可 各 函数 F, 使 得 If, | SP a=, 2, «01 GD LFU Æ E. E JLSÉ ALAA 
TUM S. BRUH F7. 
11， 在 全 有 限 的 测 床 空 间 中 , 举例 说 明 Levi S[f8 928 — 4- a f nf 
积 性 这 个 条 件 是 环 能 少 的 . 
12. WC, R, 上 是 全 oA DEBE E RJ, JOEA, R) E 3E LL 8I MER 
数 , wR RI RERA WK 


v(E) =| fau, ECR 


A, R) 上 全 0- 有 限 测 度 , 并 且 对 短 个 吾 , 如 果 pE) —0, i vE) 一 0. 


85 重 积分 和 累 次 积分 


在 这 一 节 里 , 我 们 将 建立 重 积分 概念 , 并 研究 重 积 分 和 累 次 积 
分 的 关系 , 以 及 黑 次 积分 中 交换 积分 顺序 的 问题 ， 不 失 一 般 性 , 只 
要 讨论 二 重 积 分 和 二 次 积分 就 够 了 。 为 此 , REEERE. 

L ERPE ” 设 XX 了 是 任何 两 个 集 , 一 切 有 序 的 点 对 (wy)， 
TEX, YEY 金 体 组 成 的 集 ， 记 为 及 x 了 ， 称 它 为 空间 X, 了 的 业 
积 空间 (又 称 为 Cartesian RAD. 例如 实 平面 E? 就 可 以 奢 成 实数 
直线 EURPE'NGBAU. EPSE xE, 为 了 邻 后 般 述 方 恒 起 见 ， 
我 们 引信 一 些 术 语 : ACX, BCY, W AxB E XxY pA" 
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JE", A, B RDR Ax BAA., 

定理 1 WES, T 分别 是 X, Y mAT RERE HR. 
由 各 式 科 样 有 限 个 互 不 相交 的 给 形 4x BAES, BC'T) BRI SS 
组 成 的 XX YR D SRSS R AER, 

WE 普 先 由 Bom X. AB 及 中 任何 有 限 个 互 不 相交 的 集 
HARET R. HUS 3€ 1 习题 ， 只 要 证 明 R 中 任何 两 个 集 
HERT 责 就 可 以 了 ， 记 卫 =(4x 吾 4S8，BET) ,对 任何 吾 ; 
=A:xX BEP, i 一 1, 2, HF S, T 是 环 , mH. 

E N E= (A NA) x (B N B) 


TADE ENBER, dps R hma L)E. UF 
i=1 FEM! 


的 通 集 L Gn n FOR, INVI 及 中 有 限 个 集 的 通 集 也 属于 R. 又 


因为 (图 3.7) 


CL AD X 
C4 


XB, [CENE 
(B,— B.) 


As 


图 3.7 . 
Aix B,— Ax BEANA x CB, — B)IUECA:— 4 B] 


所 以 卫 中 任何 两 个 集 的 其 属于 R. 对 R 中 任何 两 个 集 U ECE; 


QE, giis j, BEP), LJ FG FT g. jAk, FjEP) 有 
$—1 


tiec eamm EE P ERE. vaa rA E PS Bé rm hs A $ 


242 HZR DB EA 


| N aro} 

f-1 

是 互 不 相交 的 ， 所 以 【LE, 一 U F;CR, tb, 
{=1 =1 


把 定理 工 中 的 东 记 为 SKT, 

ENX RXS, O, 全) 是 两 个 可 测 空 间 , 记 P={4x BL AC 
S, BET) mA ST mag P gh e-i, BROXXxY, Sx 
T)XX, S) (7， 开 ) 的 染 积 (可 测 ) 空 间 ， 称 王 中 的 集 为 可 测 
x. 

WO WOOL SD, C^, "T JE A- SEMIS a, WR 

SO T)-SG»-SxT (5.1) 

. 证 由 定理 1， 环 号 x 宁 是 包含 也 的 最 小 环 ， 所 以 Sx 字 c 

SCP) Bi (S T)CS(P), B-A FS TSPA 
UXA S(Sx T)SSCP). A gi S($ox 00) S(P),. Wet, 

2. RO OL SO, (GT) BIZ, (XX Y, Sx T)& E 
PORBAN, ME EE XXY 的 一 个 子 集 , 称 集 EL— Qr Cr 的 
ERJA c DoEU E HRO, CABRI SEGER, HEN x 
3X ELCE SUEDE Y 的 子 集 , 并 不 是 X XY WTR). E 有 时 也 
说 成 *- 截 日 ， 问 样 集 S E= E= (e| (n, y)€ E JE y, 

如 果 了 是 定义 在 XxY 的 子 集 上 的 函数 ， 当 固定 xEX HJ. 
如 果 E, 不 是 空 集 , 称 定义 在 E. 上 的 函数 


f zz, y) 
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为 了 (被 过 决定 ) 的 截 口 ， 类 似 地 , 当 固 定 YEY， 如 果 E 不 空 ， 称 
定义 在 P^ 上 的 函数 


F= far, 的 
为 天 被 8 决定 ) 的 截 曲 . 
定理 2 PRPJ xY, SUP) E, PORE BS d Lid 
可 测 的 , HI MEA R D O e SER 
证 4 E h XXYcpuET e-go yi OAE RE 
E WBERBS—4- 3€, ER RR O a RE P LN: 
G) 对 任何 一 族 集 {B83, AE A TCELCL X X Y), 以 及 任何 €X, 
(Ux). - Ux. 
GD HEN EFCA XY,ULR 任何 tX, 
(E—FX,—E.,—F,, 
由 此 ; ABENE Eo-As RBAARPCE, BEASXTCE, Bi 
yb, Sx T iB ai T vos I CET ABA EU RS. 
设 EEST, POR E E£ WEAR. pPEEfRDÉC eR FERIA AES 
ay X, l 


Bs (fro) = (gl fan (g) >c, YEE} 

= {y| frn Y) >e, (wo, 的 所 下》 

= (y| Gs PEES >0)} = S,,ECF 70) 
ATEG>ORJME, MAENEO Sa EGS, TO Ef 
测 集 , 即 fe, E Ee E y Bu DESC, LCE f" dà E E 
z RTIRAR. 证 第 , 

3。 乘 积 测度 ” 设 空间 (X, S, 0, (了 ,了 ,>) 是 测度 空间 ,在 这 
EOS Ebert CX x Y, Sx T) EBRR "uox vh, 
为 此 我 们 先 证 明 ROS TEN 

引 理 1 B(X, S. 20, (Y, T) EP Rc HEBR rS MERE B). Xn 
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REROXY, Sx TOUT A, JNX»(m um B 
CX, S, u), (Y, T, v) E ff TOME RC, 而 且 
| EDak= f nma (5.2) 
证 令 M REVO, ENINA, 并且 (5.2) 成 立 的 
ST psp iláis E (o e URDU, APEM-SXT, 
34 E=AxBEP 时 , 由 于 
p= 2CA 
C, TA 
BAR(ED-vQO)X AG), BbHh x 为 集 4 的 特征 函数 ， 类 似 地 
pU) -uCAY)x QD. Vig i.» ERAM, MEST BE- 
fO REL» CED B CEO 2 MEC, S), C, 工 ) 的 可 测 函 数 ， 而 且 
[ s aroan- acovan- | same 
国 此 SECM, Am PCM, 
再 证 M ERAN RAE. 如果 ES, EEM, ENE, 


-g,izj BES |] E, RB E= |] Ei, EE - Dij. 
j-1 1-1 
因此 


»(E,) = D P(E) 
4-1 


3 DOR. p) — 2 eE). 由 积分 的 线性 容易 知道 ECM, Bi 


根据 PCM, 便 得 到 RCM CIN2G R 中 的 每 个 集 必 可 表示 成 卫 中 
有 限 个 互 不 相交 的 集 的 和 ). 下面 再 证 ME 是 单调 类 k ECE, 


C CE,C E M 中 一 到 单调 增加 集 , ia E= Lj] Eder Esc 


EC EQ, Ed] Es BEL O2 =limy(Bas). XAH 
n=l 


ne 
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OCh 273,2, — MECE S, à) EATE B YARE, JEH 
| ootus] yd) 00e 

出 Levi 2| Bi, v E.) JE T PUR 且 


limf st ode =| vade (5.3) 
对 hp( 如 ) 也 进行 类似 讨论 ,有 
limf Giga» = | nme (5.4) 


从 假设 | (可 aan 一 | nasav, 并 根据 (5. 9. C5. DA 


f Edta =| em 


因此 ECM, Ri, s EDE: DDE, Dkt% f] ES M. 


n=l 
根据 第 二 章 §1 定 理 4 的 系 可 知 5xTCM. 从 而 SxT=M. 
证 毕 . 
RO 设 (X,S, 4)、(Y, T») ERAS BEES E, Eo Ao x Bo A， 
ES, ECT), m B. uCA co, »(B) co, ME, 24 EES x T, ifi 
B, EC Eo fff, BUCH CE.) CBE) 分 别 是 Ao, Bo E STBIER EO, JE EL 


ICA - | aa» (5.2) 


WE 对 任何 AES, BET, Sep A SxTNAxB=(804) 
x(T NB), 

id Sx T HTAR P, (SAA) x (TA BBa gE 
FRA., HA SNACS,TABCT, BA, 4 Ex FEQ M, 
ECA, FCB, H ESS, FET, FW ExFESx TNAxB, Wm QC 


D WME, S TE -it IEn), (ED E F, X EAN, 
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SxT(1AxB, (B Sx T(]Ax BIÉAx BE o-Q3ECHX — 3E 8S 12] 
d OOBILOSOADXCTOB -SQQOCST(AxB, 友之 ， 对 
任何 Ec FC P, BAUEN B) -CEDQ D x G0 B)EQ,LBI 
VPOAxBCOIDA X CPOB) i] M 9 Sx T sp M 
Ax BE(SNA « (TAOB) M Ade, HAM 是- 环 ,并 且 M» 
P. FM=SxT, BISx TOAxBCQSUO AX CP(1B), M 
ilg exT)AxB-GOS( AXxCP (1B), 
作 CA, SD AO CB, TA Bo) LWE 

Ba CA) — u CA), AES 0 A 

va (B) —vCB), BET NB 
IE S N Aa 840. (Bo TA Bo v4, ASIE, 对 任何 FESTA 
AxB, 有 
[vata | va 012894, — | na (o0, | ima 

Bp Bo 


HEHE, 

利用 引 理 1 RRA £o ERU ERU AE XC, 

XX ROX, S, a), O, T, nE WF og RR. PE 
Mamaa A xY, SMERA A iF: 如 果 EES xT i 
BA EXAxBESxT, p(A)«co, v(B)<ofEECAxB 时， 
规定 

AB)=| vB d= | acia (5.5) 
对 一 般 的 BEES x T, Hti- FETE ES x T, E= A. x Be H 


(A,) &oo, v(B,) &co, EjCEC-«CE,C-, W EC |] E. x 


"nei 
IF FE S 


D 这 列 征 形 的 存在 性 见 定 闻 定 理 3 的 证 明 . 


is 前 可 分 和 累 次 积分 00 7 ài 
ACE) lim ACE N E.) (5. 6) 


那 来 4 是 (下 xz 有 xz) 上 上 的 er- 有 限 测 度 ( 见 定理 3 2, REH n 
3n v ERNE. IUOS ux v, i 

定理 3 B(X, S, 1), C,T, VE ARMEA, MKH 
(9. 5), (5. 6) BLGE PU HIE ERU AEA xY, Sx T) El oc- 有 限 测 度 . 
TH ETECX XY ST) EMERE 

ACA x B) - u(A)v CB), AES, BET (5.7) 

ilg" — fio of BR MORE. 

证 分 成 下 商 几 步 : 

1， 先 证 唯一 性 。 如 果 有 两 个 -ARMEAN 在 P 上 都 满足 
(5. 7), 即 对 一 切 EEP, A(E) - 2 (E), RAA, A ARRA ETAT UR 
性 , 所 以 在 SCP) E A- A, RREZIK $3 有 关 o HERE 
性 定理 8, 立即 得 到 4 和 4 ZzSCROP)) - Sx T E— 

IL. ££ &(X) «co, v(Y) «eo GRE, S, 1), Y, T, VREA 
ARMEA ARTER A EWE: 显然 1 是 Sx 守 上 非 负 的 ， 
邻 只 要 证 4(8) 具 有 可 别 可 加 姓 ， 设 FEST, n—1,2,--, ME 


FaN Fa =D, aa. E= L) F hF B= Fs 以 及 积 
. LESS T m] 
分 的 可 加 性 得 到 
ACE.) - [Gr 2n =f Xr Piu =Z) 


记 g= [] £F, 再 根据 (5. 3), 又 得 到 
j=1 
AB)=| vEDin=| Srnap=lin) SPa 
x Tit X11 f 


(D RAHE -BRAE RISA SERCRUOEEUDH. pA) Coo, rB) 
HACEN LEE RTULT. 


24à $3 aMIERKBPU 


=lim 5] AQS)S BAG) 
4-1 1=1 


Hil + 是 可 列 可 加 的 . 

Fu ul 为 0- 有限 的 情况 加 以 证 天 . 

II, REES xT, HffibXpdEGU HORDBRBQSECÉA x B.C x D, 
使 得 ECAxB,ECOxD, JE X TERI, y) CE, 4&8 cano, 
yEBND， 从 而 Cdox Bo, 3X B, Ao— AANG, Bo= BND, 利用 这 一 
点 ， 证 明 对 于 这 种 E, AAi 4x B, Ox DEAR: 事实 上 ， 
因为 当 2€ (A— Ae) U CC — Ag) Bj, v CE.) — 0, 所 以 

AQD = | vdi = | vota ahv Edn 


An B 


同样 
ACE) = [u Griv-. | aros = [nea 
F Bg D 


IV, 证 明 对 任何 ECS xT, CURS ELENAREN 
ABEL UL 中 . 事实 上 , 如 果 EEP, E= Ax B, AES, BET, 这 时 
B(X, S, B). (Y, T, ?) 的 o RAE, YA AES, HCA «oo, 


(B) CT, (B) <00, $E AC [) An BC LU B.. IE, -( Ü 4) 


x( ÜB) su ur co ORC RACE UU, Ti 


i-2tí 


HEC[JE, 对 于 一 般 的 ECSx T, HFSxT=S(P), Bil 
o w 


_ 必 有 下 中 的 单调 序列 {fw 使得 EC U P. lim FOLE TRE 8 1 


218] 12), MAEA Fa 根据 前 面 已 经 证 明 , 有 这 是 珊 度 有 限 的 矩形 
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单调 序列 US, U E,,2F,, 记 Em = Ane x Bass 如 果 取 
k= 


z.-( U4 )«( y Ba) 

1,4371 i, i=l - 

那 来 { 肿 ) 便 是 边 是 测度 有 限 的 和 矩形 单调 序列 ， 并 且 |] EE. 这 
naj 


ULPTREITOOLISTLINET DILOULDETA 
增加 数列 , 因此 (5. 6) 中 极限 存在 (可 以 多 许 是 oo， 
V、 证 极限 与 矩形 序列 的 选取 无关, 事实 上 , 如 果 另 有 一 列 边 


是 测度 有 限 的 矩形 单调 序列 (kj F2 E, Rs=CuxDw 记 
n=l 


À' (E) «lima(E E). BF EQF —limonE)nP. BÀ 


mem 


AEN FO =limA (EN En NFL MAENE n), 


MANFA), BA roka A ESAE), EH 
UMP) DEAA ASA {BB)， 因 此 (5 全 唯一 地 
确定 了 A, 

VI 证 1 是 可 列 可 可 的 测度 。 因为 极限 具有 可 加 性 , 所 以 通 
过 极限 定义 的 4 RUCEIR RUE, EURUFOCSX T, FO F,- 


£ (asem), li E— [] Fu 由 A dE RA. KET mE A 


"ml 


HO, 显然 AUI ST ACIE, 4 noo, PERI 


AG) S AQ 
421 
另 一 方面 RENU AG) a ACIQ ED, RIEA v, 由 于 


AGREE) - ACERQ EDNA CU F2 SARNAU FD) 
1=1 #=} . 


230 Hog wen tad 
= A U an EBD)= BANED $1409 
3-1 je 4-1 
4 sco, 又 得 到 ACE) AG, BERE ACE) — FAF Bi 
dzt 3-1 


以 处 是 可 列 可 加 的 =- 有限 测度 ， 证 毕 , 

VAS BEBE PEHERU TRE REZSIRIOX X Y, Sx T, ux) 
指 由 0- 有 限 的 宰 度 空间 CX, S, 0. QC, P, DAFEN 9- 有 限 的 
3i pun BESS RI. 

TARIE ERRA RUFE 

4， 富 必 尼 (Fubini) 定 理 — BUE DEG R BUPRUR I BUS H3 X 
JREURGR UCBU BI Se BRODUT I8] REL. 

BCX, S, 0, FT, r) 是 两 个 o HERI S uH, OXxY 
(OSXT.axv) RÁSBASEBUN BEES. BR BES xT, E—-Ax B, 
AES, BET. 又 设 f EEEE LHR, WE FARE ERF x» 
是 可 积 的 , 积分 


I. fr, dg x v(s, y) 


就 称 做 了 在 召 上 的 量 积分 ， 其 实 ， 它 不 过 是 测度 空间 ( 互 xx 也 
人 SxT,4x») 上 的 积分 ， 积 分 号 中 dux vo y) (EDU dux v, 
积分 前 特别 冠 以 “ 重 " 字 是 兰 明 它 是 相对 于 下 面 和 的 二 次 积分 OL 
ANXBUTNBDUDSO. AUGRGPXE— ^ -FE PCB, 当 yCB-BQ. M. 
FDE A EXT 上 是 可 各 的 , 记 


AQ)— [riu gEB —B, (5.8) 


WETE B ETTE Foo A RGO. BET RC) 5 hOD TE 
B—By 上 几 平 处 处 上 4 关于 四 相等 ， 那 末 ( 在 多 元 积分 中 ) 就 称 


Man e[ POODLE EEREN, 并 规定 | A dv(y) 


55 重 积分 和 黑 次 积分 231 
=| AREA ADAK), 这 就 是 说 ， 


ITO =|| rana= La, f(z, piul) yo 
BA 
(5.9) 


积分 | [Jana 称 做 f 在 下 上 的 二 次 积分 ， 类 似 地 定义 
LE! ` g 


fjteven =| (f foe — Gao» 


EEE JEE LBO x8 

显然 ， 这 里 的 重 积分 和 二 次 积分 概念 是 普通 数学 分 析 中 的 重 
积分 和 二 次 积分 概念 的 一 般 化 。 

定理 4 (Fubini) d EJEÉ(OX xY, Sx T, uxv) Eia IR 
BR NIAE E= AxB, fE LIAREN. 

(D 当 了 是 吾 上 关于 上 xm 可 积 函 数 时 ， 那 玉 了 在 总 上 的 两 
个 二 次 积分 (5. 9), (5.10) 存 在 ,并 且 . 


| |anxv- [reves = [rane (5.11) 
GD Z MR AGERE EXCRODXY, SXCTSDUAGE, dH 
 BRAfitopi 5o ||IF läran || |4 dud» 中 有 一 个 存在 , 那 术 


它 的 另 一 个 二 次 积分 以 及 二 重 积分 | fap xy 也 存在 ,着 且 (5.11) 


成 立 . 

证 先 对 起 二 co，y(B)< 二 0 的 情况 米 加 以 证 明 ， JE BL 
妨 假设 A—X,B-Y. PREE, SNA Ha) (B, TAB, va) h 
REENA B, (SNA) x (TAB), p xvi) SRRULT, P na 
vs 是 把 4,? 分 别 限制 在 A,B ERWEE 1 0593). 


252 BIR VINGAMURUE 
(D) 第 一 步 , BEIE xY, Sx T) EXE EWR E Wg 
BEER NR XX*:。 根 据 uox v 的 定义 , 显然 
NF aiu x» p x»(E) =| vB = EAO 
xY 


= fx al, Davie C (5.12) 


同样 可 证 Xs 的 重 积 分 等 于 另 一 个 二 次 积分 ， 
第 二 步 , RS EA Y, Sx T, axy) EIEH EY "T E468 f. 


这 时 , XHERI BAM I3 Zo X x Y, E m Z( ee), n 


12,29, lA vi S Xe 是 一 列 非 负 的 有 界 函 数 , 而 且 


PER. k=l, 2o limp,(z, y) = 了 (x, y). 由 Levi 引 理 : 


f fdu x »-lim| palu xv (5.18) 
XxXF Prd ERY 

利用 (5.12) 和 积分 的 线性 , 知道 当 z ER, qua) =i (5,22 
是 (7, T, v) LARR, pa) = fort, p dv(g)& GG S, n) ETT 
积 函 数 ,而 且 
J.. Pls dm NEZAA = f Patu l (5.14) 


由 于 好 中 是 韭 负 、， 有 界 函 数 的 单调 增加 序列 ， 而 且 由 (5.13)， 
(5. 14) Xf 


lim | pady 一 j.. ELA didi 
BHiLevis|BR, (9, Gr) CT aL PAA Ta Re C7, 而且 
EZ = f „TE x» (5. 15) 
BE E-- X(j) clim, G) «o0), Rig EFM, qua iG Y), 
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| es Gd Q0 — 9G), &1,2, …, 有 上 确 界 %(z)<<eo， 因 此 再 


由 Levi BEANA (PG REREN PG f, DEY, T 9) 
En AER, 而 且 


[f avc = lim [eG De 人 GD =p) 


Bii [Gs d» G JUP ARES T OC S, P EPA Va), i 
且 由 (5.15) 得 到 


stl lI) euo 
第 三 步 ， 假 设 了 是 一 般 可 积 函数 。 这 时 只 要 对 P f 分 别 讨 
论 , 因为 | enoa) | f Gas GBA GG S, Hy 上 的 可 


BAR BE, 而 且 相 应 地 (5. 16) 成 立 . 再 利用 积分 ( 重 积 分 和 二 次 积分 ) 
的 线性 , 从 =f r 便 得 到 (5.16) 对 一 般 的 了 也 成 立 , 


同样 ， 可 以 证 明 | fe dn COR. T, 六 上 可 积 函 教 ,而且 


NELLE 
Gi GES, BBR ul) «coo, »(Y)<co) 如 果 非 负 二 元 
TWEE 了 的 一个 二 次 积分 一 例如 | (|. fan erede ton 
任何 自然 数 N, 作 [有 门 *= min(N 力 , 它 便 是 有 界 的 二 元 可 测 函 数 ， 
由 于 上 xy( 生 xZ)<co， 所 以 它 的 重 积分 存在 . BORSI 
便 得 到 
justa xv =f (cnoan Ya [fara 10 


TX 


H.I, (Clo 的 重 积分 序列 有 上 界 ， 对 二 元 国 数 列 £18? 
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BUR Levi 引 理 , 便 得 到 [用 w(z, y) GB RR ERR f(z, 9) 的 重 积分 存 
在 .再 由 (i), 另 一 个 二 次 积分 | (| roma )as co 也 就 在 


ET. 并 且 二 次 积分 黎 于 重 积 分 ， 

对 于 一 般 的 二 元 可 积 函 数 f， 分 成 1+, S 来 讨论 就 行 了 ， 这 
TÉ, dE u (2) «oo, v (Y) «cof FE T Gi. 

HFH, HUxPPE—AxBGEoc-HWüO. 容易 知 
道 , FEA CS, GL CT, Bn CA) «00, »(B,) «co, FH. 4, (14; — 


g,B,nB,-gGsp.lj4a-4 UB,=B. 因 此 B= | AxB; 
isl 1-1 ij 


(Fi 3.8), JFH. AxB; NAB, RE ih, jA 中 有 一 个 


mBa.s 


成 立 ， 在 每 个 4,x B; 上 定理 的 结论 已 成 立 ， 再 利用 积分 ( 重 积 分 
和 二 次 积分 中 的 每 次 积分 ) 的 可 列 可 加 性 不 难 证 明定 理 的 结论 在 
如 上 也 成 立 。 希 望 读者 自己 完成 这 部 分 证 明 ， 

R VEEGEOXXY,SxT,ux£ifuxv-E£58 MEL SE 
所 有 的 RA E, 是 (Z, T. v) LKFR 对 几乎 所 有 的 RA E 
EX, S, i). Ege f. 

WE PPTOECST, BIDGUUE REBIAROUE 4xB， 使 得 ECAx 
B, 并 且 A, BSE n, v Mo- 有 限 集 ,又 由 于 加 是 零 集 ， 所 拟 它 


Doa rA a y HQ 5 — € ieu (a 
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的 特征 函数 Xal 的 在 4xB 上 的 重 积分 为 零 , 有 Fubini 定理 和 
WEDE [ s Gunn, iam = [ xac as ao fs 


0— ax »(E) - | »(Eodn ce) =| udr) 


HARRA vCED, HENE, BEA n x v CE) -0 的 充 要 
条 件 是 v(t.) 关 于 4 几乎 处 处 为 零 或 者 B CEO XT v 几乎 处 外 为 
零 ， 证 毕 . 

显然 ，Fubini ETARE ISANE BACA, Sao u) 
i=1,2, =, k HRBRMEZACX x nox XS Saxon xXSupux 
eX uy) eon. 这 里 不 再 讨论 

Josh. 读者 还 必须 注 春 ,Fubini 定理 中 (ii) 的 假设 : 子 的 绝对 
信函 数 |f| 是 二 次 可 积 , 这 个 条 件 是 不 能 斤 为 仅仅 了 的 二 次 积分 存 
在 这 个 条 件 的 (可 看 下 面 的 例 1)， 甚 至 了 的 两 个 二 次 积分 均 存 在 ， 
并 且 两 个 二 次 积分 的 值 也 相 等 , 也 不 能 断言 了 的 重 积分 是 存在 的 . 

pli WwE-[—L1]x[—1 1], v RRR WNE. 作 


f, p-f r> 
0, $—9—0 
”容易 知道 fO pE E EPEC TAR. 如 果 将 两 个 
变量 zy 中 的 一 个 固定 ，f(z， 中 是 另 一 个 变量 的 迷 夸 函数 ， 所 以 
积分 


1 
| ee (TY | rs JE T 


存在 , 由于 被 积 国 数 是 奇 的, 所 以 上 面积 分 都 为 零 . 由 星 得 到 


| 人 村 


但 f(z,8) 在 加 上 并 不 是 勒 风格 可 积 的 。 不然 的 话 , Hp f XE E Eug 
积 性 , 恒 得 到 了 在 [0, 11x [0 1] 上 也 应 该 可 积 , 于 是 二 次 积分 


258 LES NE [:L 41: . 


Kikero 


ZTE. ETD hy, 因为 当 * 关 0 时 ， 


| "72-33 F3) +1) 
它 在 [0 13 上 不 是 勒 贝 格 可 积 国 数 ， | 
例 2 设 (Y,R,a) 是 84 例 8 中 的 测度 空间 ， BKN, 
RxR, uxu) EAAS f oin a.u f op PUSIOE APER 


a ter FO E 
当 了 可 积 时 , 有 
| jduxu- MG (5. 18) 
NXN i j=l . 


证 因为 吾 是 六 的 一 切 子 集 所 组 成 的 rc- CX Sn RR 
Æ Nx N BS5—UVFT-IRPRGLRLES o- fU, BEELEERI ER EC fen, nhi 
是 可 测 的 . 

TRE E,—-[1,2, 5], 易 知 E, E n—1,2, 4 N X N 的 
测 座 有 限 的 单调 覆盖, U 84147 35m 


f, frapxp - 91 FC 
LET! i, 21 
n (5.19) 
上， ixen FGD 
n* En ir 4=1 
Kop /*G, D -max(fG, j) Of (i, Domax(—f0, D,0. Bj 


DENEN ES BUEUTSO FG D. 3 FG, DISCE, 
i j=l [PLE 
即 等 价 于 


2 MfG, D1 < 
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当 了 可 积 了 时 , 在 (5. 19) ri a co f BEI CO, 18), 
显然 , 如果 作 下 面 的 对 应 : 
feoU0G, j)li, j=1,2, e 
那 未 了 在 CNxN, RxR, ux u) EWAH bk 5E ffe p — X E 
2I GJ RUE k RE, 并 下 了 在 六 xx 站 上 的 积分 就 是 二 重 级 AK 


21fGj mm. 


在 土 述 对 应 之 下 ， 由 Fubini 定理 立即 可 以 得 到 二 和 恒 级 数 求 ， 
和 前 如 下 命题. 
如 果 二 重 级 数 >， zw 绝对 收 伍 , MERK 


mni 


Den, DTZ lawal 


He, 并 且 
> Fas 一 2129. D Ytan (5. 20) 


Bur, BUR SIS tmale 213 iesu PORE RE, WRR 


RRS) rua BARH, 自然 (5. 20) BOR. 


wA-1 


2111 959 L0 212 258 REMARKI [tanl TS 
co 时 有 极限 ， 

如 果 从 积分 的 观点 看 二 重 级 数 的 绝对 收 化 性 还 可 以 得 到 下 面 
的 命题 | 

WEE 1,2, NEN 中 任何 一 个 集 的 单调 序 到 , 并 且 


NxN = (En Wk. £08 coco ERR > zw 的 
k= i 


m. "-1 
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lim jzmn| 不 依赖 于 {8,} 的 选取 . 
(mn CE 


因此 , 二 重 级 数 的 绝对 收敛 定义 , 可 以 从 任何 一 个 满足 Yx N 
= [I E, 的 单调 序列 (可 )} 出 发 ， 显 然 一 个 绝对 收 和 化 的 二 重 级 数 


ns UR A RS BOR GPS) MOS RS, 即 6 


4 lim 


pee Ensa 


- (mW ROEN, 
例如 , 当 取 E,—[1,2, k] x[i, 2, , 了 四 时 ， 称 为 二 量 级 数 
的 正方 形 求 和 法 ; 当 取 E,— (0m, n) | m* +a E? ) eb, 称 为 网 形 求 
和 法 ; 当 取 
B= {Cm, #7) ia 


时 , 称 为 三 角形 求 和 法 等 等 . | 

5. RREH Gd, 即使 (X, S, p), (Y, T, v) 
都 是 完全 测度 空间 , BEX Y, SxT, yxy 未必 是 完全 的 . 

例如 , 在 二 重 勒 贝 格 测度 空间 ( 召 :x 8', 工 x 工 , mxm) ER IR 
Ax B, JB A JELO, 1] 92:3) DLE RE HEOG EHS, E GRO, 1]: RI 
HTN, 显然 AX ECAXx[Oo 1]€LxL, HHAxERE S 
Ax[0,1]85 7-35, 但 是 当 CA 时, S.C Ax E) — E, RA AX E dE 
在 不 可 测 的 截 口 ， 所 以 AX EELx L, EELE S 4 中 所 讲 的 平 
面 勒 贝 烙 测度 ， 却 是 完全 测 诬 ， 所 以 二 重 勒 贝 格 测 度 mx rm 和 平 
面 勒 贝 烙 测 度 之 间 是 有 差别 的 .又 显然 这 两 个 测度 在 工 x 工 的 每 
个 集 上 是 一 致 的 ， | 

这 两 个 测度 的 差别 就 是 在 于 一 个 是 完全 的 ， 另 一 个 是 不 完全 
的 ， 将 乘积 测度 完全 化 以 后 , 就 是 平面 勒 贝 格 训 度 了 . 

一 般 说 来 , CX x Y, Sx T, x») 并 不 完 父 ， 我 们 可 以 仿 基 第 


————————————— 
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—* 8 3 的 方法 把 它 扩 张 成 完全 测度 ， 记 扩张 后 的 可 测 集 全 体 为 
(SxT)*， 而 把 扩张 后 的 铀 度 仍 记 为 上 xy， 这 由 ( 瑟 xy。、(Sx 
T), px») 就 是 完全 的 测度 空间 . 

定理 EOS, 4),(Y， 人 ,vyv) 都 是 0- 有 限 的 完全 测度 空 
间 , 如 果 ECCS x "D)*, 那 未 , (基于 中 几乎 所 有 的 26X, LE ELS 
T. AR, (关于 ?几乎 所 有 的 BH PES, 

证 O) XWEuxv(E)—0, BT S(Sx TO-SX T, 根据 
第 二 章 §3 定 理 4, 必 有 ACS T, E ux v(A)—0, ME ECA, 
FECA ECA, Mexia 一 0， 根 据 定理 4 的 系 就 得 到 ( 关 
于 J) 几乎 所 有 的 EX, MO 4 的 v 测 度 为 等， 但 是 » 是 完全 的 ， 
所 以 EST. PQEBECXCTY)JURBORGCY,E"ES, . 

(2) 对 一 般 的 ECS x T)*, I ES S 定理 4, URB 
€SxT, 使 得 BCB, uxv(B—E)-«0, Xx] A-B—EC(SXx 
T)5, HE. ux »(4) 一 0， 由 (1), 对 几乎 所 有 2€X, ACT, [8 B 
ES x T, 所 以 对 一 切 z, BET, 由 于 E-B— A, BiU) E. B. As 
因此 对 几乎 所 有 *, EET, 0 

#- 截 口 的 情况 完全 类 似 ， 证 毕 . 

X 设 (X,S,4),(Y,T,v) 是 两 个 oc- 有 限 的 测度 空间 , f(z, y) 
EX XY, (Sx T) uxv) Ef E ESTER, 那 玉 (关于 x) 几乎 
所 有 的 x, ROf 是 FE 上 可 测 函 数 ， 闷 样 (关于 ») 儿 乎 所 有 Hy, 
RO E EN LINKK. EE 

证 (D ERSE ERKENT E MEAR: hE 
BB 5, 存在 u- SEAE Ao, PA SC Ao M, E, 是 (了 ,T) 上 的 可 测 集 , 又 存 
E u- AE 41, HE SCA BE, EIE, TERME. XT. 2€ 
AW Alu- EM), 因为 FG — f Gr, g) JE TIME HEEL 的 特征 函数 ， 
因而 是 可 测 集 E. Lor MEER 

同样 可 证 除去 一 个 *- 等 集 ， 产 (z)=7(z， 殷 是 可 上 的 可 调 
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E 
(i) BO bn, 245 f£ XE E By sen NT AR E, e, En 的 特征 
ER fir £& PER. A BRE IRE, 系 成 立 ， 
Gi) x E. E—JA& TIERE f, SE E ARTEA f 4E 
ER TER EERR e ag PEU UU, 使 得 limf, = 了 (处 处 收 M 斋 ). 对 每 个 58, 
MGI), 存在 u- SER ALL 2€ ALIM, Fa) fur y) RE E, 上 可 


BURN. ATHE U AUER), Eo ESTNE HERE 


KAT fe Rie fei E LAWER. 同样 可 证 对 几乎 所 有 y. f’ 
是 E* «WEE. IE. 

由 此 立即 得 天 

定理 i (Fubini) jdipgR 4BOXXY,Sx'l,uxvihXsE 
AMERA x Y, OS x T) * ux v), EGAGBRVDTIEIME, 定理 4 的 
结论 都 成 立 . 

LUE But e LJUE E£drub M PNE 都 是 直线 上 
JU HE boe SEES, XY 分 别 表示 平面 上 的 =- 轴 和 y - 轴 , 按 第 
ZE S4 和 本 章 8 3, BAn(X, Ln, 9). Y, L^, g)R DUE BITS 
全 测度 空间 ， 而 且 可 在 它们 上 面 建立 积分 ， 如 再 抄本 节 中 第 1-4 
小 节 的 办 法 ， 那 未 就 可 引入 (五 XY 了 ，ILm x Lg x ga) (通常 称 散 
莱 积 勒 风格 -斯 蒂 阶 测度 空间 ) 及 共 上 积分 ， 并 有 相应 的 结论 ， 理 
RETA IERRA X Y, (Ln x Lr)*, gx 9: {通常 称 做 
完全 的 车 积 勒 贝 格 -斯 营 阶 测度 空间 ). 一 般 说 来 , ARAL x Le 
z(L^ x Lr)*, 

TEL 3g. g. Bib ÉD£E DOD DREAM BECHD gu (x) — 2, gu 
=y], HARCA XY, LxL, mxm), (OXxY, (Lx E», 
m x m) ARRIERE fed RISE e B0 RERRLED DES 测度 空间 . 容 
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BUEBIOX xY, (Lx L)*, mx eSESE E 8 4 的 第 6 小 节 中 
(2—2 的 情况 ) 所 介绍 的 平面 Ro ERRI, BESCarathe- 
odory 条 件 扩 张 后 所 得 到 的 完全 测度 空间 . 

另外 , 就 平面 上 勒 贝 格 -斯 蒂 阶 积分 耐 言 ， 除 了 上 述 建立 在 导 
FANK- MERMERE 008.9 JS 还 有 一 种 更 一 Run 
由 将 -斯 蒂 阶 积分 

B eG, DE-IUK, 国定 一 个 变 元 ， 是 另 一 个 变 元 的 右 连 
RER, 并 且 对 平面 上 任意 有 限 和 矩形 E — (o, 01x Co, dIE 

À—s(b, d) —$(b, c) —$Ca, d) 十 (a, b) 20 

如 规定 $(E)-—A, up 直线 情况 证 明 ( 当 热 要 用 平面 开 窒 盖 定 
W), y(B) 是 平面 上 环 R EHME v, MMES ENRERE 
理 又 可 得 平面 的 完 会 测度 空间 (8, R*, v) =X x Y, 

特别 , 当 C, =n, (E, R*, €) (XxY, 
(Lux Ln)*, g,x 9), BAR, Ei ir, D, TER, 
R*, 9) EBCGRACBUDL ELA, 因而 不 存在 Fubini 定理 . 


J A 

L TES ACE HUE TEEM: 

G) AUE EJERCER bo —T ES. 

Gi) 如 果 E,— AX B, (4 —1, 2 4E RE ZE BE, 那 末 ECE o EEG 
是 A CAS, BOB, Fe 9l], E; — E; Doe SER IE A — An BB, 

GD 如 果 E—AX B, E, AX B. G —1, 2) ÉEHESS EE, BSRE- EU 
E, 而 且 E, E,— 08 TESEAR EET ELT RRR E: 17. A AU 
An A LA A, H B= B [= By 27, B-B, UB; BNB= P, B. A= A, 

2. EREE 2 HEN AA RO ARERO, GD, 

3. WE A RE BEER. E DLE STIS, EREE EXE 上 的 集 E — iG P | 
z— 96A) ELE XE GLXL)*, mom) ATRE. eR m CA) —-0 时 ， 那 末 
mX mE) 9, 

4， 证 明 : 将 习题 3 PARE OR EL (6, p [z— osea Co 是 常数 ) 时 ， 
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FIR 3 hika, Ane d 3 o R E D R E — B PLE pr 如何 ? 为 
EA 
5. 5f REAR LE pi a Ea Eh, H EI 


«toc =| FO hd 


是 (一 co, 00) E SUUS RCBUEUGIG TEE, fuh F5, 又 如果 当下 中 有 一 个 是 
有 界 { 不 一 定 可 积 ), 另 一 个 可 积 , ok («bo (OR i oie a fit 

又 问 , 如 果 将 勤 贝 桥 测度 换 为 一 般 测度 , 上 述 结论 是 否 成 立 ? 为 什么 ? 

6. dp f Co, O RECHTE Co, B3 X e, d] E049 DL T Bt c. 证 明 必 
可 用 命 平面 上 阶梯 函数 9，(ii) 平面 上 才 项 趟 ，(iib 平 面 上 近 角 多 项 式 按 积 
DEG, DIHEN >0 必 有 上述 三 类 函数 中 的 每 一 个 类 中 的 一 个 函数 
Kn | | | 


[Ui eldnay ce 


7 OP ROGER RXTOUR EBD Ade, RQ—S(P), S(P)SEOS Y 
Borel A&, ER, FE E 3EIEL, GET, ZAR, ATRAGE, TAR, aE 
3; Borel fk. 

8, HiXx32E S2 习题 15 来 证 明定 理 HR. 

9. MEE Gr £0 RE BOE T BR ULM RE EEO, 11x0, 1) LARRAN, 园 定 
y b(a D È a AERAR, Ag 


， | 0- 
e) =f kt, pdr 


是 否 是 [0, 11 LEHA? 

16, 3IRK 6 SE-FXCERLAEUE EL OE 

H. 3] 5 nde ifeg" m0 PT UR Re UE Et OM HE D SECPUM CIR EU 

12. lEBI GP X E1, (EXE) *, mo m) SEE S. 3€ 81038 6 op h (v 2 的 
情况 ) 扬 引入 的 平面 R Lë DUE UE Se Carat hérdory 4 HD 5K BAA F dil 
上 上 完全 珊 度 空间 . 

18. i X& ECCE! LOAA, 固定 一 个 变 元 了 时, 它 是 另 一 个 变 元 的 右 
s ER er, 并 且 对 平面 上 上 桂 何 有 限 纤 形 E= la 8]X te, d), 满足 


D 在 有 限 个 有 限 抢 形 上 分 别 为 常 整 . 
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A= p (b, d) —p (b, c) — 9 (a, d) +y (a, b) 270 
EH, 25 BE OE) — A Bp. OD X REME, 


$6 单调 函数 与 有 界 变 楚 函 数 


在 这 一 节 中 我 们 将 讨论 其 个 密 急 相关 的 函数 类 一 一 单调 函数 
类 及 有 界 变 汰 销 数 类 ， 一 方面 是 由 于 经 常用 到 它们 ， 间 时 人 也是 为 
§7 讨论 积分 与 微分 的 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 做 准备 ， 下 面 将 从 连 
续 性 ,可 微 性 以 及 可 积 性 方面 来 讨论 这 两 个 函数 类 ， 

L HAAR ”单调 函数 是 一 类 重要 函数 , 在 第 二 章 测度 论 中 
SEDET. — 

定义 ” 设 了 是 定 文 在 实 直线 万! 中 点 集 4 上 的 有 限 函 数 ， 如 
RHA HASET PA ER Zy f, H xal, 时 ， AA 

Kadafi) (6. 1) 
MU. 就 称 了 是 4 上 的 单调 增加 元 数 ， 如 果 P0 I GDUR 3f. 
就 称 是 4 上 严格 单调 增加 函数 如 果 当 zn 时 , 不 等 式 

Ff) (8. 2) 
成 立 , 就 称 了 是 4 LOSRADUNCRIEEGE,. SECURE MUNERA E 
.的 概念 。 单调 增加 或 单调 下 降 的 函数 , 统称 为 单调 落 数 ，. 

和 数学 分 析 中 一 样 , 对 任 一 函数 (不 必 单 调 )f, 如 果 了 在 mm 点 
的 右 方 极限 FO c OE, 就 称 Sa tO — (925 f Tes 点 的 右 
LI 1:3 ETE dE 31 1:3 WELT IO 3E-11:3 97 0, 称 
f 在 zo 点 右 ( 左 ) 方 过 续 ， 又 称 ze 为 了 的 右 ( 左 ) 连续 点 . 如 果 
f d 0), f r4 — 0) ETE E [Ef (25 -- 00, (zo 一 0)， HCOE STYLE A 
就 称 zo 是 了 的 第 一 类 不 连续 点 ， 如 果 的 一 个 不 连续 点 不 是 第 
一 关 的 , 就 称 为 第 二 类 不 连续 点 ， | 

下 面 是 有 关 单调 函数 连续 性 的 定理 ， 

定理 1 设 了 是 [a,b5] 上 单调 增加 函数 , ME 
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1T” 了 的 不 连续 点 全 是 第 一 类 不 连续 点 ; 

2” 了 的 不 连续 点 全 体 最 多 是 可 列 集 ; 

V JETER AMA AA WEEE A HEA A 
跃 度 的 总 和 不 超过 f(5) — fa). 

证 1 对 [9 b) B TET EX zo， 证 有 了 two 十 0) 存 在 : 因为 me 


[a5), 所 以 总 存在 自然 数 ,使 得 当 nz NM, av Leo, b), 由 


函数 单调 性 , 便 知 道 {fCzo 十 二)}) 是 单调 下 降 数 列 ， 并且 有 下 界 


(Min fée 2 G0 ), 因 而 有 极限 , 记 它 为 + AR efr). 


现在 来 证 明 r 就 是 fnr 0). ERE, 对 任何 e 汪 0， 必 存在 No 
使 得 


Of (2o +y? -rce 
因此 对 任何 Elta, to VD 


<il) ef mt) ete 


这 就 是 说 fre -0) — v. 
类 拟 可 以 证 明 , 对 任何 zoE(a, b], (x5 — 0) 3E4E, 
2” 从 1" ERRAR H fafafa, 
b) — x gin, MIOS a, f(b—0) «f OR 3r. 所 以 
对 [a, 5] Ef£fs]—), "ERE EE BERK E BUE EAR. i 了 的 不 
XH eR XO ES e0, ELS ECf (x0) —f(2—0)20), He 
WER E, BARS: 任 取 E. cp pj zu s xs PR 
全 (8. 3) 
再 取 分 点 { 使 得 no Cann E01,2; Pp 一 1， E=, E, b, 
HAR f RIEM E Ir cR. WEN IGIO«fG -0« 


NMIDNMNUEMLTIZLLLITI | E ugo 
Fir TO) SSE), 所 以 
FED — FE- Dfa -H 05--f(,;—0) (8. 4) 


于 是 
cp v (fGr; 0) —f(2; 0) PFE) — fa» 


=f f) 一 天 的 一 Fa) 
Eie esc LG) — f a), BE E, 中 点 的 个 数 必 是 有 限 的 ， 又 因 


为 对 任何 xe， 必 存 在 自然 数 *， 使 得 FG) FG 021. 


所 以 sEB,， 这 就 是 说 = |] E, 是 可 列 个 有 限 集 的 和 集 , 因此 ， 


召 最 多 是 可 列 集 ， 
3"” 将 吾 中 点 全 部 编号 成 ts), 对 任何 自然 数 P， 将 20 up 
按 大 小 须 序 排列 ， 并 改 记 为 Tis trt, Tg, 和 (8. 3), (6. 4) 一 样 ， 得 到 


P ? . 
Sf Gud 0)— $01, —0)3 = fs t 0) f(r —0] 
i=l : =L i 


<f) f a) 
H4 poo. 就 得 到 跳跃 度 的 总 和 
21bfGi 09) —f(G;—0)] FB) f(a) 证 毕 . 


关于 单调 菌 数 揭 可 积 性 , 有 如 下 定理 . 

定理 2 设 了 是 [ao, b] EIH mia, 那 末 ,在 [ea， 5] E45 
R3 B pm. 

证 ”因为 了 的 不 连续 点 全 体 是 可 列 售 ， 央 而 是 勒 贝 格 油 度 的 
有 零 集 ， 根 据 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 (参见 S 4 定理 2) 俩 知道 了 是 黎 
RRM, IE. 


208 gzk TWAEN BEEN 

系 def Le PJERA nA NE, XECK foL DUE RDER 
函数 . | 

AIT ETSI S BEER 8c RURE, 这 里 不 再 复述 了 ， 

2. 单调 增 加 的 跳跃 函数 ”为 了 更 好 地 描述 单调 函数 的 不 过 
续 点 的 情况 ， 我 们 引信 一 种 哄 型 的 不 连续 的 单调 国 数 一  BERK 
函数 ， 

Heaviside Ht 0(z) 

1,270 


JEN sO 
这 个 阔 数 在 s==0 点 是 赤 方 连续 的 , 但 并 不 是 右 方 连续 的 , 在 >=0 
^O RUEDA PARK EOS 1 CB 3.9015). 


8G) 
© 
eh (2) 
图 3.9 
BERM 
” (La 
" E 
(6 dp eco 


bi(z) 在 z=0 点 是 右 方 连续 的 ， 而 不 是 左 方 连续 的 , Jes RRE 
也 是 1( 图 3.9(2))， 这 两 个 函数 适合 关系 : 
8, (2) -1—6(—2) | 
定义 WOLIn—1,2, =, P}, (nsi n71,2,, PERDAR 
的 数组 ， 其 中 了 是 有 限 的 或 是 无 限 的 ( 当 2 = co MVRNUSE- 


HENE TJ [I CLEERITI 26? 
PRAD LE CLA tla. oo, XU n—1,2, , p} At 
La, 妇 中 给 定 的 了 个 点 , 称 由 一 数 项 级 数 记 表示 的 国 数 
pa) = DAA) + S au) (6.5) 


ARERR. 

容易 看 出 , Rg 5) Ek ERI, 如 果 A250, H0, 
5n:1,2,--,9, BTA% LADIES n, PELA, ex) 4E, 
是 单调 增加 函数 . 

一 般 地 , 若 对 任何 数 6, 记 47=max(a, 0), a^ —max(—a, 0), 
那 末 4=a? 一 sr。 对 给 定 的 级 数 (6,5), 作 


z Fd 
pila) = DIARO za) D ui8,(2—2,) 
a=l n-i 


ple) = SAE) 91ui8i(2—2,) 


IRE, Pi 073 ARE SURE tA e, TH qq —g5,. EBEK, 任何 
一 个 跳跃 蚊 数 qo 总 可 以 裘 示 成 两 个 增加 的 嘴 跃 函数 的 差 . 


e.. v > E y k a a a F b u k G b p a y a l 


. P ? i 
定理 3 it e(2—-»1A0G—2)-- Dub leane b] 
7-1 Tí ` 


HERRAR. WEll + 1s 560(0— 1, 2,…, p), 那 末 

1? 的 不 连续 点 全 体 E= {r,]R=1, 2, +, 25 

2^ 每 个 z+» 都 是 9 的 第 一 类 不 连续 点 , 并 且 9 在 e AEDE 
跃 度 是 Au, Ze BAR HERE Hn. 

证 整个 证 明 的 关键 是 证 : 当 rAr. 2—1,2, 5, phi e 必 是 
v 的 连续 点 ， 这 一 点 证 明 如 下 ; 当 2p<cc 时 是 显然 的 . 不 站 设 


I=, 
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x N 
记 Pu D Anl laan) t S Hahle rn), N=1, 2, Ut. 由 十 
7 n=l 2a] 


iex) — SUE BICE p, 所 以 对 任何 e>0, 存在 wo 23 N 2N. RE, 


lps) =pl zeland] — (6.9) 


又 由 于 TEE n=l, 2, "tts 所 以 存在 6>0, 当 EX —z| < Ik, 
Ie, 2 7 9 GE C (8.7) 
B1 (6. 6), (8. 7) RHA] 
I9Cz) eG) s o) — eu GL T Ios 0 — pu Gl 
* Ie93,G) v )] 
e E & t 
atat. 
HI r E pDA, 
”利用 这 个 事实 ,立即 得 到 1",2"。， 事实 上 , 对 任何 ”， 
9G) A OE— ro) ES CL RCLIA 
= S Qu n) + m G2) 
k 


ERD) 表示 除去 第 4 项 外 的 一 切 项 求 和 .根据 前 厕所 证 , 点 c. 


ERRER oL (2) — 9 (02) 110 (22,2) E Ht JA. 
k 


可 是 zs 不 是 AO Aan) H nGa E, BED n. 不 是 
p RERA. X HT 9s EO SpE) = phl — 0, BEEL 
plan 0), plaa —0)45 FE. JER HB F ACen) H nO (n — 
zx) 在 点 rm IUS CAD DIERRE A An (us). BEDA pC) = A, 6(— 
Ta) + us B G2. ) 二 pz) 在 zs 点 的 右 ( 左 ) 25 B RA E d 
Ax Cia ). HEHE, 
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下 面 是 单调 函数 与 跳跃 函数 的 关系 ， 
X334 设 了 是 fa, 刀 上 的 单调 增加 亢 数 , {xn} 为 了 的 所 有 不 
连续 点 , 作 
| qG)- D Glan 0)— fG4))8G an) 


4$ 1GGO-fG&-0))6G—24) 


那 末 pE NU m ER CS TH. 
gle) — f) — plr) La, b] E B ii UD On ee P eR 
证 根据 定理 1 的 性 质 3”， 


SG. 0) -£G:)4 S10 GO — fG. —0)) 


sf()—f(a) 

MAp E—^ UH Ins EEEKRGR ME, XONLIB EIE 3. e 的 不 连续 
FRA dk GE. MH pln +O ez.) f(r, 0) - fCz. 2, 
Pln) — Piza —0)—-f(s4)—f(x, —0).. 因此 
g(z,-- 0) —9(z,) = fitu r0) — FCE) —(g(z, 0) pln —0 

g(z4) —g(2, —0) — f(2,) — f(a,—0) — (pr) — Pr —0)) 0 
BH re 是 9 的 连续 点 。 然 而 除 {zw} 外 的 点 都 是 了 和 o 的 连续 虚 , B 
IBE 9 HERA WE g Æla, b] EEREN. 

再 证 9 EPA Im A dX. 设 cLa b], EA, 5 Ecen 时 ， 
6£—2,)—061(£—2,) —0, lg 24 £—2, 时 , 0(£—24) 70, 6, (6 — 24) 
=1, 因此 

eC) - ert 0 7 f04))66— 2.) 
十 20 G)-fG, —008,(£—z,) . 


XE REIR Uie CO B LAE /在 [a, £1 E BUR IRE SER BERE BE dr oin 
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Gu EJE f IER Ee, AHHAR EE EAEN B EK HOD, 
此 , 23 ££ Bj, e(D — e COUEXE FEE, £1 EBUR IER ILE EK 
度 的 总 和 ( 当 £ XE 了 的 不 迷 续 点 时 , 只 计算 ERIS DRE), 又 
根据 定理 1 的 3°, 俩 得 到 


9G) —eGoxfi»- fa» 


这 个 不 等 式 等 价 于 gGD sg GD, Bit gG)jJ&Ta, 5] E RM Jn ER e. 
3 导数 .单调 函数 的 导数 ”现在 转 到 单调 函数 的 微分 性 质 的 
讨论 .为 此 先 将 数学 分 析 中 在 一 点 的 导数 概念 作 更 细 玫 地 考 xL 

EA ifla bl ERARA, zoE[fa, b], 对 任何 收敛 于 
"ERU YU UN), 如 果 极 限 


limf to TR) fir) 


naa ^ 


存在 (这 里 极限 值 可 取 土 co0)， 记 为 D4,;f(x0), 称 它 是 了 在 zo 点 
的 一 个 导出 数 , 特别 , 98 2,0, 8— 1, 2, Ij, 称 Dan fO f dE 
V m 47525 8 Hn dé 348,0, 21,2, Br, 称 Dias f Go 
f f zo 点 的 一 个 志方 导出 数 . 记 了 在 ns ARES SUR COS EUR 
Jp D Fle), "F8R E28 Dif (o, 2B D Gre), Dif (9) 39 f IE 
z. ÉUXIESSÉ, d ROGA. REZE xo 点 的 左 方 上 、 
下 导数 , 记 左 方 上 ,下 导数 为 DFCxo),D_f 了 (x0)。 
øl Ea% 


. d 
Kee r0 
0, r=0 


KTERE 2—0 EUR PESAR, 如 果 取 ,二 7 
RE 
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, PA Dir ;fF(0) = 一 


$1 D,,,,£ (0) —c0; 和 如果 取 后 二 
. 2nx -5 

co, 33; E, 可 以 证 明 , SHEER] A, -ogixa 我 们 总 可 以 取 适 当 
Qu), B8 DG f(O) 一 14。 也 就 是 说 ,了 在 zs=0 点 导出 数 全 体 是 
[—oo, oy], 了 在 *=0 点 的 去 方 或 右 方 导出 教 全 体 也 是 [一 co， 
eo], 

对 于 一 般 的 函数 , 有 如 下 导出 数 的 定理 。 

定理 5 (导出 数 存在 定理 ) 设 f 是 (a，8) 上 任意 一 个 有 限 函 
数 , 对 任何 xECqa,5), 函数 1 在 4 点 的 左 ( 或 右 ) 方 津 出 数 存在 。 

证 BUJE- IKATEHES, 3 XU 


如 果 它 有 界 ， 根 据 Weierstrass 定理 ， 必 可 从 Uma Y nes] 


Us). 使 得 极限 


TÀ.,)— 
NIU (6.8) 


$c 


存在 而 且 为 有 限 值 . 它 就 是 Duni fr). 如 果 上 述 数 集 无 界 , 也 可 


JU, 中 抽出 子 序列 at ERG. 8 的 极限 为 co 或 一 c2， 这 时 ， 
FET 点 存在 一 个 无 限 的 右 方 导出 数 . 

同样 可 以 证 明 左 方 导出 数 也 存在 . 

读者 还 可 以 证 明 函 数 f 在 点 的 二 (和 有 ) 广 导出 数 全 位 且 为 
个 闭 集 , 因此 D f(x), D FC), DF), D-FE e 点 的 右 , 左 
方 的 导出 数 ， 

定义 YLf xa, bl EPI RR 如 果 在 2 点 的 一 切 导出 数 
相等 , 就 称 了 在 * 点 具有 导数 ， 记 导出 数 的 公共 值 为 上 关 Co， 并 称 
PaA F Er 点 的 导数 ， 如 果 在 zx 点 导数 存在 并 且 异 数 是 有 婴 
IB, Sk c 为 了 的 可 微分 的 点 
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显然 , 函数 了 在 zy 点 导数 存在 的 充 要 条 件 是 D'f(x) - D. f GO 
一 D-F(z) - D.f(2), 

例 2 SAR f(z)=signz, 在 z=0 点 具有 导数 ，f'(0)= 
so， 读者 注意 , 此 时 了 在 *=0 点 并 不 和 连续， 

由 此 可 见 ， 我 们 这 里 的 导数 狂 念 和 数学 分 析 中 导数 概念 略 有 
差别 ， 数 学 分 析 中 质 说 的 导数 存在 的 含义 是 不 仅 要 求 导数 存在 ， 
而 且 要 求 导数 是 有 限 的 , 即 可 微 . 

定理 6 ” 设 f 是 [a,5] 上 的 有 限 函 数 , 点 zE[a,5]， 那 未 f 在 
Hoc 具有 有 限 导 数 的 充 要 条 件 是 存在 有 限 数 f' (x)， 使 得 对 任何 
e>0, fgg 87-0, 24z/€[a, b3, O3 lr rlc 时 , 有 不 等 式 


Ko-io y |e (6.9) 


读者 可 以 自行 证 明 这 个 定理 . 

现在 考察 单调 函数 的 可 微 性 ， 我 们 要 引入 一 个 概念 ， 为 简单 
起 见 ， 光 考察 连续 函数 情况 
”定义 设 9 是 [ae，bJj 上 的 连续 函数 ,xE(la,5)， 如 果 有 Ele, 
65), 使 得 

g(r) ge) C6. 10) 

称 > 是 9 的 右 受 控 点 ， 简 称 为 右 控 点 .同样 请 定义 2 是 9 的 无 受 
PEA 简称 为 左 控 点 . | 

例如 , 233g 是 [a, 8] 上 严格 单调 增加 连续 函数 时 ,Xa, b) P BEES 
点 都 是 9 BATE i g Æa, b] Ei FER ehh, Ca, b) rà 
所 有 点 都 是 9 HEA., Xd —1, 1JEWAS glr) =r, 2-0 
AE fb Te E, 又 是 它 的 右 控 点 ， 

引 理 1( 黎 斯 , FE。 Riesz) Wi g(x) 在 [a, 8] 上 连续 , 那 末 9 的 
HRABRO EHF. Linilan, b) BA 
KHR, 那 末 (图 3. 10) 


- 
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gix) 


图 3.10 一 F, Riesz 3| 理 示意 图 


gCa,)sg(b,) (6. 11) 
(相应 地 
gb g(a)) (6. 12) 
WE 记 9g 的 右 控 点 全 体 为 8 EREE, dAdi ie Æ 
(6. 10) 成 立 ， 由 的 连续 性 知道 , 必 存 在 OO, EA aceri 
Zo-F Ó- £, MHH relr, ratet, 
g(z)«g(5) (6. 13) 
所 以 {xo 一 8, zo 十 人 中 一 切 点 都 是 右 控 点 , 即 z JE E Spa ps. RC 
EEFE, 
Bilan OOE E AREA, RITER: 24 zfew 5.) 
时 ， 
g(a)sg(b,) (6. 14) 
Bina, 必 有 Elan b), BEBE g)>). BF zi dR 
HR MA £293 900 «9(5),. ECan DOA E 8 E 
zy BAR gag le), MA tAd PUBL AUS. hrn TAR 
EA ggl xg Gi), 就 有 Br<E<5 ERE g gl. 从 
而 5 是 声控 点 ,这 就 与 假设 b EEEOISAFASES RS ENS 
dS. BARREA cob, TRA rers b,, 得 到 zQEE, Di 
而 又 要 存在 £72, 使 得 gE, 这 又 与 假设 zi GE 


274 PEN MEE [E EIS 


frgGu «cg. xo< 的 二 的 上 确 界 矛 盾 ， 所 以 (6. 10) jr sr. 
在 (86.14 中 令 一 au 人 恒 得 到 (6.11)， 同 样 可 证 左近 点 全 体 
EFR, 并 且 (6. 12) 成 立 ， 证 毕 . 

我 们 后 协 要 用 到 的 实际 上 并 不 限于 g HEZA, AEEA 
TADAS, 

EN ity Æi b]LEBRE, TGESREUERIE SE — 309, HF 
g€(a, b), 如 果 有 EECz b), 使 得 

max(g(a), g(z— 0), get 0) «s» (6. 10' ) 

称 z 是 9 Mo pio 类 似 地 ,如果 有 £C Ca, 四 使 (6. 10 ) 成 立 ， 就 
称 % 是 站 的 左 控 点 . 

为 了 方便 起 见 ， 对 La， 如 上 景 多 尺 有 第 一 类 不 连续 点 的 六 数 
8， 放 全 如下; H Ela, bIh 9(2) max(g(22, g(2—0), git 
0). ix d(4) —9(a- 0), 8(5) —g(5— 0), 


311 (R, F, Riesz) itg 是 [a,5] 上 最 多 只 有 第 一 类 不 — 


ERARA. ME g 的 右 控 点 (相应 地 左 控 NO BE EUR. 
Xin (Cau, 5, 1E E ARER, WE 
gCa,-- 0): (5,5 (5. 11! ) 
《相应 地 | 
g(b, —0) x:$(a,)) (8. 12' ) 
证 EREE, 41157 xo 使 得 (6. 10 ) RE, N&O-e 0) 
—), BHig(xa—-0), g(x,—0) TEE MER, iie 070, 使 得 
az, öce «E, 而 且 当 z€(2, ð, t teit, 
gíz)«gQ-re 
Blit, 对 任何 Eled, 20-0), 有 
ir) —max(g(z), g(z-- 0), g(z — 0) x: (r0 + ecg C) 
这 就 是 说 (za 一 av 4- 8) pA A, 由 此 可 知 关 是 开 舍 ， 
(a, 56) 是 吾 的 构成 区 间 , 我 们 来 证 明 : 08 z6(2, 584) 时 ， 
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g(x)s (5) (8. 14 ) 


假如 不 对 ， 必 有 点 Elan b), BERE glg. AF 是 右 
fr. BELLA £—x409)«9G0. Ban 区 中 这 种 二 的 上 确 界 


3px, e—a ah Ere, dBbERgGOsxlmg(£os)QD. H 


T4GDzgGy)7900. 8791 00029(50),. BibL nb. RN 
HERH bns 不 然 便 有 某 个 Én 使 得 905.) 9 (G9 9 (£2, 而 
E b.<é <b, BI bE, ikubts b, dà E ORDIN PEG F 
盾 . 但 是 也 不 会 有 zi 天 Ba 不然 由 ro n b, EHE LEE, 因而 存在 
£s ER OGOgGO, BH ox.—AaOSéGDQG). 
这 又 与 假设 x 是 (xo, D PEA 05, 6G g GOBS E B9 ETUR 
TF JB, 所 以 (6, 14 Pg or, 注意 , DUE 9G SÍ GE =d dm aca, 
弛 庶 的 定 艾 方式 有 点 差别 , TEOSE 6 Ab, EAE TP E D IR] Cau, 5,0 PES 
端点 时 , 这 种 情况 的 (68. 14 7 的 证 明 已 被 包含 在 上 面 的 证 央 中 了 ， 

在 (6. 14 ) 中 令 ran WAAI) 同样 可 讨论 左 控 点 情 
A. WEB. 

定理 ?7 单调 国 数 (基于 勤 由 格 澳 度 中 ) 几 乎 处 处 有 有 限 
导数 . 

证 RITARI f Ea 5] E URIM ERE, 如 果 f 是 单 
调 下降 函 数 , 我 们 考虑 一 了 就 可 以 了 . 

id E Æla, 5) ER WH ER C FG E SE RH. HOT FX 
单调 增加 揭 ， 一 切 导 出 数 都 是 非 负 的 . 因此 我 们 只 要 证 明 : 使 
得 


D,f-D'fj-D.f-D-f«co (8. 15) 
TRYARR, WENIZRAR PULS, 


i zkWrrpBEVE GNE SERO DU ERE, 
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第 一 步 , 记 BL—E(D'f—c00)0,uE EERE: 了 070, fE 
E,—E(GD' fc) 
如 果 zCE. RGA £200 
ft) F0... (8. 16) 
Ew 


ia g(x) — f(x) — ex, SE ER gtx) 最 多 只 有 第 一 类 不 连续 点 ， 而 且 当 
ab, lr) = gla t0), Cb) — g(b —0), (6.16) 等 价 于 gC(z) 9D. 
AF seE, Tg ERA, BREL g(z)—2(. iee g 的 右 
RES BUE, 包含 在 9 MERAK O H, 田 Riesz 引 理 I', 0= 


U Can ba), Hopla bÆ 0 的 构成 区 间 。 根据 (6. 1310 f 5 


单调 增加 性 ， 
fCa, 4-0) —ca,x f (5, 1-0) — ob, (6. 17) 
当 b =b 有 时 ,了 (5 二 0) 应 换 成 了 (8 一 站， 由 此 得 到 


m*(£,) Sm(0) - 2 (bs— a) 
SEXO) -fG 0) 
k 


因为 BEC E, Bi n QE) cm ENKE — f(a)). 4 ooo, 


ERA m* CEE) =0, BD EL Em- O 

8 —5,.wM-EQO'IDÍubESES 将 型 进 行 分 类 ， 设 
er 29 T UR BN Ger. W 好。 = E(D f>tr>D.f). 显然 
M-UM., XrhUJ&MH— H ccr 的 有 理 数 组 (cr) 求 和 ， 因 此 
只 要 证 天 每 个 Me, 的 勒 册 铬 测度 是 零 就 可 以 了 ， 当 1EM., IH, 
必 有 如 下 的 所 使 得 | | 


© Bupt'feco43O0n BUR E HER D*f 一 co 的 全 体 , 同 洋 EQ foRmEn) 
所 有 使 得 Df»c 的 点 全 体 ， 


$6 iE REmixmM 277 
FEFE) op Er 
é—za ' 
EAR ga) =f lerr, EAEE gn 9 (0), En, r 是 左 控 


点 , 利用 Riesz BIM 1', Mar 必 包 含 在 一 个 开 集 UU (a, 0,) f, 并 且 
g(b,—0)«9(m), HiT 9(a) —g(a, F0), MA 


f(5,—0) — f(a,- CO) s r(5,—a,) . (6.18) 


现在 考察 每 个 小 区 间 {es, bO Ri M. Fm. BOT D f>., 利用 
第 一 步 证 明 中 有 关 EL 的 结果 , [E PRI M. D Cau. 50458, a TE 


(a,, 8 的 基 个 开 子 集 U (az ba h, 并且 


olbs an) F6 0) — flan +0) ` (8.19) 
但 这 里 当 发 生 b, =b kh, fbn I 00 Bil f (5, —0), 所 以 
210,0) —fG, £0) f(, 70) — f +0), 
结合 (6. 18), (6. 19), 我 们 便 得 到 M, 包含 在 开 集 
U Ca bri) 
f 


中 ,并 且 
mMer) <m U T ba) 
Eou ad SIG R0) flant) 
SLIG- to) 
«AIO. aos La) 


这 样 我 们 得 到 如 下 重要 车 实 : 对 [a,5] 上 单调 增加 函数 , 开始 具 知 
道 M. 分 布 在 (a, b), x] ne 分 别 用 一 次 及 iesz 引 理 1 ,使 知道 
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Mor 只 能 分 布 在 L) Gus bob EB. 
P 


"(U (Can, boje- 
由 此 可 见 , mR pr] 代替 [a, 07, 重复 上 面 的 讨论 , 便 知道 
(6, b.) ^ Ma, 
只 能 包含 在 开 集 0, — |] Gus mn bin sc Gn 50 h, 而且 


m) O —44) 
WMM., D S m Qu (F) 6-0. isse n 次 ,就 
k.i 


得 到 
mM ) (T) 0—0) 


HP 令 aco, 就 得 到 CMS) =0， 因 此 


ml ECD f D.f)) =0 
BIA. 还 EOD PEE Pik HF A) 9 —f(—2) 
[一 5, 一 a] 上 单调 增加 函数 , Hi8 y — e Bf. 由 于 
h(yih.)—hGD | —fC—( 184 —C— fC—9)) 


fi. " 


— hn 


我 们 得 到 
MA y——t* 
D.hg)-D,f(z) y-—z 
国 此 ED f D, f) = GL DRGS D-hOr), y d h BER ESL B 
85 3b ai ri D' ho DR, y AE h BERRA JETER. 但 是 勒 贝 格 测 


BENE $6 AA HA tERmÉ DEDE 
Em Api f e 一 r 下 测度 保持 不 变 , 所 以 
mCECD f D,f))—0 
第 四 步 ,证 明 (6. 15) 式 : 利用 第 一 \ 二 ,三 步 结 果 得 到 
D'f«D.fs;D-fD,fs;D' f«oo 
EE EJLGPAbhbUGE. BARRE, 
也" 了 = 站 -一 站 -一 万 了 co 
成 立 ， 证 毕 . 
对 于 单调 增加 函数 , 不 仅 有 上 述 深刻 的 导数 定理 , 而 且 由 它 还 
可 以 得 到 很 有 用 的 未 项 求 导 定理 . 
定 锂 8( 窗 必 尼 (Fubini)》 Ifo fo 都 是 [e 86] 上 的 单调 增 


加 应 数 ， FARINAM XS de IR, b) EMT f. M 
x 

r-NKR 
PAER. 


证 不妨 设 fiCa) — fla) — 0, 不 然 的 话 , 改 记 
fa(x)— fala) 
A f.NETIT. FARRER A 8,()— 2 f). 显然 ， 
8,2), f(z) 部 是 单调 增加 请 数 , 因此 除去 一 个 零 集 五 外 , 导数 
filz), falt), "t, f'G) 
都 存在 .由 于 S.(0)— 8.20) — f.) f(x) — SCIT) BE UELHE 
JntS 3, 它们 的 导数 是 非 负 的 , 所 以 当 s CE RE, 
Sp- ESROS E) (6. 20) 


由 (6. 20), HP G0) Mis Cr) ELPAKI. RR 
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们 能 证 明 存在 一 个 站 序 到 {zf), 使 得 
limS?, (z) — f'(z) (8. 21) 
几乎 处 处 成 立 , EEREN T., 
由 于 lim, (b) 二 了 (Bb), HTAA E ERAR D, 权 nu, 使 得 


f(5)—8,, 0) 3. 


但 是 f(7) — S,,Ce HBJE o 的 单调 增加 函数 , 而 且 
f(a) 23,,(a) =0 
所 以 


OTE) 8, G0) 2 (2) — 8, 0) 
LS! 


kb 

E | 
s2jg-l 

kl 


这 就 是 说 , 级 数 y"{Fz) 一 S。(z 信 也 是 由 单调 增加 函数 列 
k-1 
fiéD--8.. o) k =l, 2, ... 


SERRER EHI fa Cr JU EL BEI MER, 把 关于 
24 COD ASPERIS CURED 1002) 8,00) Ez, EAN 


21U'G)-8,()) «oo 


几乎 处 处 成 立 ， 收 敏 级 数 的 一 般 项 收 伍 于 零 , 因此 
lim (f'(2)—5,,2))2-0 


MG. 21) 5E 3r. ERR, 
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"IET ILC ANA DIST TLSNLDT 


BATERA a Mb RE OMIA CO M, IO SCR GO 
一 户 (a)) 是 非 负 单调 增加 函数 项 级 数 , 由 于 它 在 4 二 5 ist, ar 
吧 戴 推出 对 任何 Ela, 5)， 级 数 S27(f,(z) 一 f(a)) 收 敛 , 从 而 级 


M» VL abab S. 
系 p 是 [es 5] E BEER ERG, 那 末 p =0 


证 Aep pa Pn p: La, 5] E SEIS SS jn BS BERX ERG, 
注意 到 . 
0'(r—2z,)--0, 01(2 — rn) E0 (n—1, 2, Uh p) 


h Fubini € BE or B 8 s A EE. 
定理 9 设 f 是 [a， 8j 上 的 单调 增加 ER XX. 那 来 P ^d DLE 
a EAER ECC, 而 且 
RESTOS (6.22) 
证 设 在 (Cb,8 十 1] 上 规定 F(t)= 了 (5)， 对 任何 自然 数 x， 作 
函数 
(t ego 


"7 


Pa CE) = i 
n 


CE NETERA MH (02250, HF 


O 凡 f(w) 的 导数 不 存在 的 点 4， 就 规定 PG) 为 任意 的 慎 ， 
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if icon cie Fo) 


Simal [sco “C0 | 


Tom 


= fb) f(a E 0) s fi) — fta) eo 
由 Fatou 引 理 得 到 


Jf o - [time coa 
xin [ e. C) USP) fa) 
一 般 说 来, 不等式 (6. 22) 是 不 能 变 成 等 式 的 、 俩 如 [一 1 11E 
的 Heaviside 函数 9(z), 0 (2) - 0C «0 外 成 立 )， 因 而 
reas 
然而 91) 一 9( 一 =1， 甚 至 假设 f Gr) REESE RA Jn ORG 


由 不 能 仇 汉 使 不 等 式 (6. 22) 变 成 等 式 . 
例 3 存在 [0, 1] 上 严格 单调 增加 连续 函数 了 但 六 二 0. 


BEO, 1) 中 一 个 数 A, #0, 1] 上 用 妈 硝 法 作 如 下 单调 增加 
ERARA ah 设 for) —2. Bn 六 (2) 马 经 接 如 下 方式 
定义 好 , 并 且 它 在 区 间 ( 为 方便 , 称 为 第 n RE) 


(a pD - (5, 523) 00, 1,2, 2-0 


i ge AXES Vr, MRE faai) =f, (a5, f.a0D- fO, 而 在 


Ec HE, nud 
f (8B) 155, 004 Apu) (6. 23) 


$6 HUS 5f xxm IAG 


B83. Fa —0 By P HIR ES ERIT SE ERE 
而 在 第 4 十 1 级 区 间 (% EE), (HE, 6 ) 上 (和 如 图 3. 11 所 示 )， 
延 拓 fn(z) 分 别 成 为 一 次 的 函数 ， 
A. ExR5E X25 X 3 A, 当 fs 是 单 油 增加 晃 数 Ef, Fari 蕊 是 单 
WBR. HF 1> 0, 从 (6. 23) 得 到 


et) 


faaG)fG) s&(a, B) 
由 此 得 到 pS SEL, 1] EXEC. 并 且 
0 反 记 (2) 安 1.xSf0, 1] 
所 以 {fs 处 处 收 敦 于 一 个 单调 增加 户 数 fF. 
令 证 于 即 为 所 要 求 的 尔 数 。 为 此 我 们 先 计算 了 在 某 个 第 4 级 


E lC, 8,9 - (25, 5T) noti 105.) 10): 由 定义 


从 市 


0, + Bs LlrÀ - 
六 2 ) 一 六 ao = D] (Gf) ACHP, 


(6, 24) 


(D EH. HEEL Cot, AO RERE k ENTERAR AATE 
TURA, 
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fei (B fei (EE Gu) mf) 
Wlan pn 是 4# 二 1 级 区 间 
(ans 30-80), (Rote 80.) 
ig MX ds. C8. 240 PRI 
fes Bas furans EEAS Pn) fta) (6. 25) 


ME X Api 25 kzen Fh, f. (En) = falan), f. (En) = faln). PEER 
A k— co, 使 得 到 FC.) — falta), FELD = falla), ACG. 250 ER 
得 到 


fG a0 FG a) IEAA) - G9) (6. 26) 
重复 应 用 (6..26) 就 得 到 
AHB) fem) T E c--D (6.27) 
AG. 27) 得 到 对 任何 n 2i [€ ]Bi (&, B, fOB D) — fCa,)770, 所 了 
ftz) 是 [0, 13 上 严格 单调 增加 函数 .. 当 #->oo 时 , 由 (6. 27) 得 到 
ox fO.) — Fas) (ES S] 0 (8. 28) 


BT EC f ARMA, Hi(O. 28) 5n f XE[O, 1] 上 连续 函数 . 
f 的 导数 f 几乎 处 处 存在 , JER CB BE GS, EF AELH 
限 的 点 为 Eo XIB E= Eo {a} — (Hu), 显然 mE) — 1, ERE 
E, RHERI n, BH (n Ba), EIE aa a< Am 那 来 从 (6. 27) 得 到 
KB82—f(2 Tp. 


n7 Ug 


M aco Bl, Hop JSSS AER T (1+ e eli RO, i Enn 


SOSUN INTTITIETTTI TE 
有 极限 F'OO, AARE F=. APEE, 

如 果 具 要 求 了 是 连续 ,单调 , 而 并 不 要 求 严格 单调 ， 例 子 就 要 
简单 一 点 , 可 套 见 [2J 第 四 章 3 5, 

EX 了 是 [o,51 卡 有限 函 数 , 如 果 产 <0 并 且 了 在 [aa8] 上 不 


EAR B RIR S Alo 58] 上 奇异 函数 
DES 便 是 一 个 连续 , 单调 增加 , 并 且 任 何 一 个 区 间 (&, B)Cfa， 
5] 上 都 不 为 常数 的 奇异 函数 . 
4. 有 界 变 楚 范 数 “在 研究 不 定 积分 时 ， 最 常 政 到 的 单调 增加 
函数 是 
Plz)= reu 


其 中 了 是 [e, 5] 上 非 负 的 可 积 函 数 ， 在 [a,5] 上 一 般 的 可 积 函 数 了 
的 不 定 积 分 总 可 以 写成 l 


ro) - 'fcoa- OL OL 


即 P(x) 是 两 个 单调 增加 函数 | (1)dt，| f(t) 丰 的 差 .因此 ， 
在 这 一 段 里 我 们 先 研究 什么 样 的 函数 可 以 分 解 成 两 个 单调 增加 函 
数 的 差 , 即 研究 有 界 变 冶 函数 0, 而 把 什么 样 的 函数 才能 写成 一 个 
可 积 函 数 的 不 定 积分 问题 放 在 下 一 节 去 三 究 . 

EN ig f(z) 是 [a, J EWERAN, Ela, 8] 上 任 取 一 组 分 
点 

gd wr TEE 

作 和 式 


Filta se, Ea) =E efa] 


Q EACE EE EHT RRA A E ELA Ti IEEE UR ILE. 


28É 第 三 章 IBN E S S 


称 它 为 对 分 虚 组 fotp vor E. aor - E orem 7 1s 
H, 2535 Br E p 9 cR CV ens, tta X22) d X. an 
sup Vt, e, R4) «c0 


Gu. En 


就 称 了 是 le LARREAN, dd 


b 
V Qo» = Sup LECT "tt TQ) 
b 
8k V (f) 是 了 在 [o, b] Efe eed, Chr 在 [4, 8] 上 变化 时 ， 称 了 


在 [a; 2 Eft Acl E V. C28 f dea, 0] Elo e RAN. 


bx B] a, 5] ER. FERE S ERO An PEPPER ED ERI DE i009 Va, b]. 
$4 bia, DJE EERE ERR 了 此 是 有 界 变 差 的 . 
因为 在 [a,8] 土 任 取 一 组 分 点 a — a an eR — bM, 


Vylzo, Us E = 2j Fiz — Fira) 
= Dle Har =f Fla) 
i=} 


FA f ERREZ, mAV O= f(00—fG). 


例 5 iE jffr[a. b) EAE Lipschitz 条 件 , 即 存在 常数 型, 当 
g,z'c[a, b ll 
fé) — E) | M dx "| 
BOR f 4AJE SABRRERUA. ix EDO 


Vx x) M FEPER f a] 
i=] 
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«M» —:.) -M(b—a) 
t=1 


所 以 W GO M (Ga). 


9486 PLRPETUAIAN SIUE. 
B7. EZART EEA EE AR, PU 


. 1 
—, O-«zrxl 
O tum 
0, z=0 


是 5o, 1] EIERE, 如 果 取 分 点 


Xo =0, f=], zxQ— 


1 
(2—1) 02-5 


PÍ,2,e.2—1 


IR 


LACIT Pytt 2, 9— > 
i 


. 1 : 1 
#310 —-—4,.,81n 
LT X i-i 


2-2 1 È u 2 n-2 1 
^ onim 


k=i 
但 是 lim Xue. BIER supV (zo, ^, ta} = co. MEIE f TE 
ne LI 


有 界 变 差 的 . 
定理 10 ”有 界 变 莽 国 数 具 有 下 面 一 些 性 质 : 
1" S fCV[a,b]W, f BEARRAK. 
2° fCV[a, 5], gCVLa, b], a, P XE VAT C. DO 
af + Bg&V Ua, b] 


mH V ften lel VO)-181V 6p. 


288 ZE wu wMmmt5Oe 
3* fEV[a, b], gCV (a, b], WR fgEV La, b). 
[:] 
4' f€V[a, b], i EL V (D) —0 Iib, f£ ande e. 


5” 设 [co d] C (a, b], fEV La, 5]， 那 末 当 把 了 限制 在 [e, d]. E 
Bj, FEF [ e, dj. 
6° fEV[a, b ], BAN FE fRI e, ao b, 成 立 着 


Vo-Vo»- Vo (6. 29) 


7* A] gEV 1a, b], n 1,2, e, MZ pessum. if E. 
iG Abib 260. 那 末 gc Va, b], 3H. 
V Go «sup V (ga) | (6. 30) 


证 ”我们 只 证 2" ,6”, 7" ,其余 留 给 读者 - 
2” 任 取 [e, 后 上 一 组 分 点 6 一 各 二 SI < 二 三， 由 于 


Veg eso, t, En) BED 
= B lafta) Bets) eK Br) 
s& [el VsCao, t, Ea) H | BIVsCo, t, Ea) 
«ial V (4181 Vc) 
所 以 af py J& 4 Fe 35 25 ERR, 而 且 
V Gi Bos [a] Vrs Vo 


6” 根 据 5", fCV[a, el], fCVL[o, b], IERE ELI e0, 1x 
[a.c]. Le, 5: ESR R R a L a e, ekrbm 
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V (Gn, i WA (f) —8 


V (al, an) V (He 
将 分 点 组 121 和 Mo: ) 合 并 起 来 构成 [ea 5. E 4 2 RR, 显然 
V FEV gg, t, Em i, tn a) m Vp ng, tn Ea) 
| TV; 1h) 

>V (p+ MES 
令 。>0 莉 得 到 

V >V D+ Vo 

su V co« V o + V (D ER e>0, 存 在 [o, OLEM 

一 个 分 点 组 ro,…, zw, 使 得 | 

Filen t, a» VO —e 


ux T. 四 , 作 分 点 组 3, tts ST. -l> C, Vy, trs Yu. 那 末 将 Vo, Ct, 
r-o € FIC, zu, n c 分 别 作 为 [acel, Le, 51 —- 20 HER, 显然 


ù 
V (f —e& «V (£o, "t, 24) SV rte, tr, uoa, €, Fp tn, Tq) 
a" 


== V yz, Ut, XR Li. c) tVie, Ya, t5, E) 


«VO VO 


CTUM Mm Me no aa i pe s e eR a n 
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4 e0, BRAV OOV CO-- V A. MEG. 29) Hi sr. 


7^ VEM —sup V (9,) «co. XE La, b] EFE AGE UT BLA 
agr eas cb, 当 分 点 取 定 后 , 由 于 


Voto, ^, 2,) = 21 (gcr: gir) 


= D lim [galt ) galt) | 
[EY 


—lim S| gs) — gal) | M 
mom; | 


性 质 7" 中 条 件 0p V (ga) <o 不 能 去 掉 ， 


pis 4 


f. a=], 2, erta 


1l dns, Osca «cL. 
n 党 


显然 ,对 每 个 记 在 |0, 冯 | 去, 1 | 上 满 是 Lipshitz 条 件 ,所 
以 f. EOS. T 


. l 
limf, NE "E arl 
"t 0, z= 
但 了 在 10, 1] EAR JE 3 Soup 26 5. 
定理 11( 约 尔 当 (Jordan) 分 和 解 定理 ) 设 了 是 [ae, b) EUN 
AoE 2: BRE, IZ. 夺 必 能 分 解 成 耻 个 单调 增加 国 数 的 差 , BUT 


$6 RUMNRISHIAS SEG svi 
f- v 
p, y 都 是 单调 增加 国 数 ， 
证 faM 
«o-1V dye, sooo 


a 


由 定理 10 fj 6^, 24 zx 时 ， 
IEF | Vg a) V (2 


= VD VQ». (6. 31) 


BAVO-fecVO-HfGO, IGI oG)RAL RE 
函数 ， 同 样 可 证 $(z) 也 是 单调 增加 函数 ， 由 等 式 
roy Vo «ed -Yi 


立即 得 到 本 定理 ， 证 毕 . | 

AK ”有 界 变 差 函 数 的 不 连 污 点 都 是 第 一 类 的 ; 下 连续 点 全 体 
最 多 是 一 可 列 集 ; 有 界 变 差 函数 是 的 曼 可 积 的 ; 有 界 变 差 函 台 几 平 
处 处 有 有 限 导 数 , 而 且 导 国 数 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 

最 然 , 有 界 变 盖 函 数 分 解 为 两 个 单调 增加 函数 的 差 时 , 这 种 分 
解 不 是 唯一 的 ， 例 如 把 e. y 同 加 一 个 相同 的 常数 或 同 加 一 个 相 
同 的 单调 增加 函数 时 , 仍然 是 它 的 一 个 分 解 

如 果 我 们 引入 函数 


zx 二 六 e TOEO (6. 32) 


Dom nro ae mem e a r an denis iR RU ern 
TE er ret Wr me C 


áo? ASR TAERA? 
e$ Oo fo (6.33) 
分 别称 pr), n(z)289 fO 1E SE SER P dm pa E SEU . 这 时 
V (sg) ar) (6. 34) 


f(z) fla) = 3(2)—n(2) (6. 35) 
BERG. 34), (6. 35) 扒 z) 的 正规 分 解 ， 


关于 V (及 的 连续 性 与 fz) 的 连续 性 , 有 如 下 定理 。 


EI 12 设 了 是 Fe, bL LER ERR, WR A 与 WP) 有 相 


同 的 右 ( 去 ) 方 连续 的 喜 . 
证 rcr 时 ,由 不 等 式 (6. 31) 知 道 ， 全 变 著 因数 的 右 ( 左 ) 
方 如 续 的 点 必 是 了 的 右 { 左 ) 方 连续 的 点 。 
反 过 来 , mE E Efi RHEA, asic, MERRE 
e0, 存在 Oceb E, E relé, to, 
HOROS 
ELE EHO EX —4 AH Er mr eaii, 使 得 


EGO Gol -Po s S) V COE 
ES 

n ES 

fz) fr dE VO) 


È tā T HE 


以 及 VD=YrY D, 
i £ ET 
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就 得 到 


$ +å 


+a t +A Lj . 
Von VO -WOD«Sif2-fG-9l 
H E a Pel 
+y Ble) 
P 


=p tAE |<e 
所 以 当 2€ E, zDD 时， 


Yo-yo -Vs 
MEREV (f) 的 右 连续 的 点 ， 同 样 可 证 左 连 续 的 情况 ， 证 昌 


^5 rv V0) 和 下 有 相同 的 连续 点 ; 


2”xo 是 于 的 连续 点 的 充 要 条 件 是 wo 同时 是 0, n PRA EROS 

证 1 ”可 直接 由 定理 12 推出 . 

2* 34 z, 是 了 的 连续 点 时 ,由 1° (6.32), (6.33) 可 推出 ro 
是 了, % 的 连续 点 ， 友 过 来 , 当 zo 是 ?1 的 连续 点 时 ， 由 (6.35) 就 
可 推出 ge 是 了 的 连续 点 ， 证 毕 . 

定理 13 设 了 是 [es, b] ERARE 2 ERG, 那 末 唯一 地 存在 在 
(a, b) ES E PS T$ Ee DE ER 9, 使 得 中 在 (a,5) 中 f(z) 的 连续 
HE s(2)—f( (D g(a) fCa), g) —f(b), Gi) 


V cox Vo 


证 HESE [Lo rela d), W g(£) — fx HO) BERTEL T. 


如 果 a£ Ca, D) HT) 的 一 个 连续 点 , 由 于 fO 0) fito), 
所 以 就 有 gs) — f (91-0) =F Cro), BB f(x) =g s Ca, P) rh f) 
的 连续 点 上 成 立 . 

再 证 g(z) 在 (a, b). Eo ER ER zoE(a,5), 对 任何 670, 必 
存在 6>0, 当 xzE(zo rot 65) 时, 成立 着 

fin F0) efir Fr 二 DO r2 (8. 36) 

Xf Go, zv-- 8) Ag r, 只 要 到 zaE(z totò), IEA zz 从 上 
ROMER f G0) —extf (a0) «f (x-F0)-Fe, MEH z€ (zo, 
zo +o), : 
lg(z9) —g(z)| «e (6. 37) 
这 就 是 说 8(z) 在 ze 点 是 右 连 续 的 ，zo 是 任 取 的 , 所 以 9(z) 在 Ca， 
b) 上 有 连续 . 


最 后 证 明 WV GOV 0». 


事实 上 , 在 [q, 6] 上任 取 一 分 点 组 
Es tT t Eb 
BEER yii ti yi tn 5l, 2 一 二 由 于 


Vilta Yn t Pa- EDEN (f) 
Fegor G =l, 2, ea 从 上 这 和 g(m0 — limf Cy; ) 就 得 到 
b È b 
Vizo zo 7, 24) & M G Bill V oV O. 证 毕 . 


显然 满足 定理 13 hitri g Je p f£ EE. 

KET 8E Dn eR vd EL 2 E26 E ERO SERRA om ER t E] BERE 
ER 2 SER, OE For 2E ERU HAE n P 2T REESE XERE. 

定理 14 设 了 是 [om 0] Elf AR AEER I. (n e CAPES: 


B MEI LLDEILL. 295 
点 全 体 , 那 床 ,1 
ELF 40) —fFGO t LG —fGa -0 D V COD 


k 


(8. 38) 
2^ FEBRER PAS 


eG) = D UG, +0)— flr) Iaa) 
+ Dir) Flr 70))8 Cear) 


那 末 e—f—oAXxEHUAmgixdc. 
换 铝 话说， 任何 一 个 有 界 变 差 国 数 总 可 以 表示 成 一 个 连续 的 
£ Stile XE ERU 5S — 1 PUR ER BR, 


证 先 证 (6 38)X; 记 rO = V OD. EDRR 


fix) -p(r) —nCx) - fCa) 

由 (6. 34), (6. 35) 式 , 我 们 有 

fX, x00 — f Gn ) L9 Ion, + 0)— na 0) — pr, ) + nC] 

sp, 0)— pler) niz, t0- n(z, ) — Firs 4-0) — F(x) 
同样 可 以 得 到 |f Cr) — f(x, — D | S&F Ce) F(z, —0) 
对 Fee AE I 89 3' 就 知道 46. 38). 

HFA g—f—9 的 连续 性 的 证 明和 定 BE 4( 关 于 单调 函数 
情况 ?的 证 明 娄 似 . 请 读者 自己 证 明 . 

现在 介绍 有 界 变 差 函 数列 的 一 个 重要 性 质 一 赫 利 (Helly) 
选取 原理 ， 为 此 , 先 介 绍 一 个 引 [ 理 ， 

引 理 2 BEREE- TTAR, Salted) lE EKA 
有 界 的 函数 , A 是 无 限 指 标 集 (容许 不 可 列 ). BREEAM S 
FEHR- AH, >=1;2…)， 其 中 必 是 业 中 一 到 不 同 指标 ， 而 


296 DES Sm 
US p TEE Elliex. 
WE ”因为 吾 是 可 列 集 , 将 性 排 成 序列 
Ej Py, Ep e 
BT o DARA MFE M, 使 得 
[fal <M, zek, EA 
根据 Weierstrass 定理 , wf ARE {fa Paa: 
fanfti), faa), ur fa Gi, n. 
Kple APIR, BER US), 2-12, «) 
出 于 均 名 有 界 性 , KAMERA us] PEAR tan) 使 得 
faa GO, fau Uns ns Pau ns), n 
ES. TRORES(L (7), dmdE-F 5E HAE R 5, 我 们 得 到 如 
FHEJ 
Faa), fa), e PCS 
fon Ju) e] MA et 


f.i n Ut fa, COL 


其 中 每 个 序列 都 是 前 ARASTA 由 选取 规则 易 知 第 n 个 
ARF EE t n ns EA. A E ELT PERTH RUDI ERU 
HFa T CERNA Erg SECOS. desk E, 对 任何 zc E, 
除 掉 前 1 一 1 项 后 , 所 得 的 序列 是 第 [个 序列 {fs,,} 的 子 序列 , 因此 
(Fane eek, 3EH IE Ex ta 显然 是 互 下 相同 的 ， 证 毕 . 

定理 15(Helly) (| xe) a, 的 上 一 族 ( 无 限 个 ) 有 内 
TAAR, 又 设 它 们 本 身 和 它们 的 全 变 差 都 是 均匀 有 办 的 , 那 末 一 
XE VELA Us| xs<} 中 抽出 指标 互 不 相同 的 序列 ， 这 个 序列 在 [w， 
8] 上 处 处 收 襄 于 一 个 有 界 变 差 函 数 . 

证 Yi f 都 是 单调 增加 函数 . 设 召 是 [a,5] 上 有 有理 点 侈 体 ， 


iE EA. 根据 引 理 2,24 4r — T ECHO RE 9 HE 4 
[ERU Cr)O EE EES 记 它 在 加 上 的 极 醋 是 f(2). 
由 于 每 个 fa 是 单调 增加 的 ， WA S BEE EEM RR i. 
对 fe, b] ERETTE MA m 补充 定义 : 
f) = sup H (5) 


15 E GR, XE E A La, b] EER OS La, 5] ERW In. 
它 的 不 过 绪 虎 全体 记 为 FP. CRSETAE, FREH UU. tE 
点 rela, 机 一 下 即 大 2) 的 连续 点 ) 上 收 敏 于 fr, 

事实 上 , 设 rola, b] —F, HEt 02-0, FERH p, get, 
使 得 $< 二 zg 而且 


Of (zo) —f(p) «7 OLF — f (xo) <5 (8. 39) 
TH in E 2. 9 AA |E PE, YE N, 使 得 N 时， 
Mag) fp al ORO (6.40) 


用 (6. 39), (8. 40) 立 即 得 到 , 24 n>N 时 ， 
fée — fune, [fis -- fa GOD 1 e (8. 41) 
因为 每 个 国 数 fa, 是 单调 增加 的 , 所 以 
fr) — fa, Ca) f Gr) — fa, GO SF (xo) — n 
AC. 41) 就 得 到 . 
| £z — fa Go e 

WE CL Gr) CS T. fro). 

BESRCÉL E JCO EA R Laa T f). 因此 不 收效 于 
六 2) 的 点 县 多 只 是 可 列 集 了 .， 记 它 为 S， ARARAS n 与 集 
5 BE Ne H5 [RR 2 的 结论 , CREMA UU rae HI ETE SIL EEES rl 
Sx. "MOEPUETYES BEAPHAR TE fOO. 但 它 是 在 整个 
Ca, 5) ES S HET. EEEE UO AERIS ERES Eo THE 


208 HER TAREKS 
已 得 证 . 


* (fulas 4) J&— Kot Wee E ERG a| Vadaa 
有 界 的 , 根据 正规 分 解 po- 站 d2 40-120) 


qr) zt GO fo) Heo) q 1) - 9.) tfaa). 


那 末 OY), Unc) 是 两 个 均匀 有 界 的 单调 增加 函数 族 ， 而 且 
f(z) 一 ge(7) 一 R(xz)， 由 已 证 明 的 结果 ,可 以 从 {44(z) 中 选 出 序 
Pig. (2) Eo, ERAF- TAA InER E 8(z)。 再 从 相应 
BT FRI Gs, C7)) XC HER Gu (023, 在 [a, 5] ECT AGIR 
增加 函数 zz)， 因 而 序列 {f(z)) 在 Da, 5] eg F f(2) 
q(z)—n(2), 显然 了 (2) 是 [q, DEPAR TAMA. WA. 


例 9 Helly some] V (f, «e d laman 条 件 是 


不 能 去 掉 的 ， 价 8 中 的 例子 恒 可 说 明 这 一 点 . 

对 于 有 拭 变 差 函 煞 概 念 , 还 可 以 推广 到 无 限 区 间 上 去 , HAR 
有 相应 的 许多 性 质 ， 包 括 Helly 选取 原理 也 可 推广 到 无 界 区 间 上 
E. REDES T. 

Helly 选取 原理 在 概率 论 中 是 很 有 用 的 ， 它 的 对 角 线 方法 是 
很 有 用 的 一 种 方法 ,结论 也 被 推广 了 ， 


3 E 


l. [e, bi E ££ f TR IP LER, ln Les Res LER, GSIOk'ETDÉGN 
REIER, PRETERE IRIS BEER EE — 
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2. HRGA e IERI. EN, 
8. Uf [a 的 上 单调 函数 ， 当 把 它 的 不 连续 点 的 值 修改 成 右 连续 (或 
左 连 续 ) 时 所 得 的 函数 记 为 了 证 明了 下 了 具有 相间 的 可 微分 点 . 

4 设 召 是 直线 上 贰 具 格 测 庶 为 零 的 集 ， 试 作 一 直线 上 单调 增加 画 数 
foD, 848 24 xCE ht, f (o) — co, 

8. Wf Æla b] ERREKAN, 如 果 存 在 M, 使 得 在 每 个 点 x 了 总 有 一 
个 右 方 导出 数 Df 适合 


[Df] <M 
IR fE Lipschitz 条 件 ， 
6, Uu 
secre 2550 
1 . m0 
Hi e iFAR f: So FG) 一 x plah Saeco i, fG) 2 —/ — 22). 
间 f Ge) TE a—0 点 导数 是 再 存 在 ? 

7. MR Foo dEL[a, 61 E GET mo LERA ARE. EUR SEEE RT 
42-0, 必 存 在 可 测 集 ECC [o b], m([a, B1 —E:) 8， 使 得 对 任何 670, 存在 
50220, 对 一 切 EEs w £a, 01, 25 |z— 5 ] n 时 , 成立 着 
ffn -f'a 


z— 


E 


"el 
Ze Daar 
0 , t=Û0 
在 a 取 什么 全 时 , 了 是 [0, TIENDE RUNE ERA. 
9， 设 于 是 [9,51 上 的 有 限 冰 数 , YE [a.b] ERR —5 AB ame x ne 
ca, cb, lu 
t m fird — fiti fix 1 *>—fi D 
Ff (3s, "a 10-2 Pafi 一 一 
如 时 对 一 茹 分 点 组 ， 数 集 人 Fa n m0 TUR EE. 证明 这 种 函数 必定 满足 
Lipschitz 条 件 ， 更 进一步 证 明 在 每 点 和 D fa —D.füG, DF = 
D.füD, dai Df Sf, Doffe WEB J^, f. RARA HE 


iba APREA RI s nap i RENI. EF RT E RT SR e ERR re om amm nma ao 


300 | BZR WEB 
ER Si, 
10. HEH a, PERAR E FG - £6) ka — |^, (2779, 
k EBO 时 , 称 FG dX a rk Holder 条 件 , WER: 24 o1 时 ,jz) 恒 为 党 
Ek. 3E — TOI E E fX Holder (egt JE RAE, X Ea 二 1 为 已 知 ， 
TE — eR Scil ib a Dc Holder Z& fb, EPERERA 36 aid. 
11. i f Xia, 61 EATER, RC CAUTE m) 几乎 处 外 成 立 着 


d Y "IU 
as V O-ro i 


12， 设 了 是 Fa， 榴 上 杏 界 变 差 国 装 ， 对 任何 分 点 组 aa a Ln LR, 
=b, 记 Pily n, 2a) SE (fao —f(u-00, E RRA TED 一 84-1) 实 


由 
OMIR Pro e tO AERA, WEE P sup (PG. c. 
2, )351E AE. VEBL CO. HEN ace), P- B os P o» 


áp P QD =p), XXHDp(JE fGOBIESE2: AR, EDU ERR CD. 


类 似 结果 。 | 
13. 十 明 , 函数 "cas b] XB Lipschitz dg HRE A b ERE EE o 


0, fre 67-0, 使 得 任何 有 限 个 区 间 C6,, 0) » —1, 2, s n FUE 5 (b,—2,) 
H 


* 
<6 时 ,总 有 S TIO —f(02 | «e. 


14. Wf X [a b] 上 单调 函数 ， 那 来 了 必 将 Ca, b] 上 Borel 3t ph 88 xx 
(— co, co) 上 的 Borel $; x, AUR. f' (2) 姓 处 存在 , 3E FH. RC Re 3, 那 末了 必 
将 [Lam 67] E 3b FL DE RE 2 ERR (— co, 00). EA UL Bp NL HE 00 E 9 8. 

15. Wf (o, bl EE SEE EA, 并 且 连 续 证明: Eeo, ME 
dE 02-0, SA HEB ae n a e a, mb 的 max (2, 2,-1) <6 时 , 总 有 


Vi, ma)» V (e 


16. V f [a b] Er ER c, VERRE f dia, 0 Elie pe Hic E Borel 
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E. 

17. FODE (a, 5) 上 处 处 存在 有 限 导 数 ， 证 明 : f" 不 能 在 (a, D LA 
第 一 类 不 连续 点 . 

18， 作 一 个 在 (a, b) EERDER f, EREE Co, b) 上 处 处 县 有 有 了 蒜 的 
导数 ,并且 了 El, b). Eie ER Pe Ds BOR IE B b DLE mE. 

19. X PAIS ES rex. 

20. E EC [a b] TURRE), JP HER OL Rp ELSE, BEBE CX 
qom) ACRBORE 中 的 点 是 百 的 多 密 点 ( 见 第 汪 章 4 习题 0. 


$7 不 定 积 分 与 全 连续 次数 
在 这 一 节 讨 论 牛 顿 - 菜 布 尼 兹 公式 
| CD FG) FG) CET 


RRAN. 这 是 徽 积分 学 中 一 个 基本 问题 . 在 歼 遇 积分 情 
TE BERDEA f Æla 妇 上 连续 国 数 ， 那 来 不 定 积分 


CRY FC) 98. f Bg 1 IRR GDR P BERR f 8 


个 原 函数 , 那 末 (7. 1 成立 ， 这 就 是 说 ，“ 积 分 "与 “ 求 导 "是 互 为 凶 
运算 .可 是 连续 的 假设 , 在 许多 场合 显得 要 求 太 高 , 甚至 成 为 进 
一 步 研究 的 障碍 ， 由 于 这 个 公式 无 论 在 实际 应 用 或 理论 研究 中 都 
RES. ARC. 1) 究 帝 在 怎样 较 弱 条 件 下 成 立 的 问题 R WEA 
们 研究 的 一 个 课题 ， 下 面 用 惑 贝 格 积分 和 点 集 分 析 方法 来 研究 这 
个 辣 题 。 这 个 问题 在 一 般 调 度 空间 上 的 推广 将 在 下 一 节 (8) 中 
Wi. 

1， 不 定 积分 的 求 导 MERRI, AUR 了 是 [a, 61 EON) 
贝 格 可 积 函数 ， 那 本 称 | ft) 而 (xz 在 [6，5] 上 变化 ) 是 了 的 不 害 


积分 ， 现 在 先 考 察 不 定 积分 的 求 避 问题 . 
定理 1 设 f 是 [a,5] 上 勒 贝 格 可 积 函 歼 ， 那 末 
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d E 
MOLESTI (7.2) 
Aa m 


证 首先 注意 ,对 任何 9EL[a, b]O, sies f oC de LPA 
处 存在 , 而 且 是 有 限 的 , 同时 有 
MARGE dex | igela (7.3) 
事实 上 , 因为 9=g' s, n (Om, re COGREmA UR 
WBR, 所 以 
Glu Ee 


而 且 大 有 限 的 ， 根据 $ 6 定理 9 知道 ,这 三 个 导 函 数 不 仅 可 积 ， 并 
H 


le 


sf) fron 
«fe coa eco 


这 就 是 说 (7. 3) 成 立 . 
现在 利用 (7. 3) 来 证 (7.2)， 对 任何 e>>0, 由 $3 定理 10 的 系 ， 
存在 连续 函数 p, 使 得 


NEC 
对 连续 函数 o, ER l'eca-eG), IE 
flare -Ko 


sf IE eco ec» eoe fc dr 


D Lla 好 表示 [oa, bj EiT RAe ETAR, 


$7 TERG H Akn 363 
ear | 5 
«p O- ec»a jac [1060 - 00014 

对 函数 (Ff 一 p) 应 用 (7. 3) 就 得 到 

HE roa 6 a fo ~ eo e te 
4 e0, BERE CT. 2) 成 立 ， 证 毕 . 

在 讨论 怎样 的 卫 数 PKz) 能 写成 (7. 0) 之 前 ， 先 简要 说 明 人 在 外 
样 的 点 so 能 使 等 式 (7. 2) 式 成 立 ， 


XO ifle blea METRA, sE, b), HEt 
h, 2x0, ha> 0, R= h p h,5c0, 如果 


fetha 


. 1 | , 
lim 一 一 -一 一 r)— fir) | de =0 
SA Fian OTC 


称 ro f DRUMS 55 
PARET PA A EAS. 
定理 2 设 f 在 [a,8] 上 是 勒 风格 可 积 的 , xo 是 FRI DURS, 
WX 
条 oal -re 
证 显然 
pope 
rA CO FG 
1 


h,- EA. 
thy 

pte) MO) f) | ->D Che) 
i E ha zg—-h, 


IRE S6 定理 6, 立即 从 上 式 得 到 定理 的 结论 ， 证 毕 ， 
但 是 , 使 (?.2) 式 成 六 的 点 未 必 是 勒 内 格 点 . 


MATE | 


Bl (EXC MEC ETIR Dan WE ou Daoa 
n=l n+l 


44 ol TZA TAER} 


co). jda — Sia, 作 [0,4] 上 函数 如 下 ,将 [50,9] 先 分 裂 成 可 列 个 


堪 并 必 闭 区 间 (farn Tal (n= 1, 2, ee) ZB, m1 a, Hifa- Ery 80. 
规定 
1, «e( Tni, d 


f0—4 a, se (Eno dns, | n=l, 2, ee 
0, 2—0. 
Bu f REBR AXCETURI—a #1 上 的 函数 .。 下 面 证 明 *=0 
点 能 使 17. DERN: 
事实 上 , AEG s c], d hr 0, EAR gau, 因此 
lara] fron 


9t. 
"ti 


一 一 全 0(h0) 


=. 


n+ PACA 


mag| f(t)tt t eo 点 右 方 导数 存在 , HEER. 


同样 训 证 在 z=0 点 堪 方 导数 存在 ,也 是 零 , 即 (7. DR, 
可 是 当 5,250, À,720, Mi & — h,- E83 360 时 , 恒 有 


IP -olg =1 


Hl 2 —0 并 不 是 EER PLE AR. 

可 见 xo 是 勒 贝 格 点 比 要 求 zo 满 是 (7.2) 要 强 ， 但 我 们 可 用 定 
理 1 获得 比 定理 1 更 强 的 结果 ; 

定理 3 设 ftz) 是 [a, 如 上 勒 贝 烙 可 积 阴 数 ， 那 未 [a, 如上 用 
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平 所 有 ( 按 勒 风 客 测度 ) 的 点 是 勒 员 格 点 ， 
证 r EAER, TA r] Æ DEIN TAA 
数 ， 记 [a, PETAR m ARP E, 


EPIO- = f) 
出 定理 1, mOE,) —b—a, 4 riai B d E nz. 显 
Hk ma, 01 — E) m n |} ce. bi— 5))< Ema, Þ]—E,)=0. 


现在 证 明 妃 中 点 都 是 勒 员 格 点 : 设 roE 品 对 任何 e>0, WAR 
Bro RAIG) rel. BEIEN 290, 8220, &— Ri 


2 

z0 

xb. GD) 一 fada 

ep HD rel t lf) rol 
在 上 式 中 令 和 >0， 就 得 到 

Ws [ Lr) f) Hee iG o rid oce 

BA 250, 就 得 到 

img ho IE a) dr =0. 

. Zm, 


2. 全 连续 函 凌 ”下面 讨论 怎样 的 函数 F(r)BESS RU DA 
确 数 大 切 的 不 定 积 分 。 如 果 下 2 能 写成 


OHOL +e (7.4) 


MER, Fata b] EXESUH IUE BEC. AER 2, 3, 
ER $6 013 rh BE LOU HT RE LEBER Ee EEDUE A, W 


—————————————— m —— ——i € m —— — — — — À c E e 
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分 有 更 强 的 连续 性 ， 即 全 连续 性 ， 由 积分 的 全 连续 性 , 对 任何 6— 
0, YA SDO, it f Lo, 宇 任何 有 限 个 (或 可 到 个 ) 互 不 相交 的 区 闻 
Can by) v— 1,2, n, H "( LU {qs 4) )= $16,—a,) «à 时 ， 


211662 -r)1- X) reo] x OI 
fuan IFD jdice 


册 此 可 见 ,能够 成为 革 个 可 积 函 数 的 不 定 积分 的 函数 Fr), EE 
求 函数 具有 上 比 普通 连续 性 更 强 的 连续 性 , 将 这 种 连续 性 抽象 出 来 ， 
S[A XU T E X: 

EX FEl 5] ERG ERE, RHEA 070, FÉ Ó 
220, EFH (Ca, 5.) J& La, 5] EFE A48 LP ELE GE ITE EA, 其 


kE, a) WE AES 


DFO) Flap |e (7.5) 


Ri. SEOKSRF EEL, DDERUREGRÉGAWÉ, 或 称 做 绝对 连续 函 
8s. 
当然 ， 我 们 的 目标 是 证 明 全 连续 孙涛 PK2z) 就 能 写成 (7. 4) 的 
形式 ， 下 面 先 考 察 全 过 续 旦 数 具 有 什么 性 质 . 
$012 设 了 在 [a, b] EWE Lipschitz Rik, ME F ELER 
Lr 
证 由 假说 , 存在 下 数 M, 当 xz Co, blit, 
fCz) — f(x M r-a" 


对 任何 之 0, M =g. ix 这 时 对 任意 个 区 同 (不 管 它们 是 罕 两 两 不 
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HAZE) Ca, b,)}, AST (b, a,) <6, 总 有 


DF) fa « SME,—a) «e 

证 毕 ， 
注意 ,正如 86 习题 13 所 指出 , AUR CT. 5 中 允许 (go 5.) 1A 
重复 , 这 等 价 于 函数 下 是 满 是 Lipschitz 条 件 ,一 个 无 界 国 数 , 如 时 
是 勒 只 格 可 积 的 , CK, 它 的 不 定 积分 必 是 全 连续 函数 , 一 般 说 来 ， 
它 的 不 定 积分 并 不 满足 Lipschitz 条 件 . 所 以 全 过 续 范 数 的 定义 中 
(4a, b,)|v 21,2, -n) E HAT B AER foe en E. (BURTELIE 
互 不 相交 的 有 限 个 可 以 修改 成 可 列 个 (读者 自己 证 明 )。 

全 连续 函数 有 下 面 的 简单 性 质 . 

定理 4 (Die, 妇 上 的 全 连续 国 数 必 是 连续 的 ; 

(i) 两 个 全 连续 国 数 的 线性 组 合 . 滋 积 仍 是 全 连续 函数; 

ai) [e 8 上 全 连续 函数 必 是 有 界 变 差 国 数 . 

证 (i),(ii) 是 明显 的 (读者 自己 证 明 ), 

dii) Ete-—1,BHGE X, 存在 >0， 对 任意 有 限 个 互 不 相交 的 
JFK BI (QC, 5,0), RED (5, — aD OI, Z[ FG) — F Ca.) | «1. 


BOB cM, (8^ 2*8. HeLa, 01M EA, AADA 


a—gy mg ex —b 
XE Dg; zi] 土 任 何 一 组 分 点 
CA 


HUP BIG. z) St aC, 所 以 


V pz, nn £0) 371 


Bit V CF) «1, Am V ans Xi enar, 所 以 (x) 是 


ry—} =i x;-] 


———————MÀ— er 
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有 界 变 差 的 .证 毕 
系 ” 侈 连续 函数 (关于 勒 贝 格 测度 ) 几乎 处 处 有 有 限 导数 ， 痢 
且 导 函数 是 可 积 的 . 
下 面 是 全 连续 歼 数 的 一 个 重要 性 质 . 
， 定理 5 iF Ele 的 上 的 全 连续 邱 数 , 而 且 P0 (E TH DR 
格 测 度 ) 儿 乎 处 处 成 立 , 那 末 下 = 常数 . 
证 先 证 (5) 二 F(a): 对 任何 eC, 由 F(z) 的 金 连 续 性 , 存 
在 5>0, 当 {(46s5,)} 是 有 限 个 总 长 度 小 于 的 瑟 不 相交 的 开 区 间 
时 ， 
了 FO - FG, «e (7. 6) 


id Ey iz] F'Qr) 0, z€ (2, 5)}, Hl (Da, 5]—E0) —0,— 所 以 
由 第 二 章 邓 4 定理 5, H EHR ô, FEINE OO D [a, 5]— Eo if 
HomCO) «8, Wii(a, 5,2329 O BS39 REC [FL ARS. 

BDM, H poE[e, 5] —OC EVI, F'G 二 0。， 所 以 存在 正 
Pt RO, 6), 使 得 97 (Jo — 8, Yot A2 RT, 


¥— yo 


XRRR Ca., 5), v — 1.2, ehU {Go h, yot 8) lyE[Ea, 
oj—0) E T Le bi RIR Borel 覆盖 定理 , 可 及 中 选 由 有 限 个 来 
H Lla, b], 设 它们 是 

Lai bi), , Cam Dm) C1 Oh gi R4), ey (Fihan Yit h) 
显然 , 可 以 在 集 (ai, bi, ya E51, 2, m, J=1,2, = PRIMA 
适当 分 点 , 使 其 全 体 构 成 [e, b] E. Zr GR: 

和 二 人 
HLEA: 任何 (zi n r), REDBAD a, bH, 或 是 (ii) 
f, —4y», WiBG.sz220CO pth), mi) —gw; mH, 
(t-n 2,) C G5 55, Y). WIERE 


$7 WEB AI HK 50d 


[F(b) —F(a) | ED FG —FG 0l 
k-1 


LX|FG-—F,.4Íi 
TEXÜ'IFBGOO-—FG, 0l 
其 中 X RRAGONA GL; 2281" zog G0, Gu 
(xr, , v,)3R D, ddg(7.0, Z'|F(x)—F(ri.0l-«e. 根据 (7.7) 
Z"|F(z,) — FQ i) | eX" (2, )e(b—a) 
所 以 
IF(5) — FCa) | ei (5—a) -r 1] 
由 于 上 是 任意 的 , 令 00, ERA FCD) — F(a), lE ER, 对 任何 x 全 
La, 5]; MCa, eJ Lo, 0 来 讨论 , 恒 得 到 
F(2) —F(a), F(s) 二 常数 证 毕 . 
3. 4i E dn EXE ANSA. 利用 上 述 定理 立即 得 到 下 列 定理 
定理 4 牛顿 - 菜 布 尼 顽 公式 
F()-FG)-| rco& 


成 立 的 充 要 条 件 是 FY) 是 全 连续 函数 ， 

证 ”必要 性 已 在 引信 全 连续 性 定义 时 讨论 过 ， 今 证 充分 性 : 
因为 F(2#) 是 全 连续 的 , 由 定理 4 ARAE Tr GES DLE THERE. 
TE PR IE 

d(x)— E F (Odi 


显然 PERERA QP) Fa) eia), EEMTAÆ 
AXESRER LO AE, BERE. 根据 定理 1, UU(r)-— -F — Fx) 


=0, BiibomRO, Vaag. BULU m V (a)- Fla), iE 
ip, 
通过 上 面 的 讨论 , 清楚 地 看 出 ， 利 用 勒 贝 格 积 分 这 一 工具 , 把 


2 BIm GRASSES 00 
过 去 数学 分 析 中 原 函 数 ,不 定 积分 ， 沾 顿 - 蒜 布 尼 兹 公式 之 间 相 互 
关系 的 讨论 深入 了 一 大 步 . 

4. 勒 内 格 分 解 ” 经 前 而 讨论 立即 可 以 得 到 有 界 变 差 函 数 的 革 
贝 格 分 解 | 

定理 7( 勒 贝 格 分 解 定理 ) 设 9 Elo 58] 上 有 界 变 差 函 数 , 那 
末 必 可 分 解 成 

I=] tf 1 9 (7. 8) 

其 中 9 是 [o, 0] EBERIN qoe Ca, 5] 上 全 连续 函数 ,9, 是 奇异 的 
有 界 变 差 函 数 ( 当 A, Ia Io 9 三 个 国 数 可 以 有 某 些 不 出 现在 分 解 
(7.8) 中 )、 除 去 相差 一 个 党 数 外 ， 三 个 医 数 9,,9。. 9 均 由 9 唯一 
"i. 

证 极 据 8 6 定理 14， 取 9 是 由 9 J* 4k B5 BSEC ES c CEA 
$(a) -0), 因此 9 一 9 便 是 连续 的 有 界 变 状 函数 ， 取 

s G)- | eto - e G»»et o gta) 

TAR g Ela, 如 上 爹 连续 函数 , 且 9。《a):=9C4a)， 由 $6 定理 8 的 
f e 0-0, 因而 9, Gr) — ^g CO e), Re C) m G)— 
9. Gr) - er) BE AEG, RERET 0, 根据 定理 1,9, (0) 
4G)! G) — 9 G)--0, 因而, 就 是 奇异 的 有 界 变 差 国 数 ,， 即 
有 分 解 (7.8) | 

再 证 分 解 的 叭 一 性 : 因为 9 是 由 9 fo BG, BUE HESS — 
定 的 。 如 果 有 另 一 个 分 解 :9 一 9 十 9。 9. REOR Jo 9 一， 


Fe — e Y —F =g, =) 


由 定 HRS, g.(z)—g.(r) ER MA gga iE 


He, 


x — Bü l si1 


E 题 
1， 证 明 , Bit ela 拉 于 念 连续 的 充 要 条 体 是 对 任何 e>0， 存 在 5 
0, X4HETI— TASSE RUE IE I] an 0) p, AE 9 1 (5, a có M, BU 


DIr) F (a) ce. 


2. WF Ela 如 上 全 连续 函数 ,G8 是 [e, d] LAZAR, MBAC 
[e, d]. WEB GP CD) JE [ e, 51 E n EE, 

8. EFE la bl LERH mi, ENRE Ca, 5], ip FOD 一 
{F (e) rE} EBI F [o 5] E dc ER ER C EE A fF AS In C ECB (Borel ji 
3€), m CE) —0 DPA. m GI 08) ) —- 0, 

4. EN 下 上 上 导数 处 处 在 在 且 有 限 的 单调 稍 数 不 必 是 全 连续 的 

S. HEH F Lla 区 上 是 满足 Lipschtiz 条 件 的 国 数 的 充 要 条 性 : Fa 
La, b E FRE UL RC CR EPA. 

5， 设 了 是 [am b] E ifa & PI A PERO ANC: 对 任何 assa an rab, 

fio 一 了 co f Gn) 一 于 (zz》 


一 加 并 9 一 Xa 
称 这 种 函数 为 呈 ( 向 下 ) ER GE, CHMEL: IHEM z yela, d), 
(L9 qG) fy). Wu OR TO HI £d (n, b) Lidia 


AE f X dEa, b Wine SUR f XDa, 5] Eo HER A, $6 2) 9 的 记 
* WEIL f feLo, 到 上 处 处 存在 , JE H. AE AE US m i fc 

7. WE f Co, 0) Ei c, (X, S, a) 是 测度 空间 ,55,2 EE EET 
PAR. SCIL e EE E «TIG 28, 并 且 对 任何 «CE, piala b 5], WEH (Jensen 
不 等 式 ) 


rdi fp pan) 
| padet) T pd) 
E 


8. WEf Ao, biha EE iic, uc BH Pg Wap ,zkoy nm) 都 是 全 和 


续 国 数 ， 
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9. WF [a 井上 全 连续 函数 , 证 助 
站 Fopia= V a 


GETEA $6 习题 11 KEH). 
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l 3 引言 fo)e 到 上 单调 增加 的 右 违 续 国 数 ， 从 数学 
分 析 米 看 ， 它 是 La， 的 上 点 的 国 数 ， 如 果 有 从 测度 论 来 看 ， 抬 出 这 
样 的 点 的 函数 ， 实 质 上 就 是 给 出 了 [a，5] 上 Borel 集 上 的 一 个 集 
的 函数 ， 并 且 是 测度 ， 如 果 f(x) RR [a, b] ERER AN E 
SEE, MARE 观念 看 ， 它 有 Jordan £i: fO) — (x) 一 中 2 
tfl). ARBRAR SREZ ARRS GO JUS PIT RA 
数 pr) tfa) 与 2(2) 2228. AE, FORA EA eri d — AE 
函数 ， 并 且 是 两 个 测度 CAP BI p(2) Efi n(r) P EYXZIE,. 3G 
FÈL b] Ef FE TERR, AC) e La, 01 E FIER CHE, 可 仿照 
定义 获 坚 积分 的 方法 ,并 将 歼 曼 积分 定义 的 和 式 中 的 Az 一 zt 一 xs 
HH AFS dD a 就 引信 人 起 过 重要 作用 的 所 谓 歼 曼 - 斯 
幕 阶 积分 


(coat) 


AURA S BU EET XD VUBUS. 很 自然 , 黎 曼 -斯 蒂 阶 积分 就 
应 被 推广 成 关于 能 驶 表示 成 两 个 E EZ Rm ERR "A E" B3 
积分 . 
另外 ,$7 中 证 明了 [ae 好 上 全 连续 函数 Rs 所 成 的 国 数 类 就 
是 勒 员 格林 程 图 数 站 xz) 的 不 定 积 分 
F(z)= l'acoateo 


全 体 所 成 的 类 .从 测 座 论 来 看 上 述 结 果 ， 就 是 一 个 可 以 表示 成 两 
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个 测 论 之 差 的 那 种 * 测 庶 * F, ERR BIN CPI XE BER dB A 4e ue 
起 ), 一 定 能 表示 成 一 个 可 积 函 数 的 不 定 积分 ， 由 于 
oz -['icoa- [7 coat, 
因此 ， 妈 可 以 说 是 能 表示 成 由 两 个 韭 负 可 积 函 数 (通过 不 定 积分 》 
所 产生 的 测度 之 差 的 形式 . 
在 本 池 中 ， 我 们 将 把 上 还 点 国 数 中 殷 重 要 的 事实 以 及 还 有 一 
2583 ned 85 345) $i — r3 BEI ER, 
2. I Xii 
EX R(X, R)MREWgpD AER. sis: (X, R) 上 的 两 个 测 
Er, EREDA- TERARMEO, CX, R) EA ET 
BCB) — u (G) — HE), ECR (8. 1) 
RHC, R) LEJ Sc pi. 
令 后 总 假定 us 是 有 限 的 , 即 aleg HBBHE o0, 
例 1 UO, R, eka rr- 有 限 测 放空 间 ， 灵 2) 是 X EJE 
国 数 , 集 国 数 
v(E)=| fän, EER ` (8.2) 
ERDE E, Xp RER 
nOD [fan a [ fdn BER 
即 可 ， 
如 果 ft D GROGH RBS HWESXEE, SCR. 这 时 全 1 中 广 芯 测度? 
就 可 能 在 基 些 可 浏 集 上 取 值 吕 ， 
例 2 HJ X-—[o, 5], ii Bila, bD ALa, lp AA Borel 集 念 
体 所 成 的 zz- 代数 , Hx R AL a, bp Lo, a] |a€Le, 611 张 成 的 


D 目的 是 保证 (8.1) 式 有 意义 .本 书 中 总 假定 H 是 有 限 的 谢 订 


em 
， -。 m m m ET nes RTI EIS Ur rr um 
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SR, x g(tz) 是 区 间 [La, 51 89 H m E82. IER ERA 
ATR: 
gila, 8)) 5 g(8 0) —gCai- 0), asas. fE, 
(8.3) 
g(Ca, B — gC8-- 00 — Ca), ax. xb 

SÉ B-bgd, Hp g-ga). Em. 由 (8,3) f EDE Xi 
RE-SE. His Xx 83 的 方法 可 唯一 地 把 9 扩张 成 可 测 空 
iBiCLo, b], BCta, b) E8588 E, DAE i379 g. WEEE 
销 数 KF?) 导出 的 调 询 ,对 于 不 满足 布 连 线 的 单调 沙 数 8 它 导 出 的 
测度 总 是 理解 成 按 (8.3) 方 式 产 生 的 。 容易 看 出 ， 加 ! 果 5 是 常数 ， 
单调 函数 gte 与 gCr) SUB Bem eR RI. PES, fA AGE 
[a, 5 二 的 另 一 个 单调 国 数 ， 它 和 gA AE RAI ga) c RCO), 
g(b) — (5), iti Hob (a, 50r — ar, T gx 0)—RA(x--0), ME 
由 (8.3) &DÉ, gCr) dn ACE) SE B LEAD ERG. Ae, XE 
Ca, b] E TE— H VEL ER 9 (0), RTELTE — T ERA &(7); h(a) —0, 
h(b) —g(5) —g(a), Zi xC(a, Ol], Ar) = g(s +0)— gla), HRR, 
XXX] — 5) z€(a, b), ERE ACT HET Ep, Ar) — A0) 
-g(z40)—9(0D, ihi FE. h ES HUBS EE LAE 892) 导出 的 测度 . 

SEU g EL 5] ERU Eze 2E ES. S. 3.6 的 正规 分 解 
定理 , 我 们 有 

g(x) - p(x) —n(z) tea) 


其 中 Hz ez) 是 %z) 的 正 , 负 变 差 函 数 ， 记 V oela) SEX 


v(z)-p(2)--n(r), kB 2 所 述 的 方式 ， 由 p), al), PCz) 可 分 
别 导 出 (La, b], Bia, 5])) 上 三 个 全 有 限 济 麻 , 分 别 记 为 8, m v. A 
作 ([a, b), Bila, DDO EJ" LWE g 如 下 : 

g(E)-p(QE) -8(E) — ECB([a, 51) (8. 4) 
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iH (8.4) fud HE 2, nE raa 812 — 26800) —p(a- 0), 
neca, 81) - nCB -- 0) — (2-00) 可 以 看 出 
g(«a, 8D =g A 3 00 —g( 1-0), asas Bb 
| (8. 5) 
gC[a, BD)=98+0)—g(4), ax. a.b 
Ku gib +0 =g), i EL J7 SCRIBE g 3& CE, b], BCCo, 81) 上 
满足 (8.5) 的 瞧 一 测度 ， 有 了 时 我 们 称 p.n 29 9 PESE E AEZ 
E. 这 有 时 5=8p 十 nn 称 为 9 的 全 变 差 测 度 。 显然 g EATER 
Du BE, 
d 用 Vola, 本 表示 [ca 61 EB RE ARI 
(i) h(a)=0; 
(ii) hb(x)-—R(zr--0), zCc(a, b) 
HAJ TAAR ACHOD, AGE 8) 上 连续) 的 金 体 ， 对 于 
[a 8 上 任何 有 界 变 差 函数 ge), 我 们 作 
0, 站 二 站 
k(z)—4 g(5)—9(a), 多 一 号 
g(z 4-0) —g(a), aceb 
BER REV Ca, 5], mi FH. Ani Bibl 2 Bros, gE ANNE 
一 样 的 ， 因 此 , 4- JE UESES FEE 2E PEDE ARE, IRE 
要 考察 Pole b1 nico EBA Sc BE. DD XX EC TE 
二 分 析 中 要 用 , 所 以 在 这 里 交待 一 下 。 
正面 是 广义 测 产 的 简单 性 质 . 
8|381. i; u ECX, R) EJ SAE, RE 
(1) (0) =0; 
Gi) Cap 3gar nop fEfR UE.) CR, EL ES— (0) (75m), 那 来 


H ( U5)= > Ba G.S 


Ims ciarum min. a umm rmm ssi mani a aus Ames o LU Med MT sU RAT Rs s E RI re RA ni Hn r 


OMS Zoi Wie 5 

(iii) 士 co 中 具有 一 个 可 能 被 取 作 为 u ifi D. 

证 从 站 是 测度 s nim ARS EAE t 中 至 少 有 一 个 是 有 
根 的 , 立即 得 到 (Ci Gi) Gii), 

一 般 测 度 论 书 中 (例如 [3]), 9g 9r 858 CX, RD E2838 5] 1 
PGR Gi, Gi) ZR fre B5 SEGUE e 为 带 符 号 的 测度 显然, I CM 
度 是 带 符号 的 测度 .有 反 之， 我 们 要 让 明 带 符号 的 济 度 就 是 广 忒 测 
度 ， 为 此 我 们 引信 

XX. Weng Xotk np d zig) OX, R) ME ESSI 
ACX, Ẹya Wii EER, EDAD, mE ACE A) 
SAR au 0E D) A) 0), 那 末 称 4 是 5 ERC). 

定理 1 (Hahn 分 解 定理 ) 设 上 是 定义 在 可 测 空 间 (X, HR) 
的 且 上 的 集 函 数 , 满足 x( 访 )==0, 可 列 可 加 ， 永 不 取 一 吕 值 ， 这 
时 必 存 在 u SIE. UAR ALB, 使 得 A(1B—- (7, AUB— X. 

证 第 一 步 , 48 sn HEX" iu Ws, e 

«-—inf(z(C) [C J&vf dali 556) 
HAMARA C WE Ca, AA MARAE E NECI 
ARER Ad, 因此 , 集 


(d R-1 
B- U(e- U 0 
是 可 测 负 集 , 和 而且 易 知 x(B) 二 a@. 

第 二 步 ， 证 明 4= 工 一 有 是 上 的 正 集 .对 任何 吕 E 卫 ， 因 为 
E(YA—E—E[B, MA ENA n] NE E. E ES £n 
KENA, BaRa 必 有 4 的 可 调子 集 ES, 使 得 (ESQ) 0. 
显然 , E 不 可 能 再 是 可 测 负 集 了 (否则 CEU E aD aCEQ 
«a, 这 与 & 的 定义 相 了 矛盾 )， 因 此 , 必 有 Eo 的 可 油 子 集 ES B CE) 


四 ”本 书 中 总 假定 一 o 未 不 葬 作 为 上 的 值 
BO MABRE RUE) S — co CECRO , UBL HEB] c2» 一 oo， 


$8 I XN fbl ái 
0, IË, BA AAR k 使 得 CER. 8 DRE CORR AG 
H E rh ohio s IF ks bo Ev 的 可 测 子 集 Es E uE) 
Pus BARMA ERE ERIS oE) 满足 4(B 一 下) = 
ME) ACE) Su OR) 4-0. 继续 用 Bo 一 代替 原来 的 地 
i RALEA TME KCPE, aO zh ), 


u(E,— E,— E e Eo) 一 元 如 时 继续 下 去 , 得 到 
EC Ey EO Ea = Qn m), m, n=1,2, 1 


kde pU, a= 
EA lin. 一, 否则 将 有 e Ü E.) 2 n0 23. 
BE Ü zE, U (&.- Ü E, )》 根据 的 有 限 可 加 性 (可 列 可 加 的 
BRRR AGO =a Ü z)+ s(n—U BAAR p(Bo)<0, 将 
得 (5 U E, )- -co, 显然 这 与 假设 不 取 一 co 矛盾 . 
BUR Jim 直 一 0， 这 直角 可 测 集 = 一 E, ARERR. 


BAFU) =E) 2408) 1 OR < 与 ELT M 


理由 完全 一 样 , FEPER KRETA. Dir 4 是正 
w. ur. 
例如 俩 1 中 的 情况 , BRAA f OEOCIA BS v CE EST DURO 


TE | i-es ADM BU o 
HISAB, HF, 集 AIK, BXD v» 
WE. RE., 44, 取 集 A= X (£50), BSX 它们 分 别 出 
Atv 的 正 、 负 集 ， 所 以 一 般 说 来 Hahn 分 解 并 不 唯一 ， 但 在 如 下 
SR. 

RO AUR s 满足 定理 HRY, CA. Bi), (An Ba) 分 别 是 
的 两 个 Hahn 分 解 , 那 末 , ZEE fU REESE E 
BCE( A) —uCE() A), p& GE 5,2 - B (E CO Bs) 
证 BA 
E((A—A)CE()Ad, EDCA —ADC EB, 
A, B, 分 别 是 正 ,人 负 和 集 ， 所 以 CB 站 (4 一 44)) 二 0， 交换 A, Ail 
SE, BOUE 2(BNC4: 一 41))=0. 因此 
© PLENA) S a ENA NA = 4(BN A;) 
同样 , eE NB Y= &CEC) B3). EE, 
系 表明 ， 从 测度 方面 来 看 ，Hahn 分 解 ARLE. 由 此 
DIA FLA 3E E P LEE CE aS E DEMEURE 


B'CE)5uCED A), u (E)— —HGE[1B) |o (8.6) 
lel (E= p CE) +a CE) (8.7) 
(ECR) 


LU ZW un lul u HEZA NE AERAR i15 
并 且 显 热 有 
BCE) - A CE) p CE), (8. 8) 
Ia] CE) | CE] (8.95 
这 样 , PRCLSCORDR EUH 9726 25 i82 H Jordan 49 BE FR. 
定理 2 (Jordan 分 解 定 理 ) WE a dE EX dE AIR CX, R) 
的 R EHEAR., 满足 (0) —0, 8 AERE FEST Ins, JEH, p ok 
RAe, Sd uC(E)—u*'(E)—u^(E) (EER), 并 且 存 在 
Ega, 使 得 一 切 EER, p CE) «a, 


$8 DXWNERRBS 00 0 0 $19 


m 

‘Jordan 分 解 定理 说 明 , TIE: E 73 LMA, 和 有 界 
变 差 函数 的 分 解 一 样 , 有 如 下 系 . 

X Wbu-i—2 ROC B) EJ XAR, SERI 8I EER, 

i (E) SH OD, p(B) B (E), Oni E p CE) |u| CE 

(8, 10) 

证 由 (8. 6), 对 任何 FER, u*(E)—= ut ENA) — CET A) — 
p CEC) A) im CE) AD) Cj, CE), AIE, is CE) 2- (E). hi ^n 
Qn d H3) CE) Z2 | s] CE), iE, 

RRHH, pU 8H ER) Jordan 分 解 是 一 切 分 解 u= 1 — ud 
XE SIAC RAE CT PORRLUEUG AME, SERRAS 

对 于 广义 测度 , 我 们 同样 可 以 引入 如 下 一 些 艇 念 .. 

XX 设 5 是 可 测 空间 (X, 尼 ) ERE, EHEN 
ECR, u(E) «020, $& u Jy RR: 如 果 XER, ARR LN CR 
为 多 有限 的 ; Au R EARS EER, ME (E) CR, aE) «eo, 


E C [) Eu 8 apo E Rs 如果 XERR,o- 有 限 的 广义 测度 称 为 


全 er- 有限 的 . 
从 Jordan 分 解 , 读者 很 容易 证 明 下 面 性 质 
G) 4 是 有 限 的 充 要 条 件 是 14| 为 有 限 的 ; 
4 是 金 有 限 的 充 要 条 件 是 |4| 为 全 有 限 的 . 
Gi) e 是 o- 有 限 的 充 要 条 件 是 14| 是 o- 有 限 的 ; 
EER o- 有 限 的 充 要 条 件 是 || 是 爹 9- ARR. 
$8。 关于 广义 测度 的 积分 ”和 普通 测度 一 样 ,类似 地 引信 函数 
关于 广义 测度 的 积分 . 


o REPRE B CDI oofft, BEL. B U oo BEER oo a (E) «eo, 


$6 — 5 5 5 1 XX HIR SES 


定义 Ra, R, 如 是 广义 测度 空间 , 了 是 E ETNEN. hi 
RfE ERT u| Su te 是 可 积 的 (等 价 于 了 在 百 上 同时 关 
Td s.n 可 积 ), IRE 了 在 百 上 关于 可 积分 称 


fa ae 


E FEE LRF ARRA, 记 为 | fdu, 


特别 , iR CX, R, n) E.B, pR, L’, g), AE gE 
上 有 界 变 差 函 数 ( 即 可 分 解 成 下 上 两 个 单调 函数 之 其 的 函数 )， 上 
述 积 分 就 仍 称 为 勒 册 客 - 斯 蒂 阶 积分 。 

和 普通 函数 一 样 ， 当 于 是 复 值 函数 时 ,我们 内 要 DUBR 
Ref Imf 的 积分 就 可 以 了 . 

KT XN BEISBUX, 有 完 爹 类 似 于 普通 测度 积分 的 性 质 . 

定理 3 HCX, R, DE LMES, 那 末 有 如 下 性 质 : 

1° E u(E)-«oo Bodl E. LAR TARET a AE 
积 的 . | | 

2" ERAT at ufa BJETENIPIAE E ZU 
af --Bh XT ubt E Ep fS, 而 且 


| af Pda n | fano [ tdu 
3” ARS HEE LRF Lnd JUP ADDE, 并 且 了 可 积 , 那 末 


(fan = ,at 
4” SHER E LURKER f, 总 有 
[<f fiala] 
特别 , 25 g 是 [a, D] EA DUE RE, 
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| [fae | <fifiiasie 


5" 如 果 了 在 吾 上 可 积 , 那 玉 对 任何 620, 一 定 存在 02-0, 28 
ec E, | p] Ce) <d kh, 


me 
(€ JR UL) B— EC KOEIS NAR 那 来 了 在 Us ELEK 


于 4 可 积 的 这 要 条 件 是 
(Df 在 i 二 1, 2,… 上 关于 4 可 积 ; 


a Xx uiiatees, 
当 了 在 Ü E, EPIR, 成 立 着 


xj, fea fy, fän 
特别 , 当 | geveLo, blih, 对 任何 cma, b), 
[fo [fao + fa9= far+ [rao 


[起 了 [G.,el (6.03 [3,05 [0,5] 


7 “(控制 收效 定理 ) 设 UD JEE. ES BUONA, 如 果 fa 
RT lel JLPT f ME TE TRANT, tkf 

l lfa] €F, n=1,2, = 

关于 14| 几 乎 处 处 成 立 ， 那 末 


OD"ag 让" 是 分 析 数 学 中 一 般 通常 用 的 记号 , 表示 y RARE V GORSURISNR 


aiki, "dv g”. 
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tim fran frinfat 

因为 这 些 性 质 均 属 明显 ; 我 们 不 去 证 明了 ， 读 者 必须 福音 的 
是 , 凡是 以 前 普通 测 庆 的 积分 中 所 说 的 “ 零 集 "“ 扩 乎 处 处 "之 身 的 
条 件 ， 现 在 都 要 改 成 关于 |#ji 的 “ 零 集 ",” 几 乎 处 处 "， 这 是 因为 对 
广义 测度 上 来 说 ， 它 的 零 集 可 以 很 “天 *， 例 如 一 个 非 荟 的 广义 测 
庆 ， 全 空间 互 却 砚 以 是 它 的 零 集 ， 具 体例 子 娘 瑟 = [0 2r], gE) 
—sinz, H 9(7) 导 出 [0, 2x] 上 所 有 Borel 集 上 的 广义 测度 9 这 
时 g(0,22)) 59g(2:5) —9(00 —0, uk, RJEXCT- HOGEMOERUB 
DS PES UE WIE E DOE; CE mE) 1:0 
质 等 等 )， 那 里 的 条 件 都 得 改 为 关于 测度 1A| 的 条 傈 、 这 种 条 件 的 
更 改 是 由 于 广义 测 诬 疡 是 可 以 取 正 、 负 值 所 造 虑 的 ， 读 者 如 能 实 
地 地 去 推导 一 些 性 质 就 不 难 正确 地 抬 撮 了 ， 

当 jp, H ECX, R) E BA BEBE, m 是 有 限 的 ， "M fik 
E EXT u= 可 积 , 一 般 地 说 ,了 并 不 一 定 关于 NE XS 
积 的 (请 读者 举 一 个 例子 )， 但 有 如 下 结果 . 

32 Anf un EUX FO EJ NE, f EELA 
F ui ga 都 可 积 , 那 末 了 在 吾 上 必 基 于 产 可 积 ， 当 可 积 时 , 有 


[ia - [fins - fam (8.11) 


AE 8.10), HIA, B pu B spe, EA £F 3ECP it. nc 
fr E j- "f Bin e L3 A812. X ECT igna 9s RD 
Bi T BT uH a^, Dot 


| fän, + f. fin = | face. Tu) | fac n?) 
=| fan e| fan . (8.12) 


直面 第 一 ， 三 两 个 等 式 是 利用 $3 习题 12 得 到 的 ， 册 (8.12) 立 即 
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&$[(8.11). HEE. 

下 面 是 关于 测度 的 线性 . 

定理 4 (线性 ) ao EX, R) 上 上 的 两 个 广义 测度 如 果 
在 吾 上 关于 a.» 可 积 , 那 末 , MEE [E a, B, 

f fiant 5) -a| fanc p | Fay (8.13) 

证 我 们 仅 考 察 4 之 0， 所 0 的 情况 (其 它 情 况 风 读者 补 证 ). 
an + Bv — (&u* — Py) ap —By»*) | l 
因为 了 关于 u v 可 积 ， 因 此 了 关于 测度 apt 一 Ba 
—fwv'igE LIP B5B 2, f RF au Bv 在 名 上 可 入; 并 且 

| fiant |. fd(au* — pv f. fütan7— pv | 
FD atp =at Aw, au^ — fe! da C B)s* 易 
A 01 07 88e 

| fant - 8) a | fa +(— -»j, jas- 


| fiam -pv = | fän - C— p far. 


由 此 立即 可 以 得 到 (8. 13), IEEE, E | 

4. R-N% 3ETJC XO, ECT EIUS BUE ER OS 
Jordan 4Y 8E, i38 PE ALUT- c XE Se BRUN PS A RERA 
JL, BERR- JEt T (Ooadon-Nikodyim) im, E EN 
LELIAITq gU A $1 WE db EE 3 1 LoAMESIC 
SUR Ec EUR BLA AER ERDHEN E LY HCM ONERE 
FCz)( 见 (7. 4)) 换 成 : 

»( - | fan, | EER 


O DRIX, 再 ) 上 的 集 函 数 ， 是 广义 测 诬 ， 由 积分 全 违 续 性 的 启 
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A, RETASA —4q MEAE ATI AMER ER .， 
定义 设 v.& 是 可 测 空间 X, R) ERANO ME. 如 果 对 
任何 2 六 0, 必 存 在 670, f POR EE FRT E € RI, RE Ip) otii, 就 
A Je «e, 那 末 称 v 关于 二 是 强 全 连续 、 . 
ERRER ASe R7 ER ER UL 读者 容易 证 明 : 
y 关于 4 SRAEHAKROTERE AREAS Dv | ATA 为 强 全 连续 ， RENE 


a 


po 常用 的 是 比 强人 连续 要 来 到 一 点 的 下 而 
的 全 连续 概念 . 

XX ikru ETAR (X, R) ERA RR. mE 
luj (E) = 0 必 可 推出 |v(E) | =0, 那 末 ， 称 "关于 /为 全 连续 ， 记 
À v«n 

只 定义 先 得 到 令 后 有 用 的 下 面 事实 ， 

引进 3 下面 三 件 事 是 等 价 的 ; 

ü) P&H 

GD) v'«u,v «nu, 

(ii) Jr <a 

证 CD- (Did A,B A v PIE, $2136, AUB= -X, An BeOS. 
设 EER, | u[€C8) —0, Bri p ENA 一 III. 9. dit ig D) 
RI AMA IVCEOg4]—9, |» (EO B)] —-0,. Myt QD =E NA). 
-0,.»7 Gn = —»(E NB) = 0, 从 而 (让 成 立 ， 

Giek RETR. E 

利用 引 理 3 就 得 到 下 面 有 关 强 会 违 绕 和 外 连续 关 素 的 命题 ， 

引 理 4 (D > 关于 4 RAA, r 必 关 于 4 全 连续 ; (ii) 
An ov EARR ME v XTPaacHAGEBEUPE vXDT o4 4i 
续 . 

证 〈 世 由 强 全 连续 假设 , XEHEfRIS 0. 存在 和 > 0, FLUE [p] CR) 


EM $8 广义 亚 度 和 积分 i 25 
<ô kh vice, P, SEE RE HERS, Jal) 
«3r, RELVE) <e, EA e0, EARE M 
vÆ, 

Gi) ib DAI, REENE v 是 有 限 的 条 件 下 ， 由 低迷 续 能 失 
出 强 全 连续 , 假如 不 对 , 即 » 关 于 & 不 强 全 连续 , 自然 I? EEG E 


强 全 连续 . 因而 存在 o0, 对 任 取 6= 去 《n=1,2,…), 相应 地 有 


ncn, laici) «ue. dH MT FU (Üre 
(ais 2, =), m| Ü s uawr iil s. )« 
poco, dE Pe lim Üz, 所 以 141CF) -0, B-VM, RRR 
* 是 有 限 的 , 因而 j>|( Ü 2 )<o, 从 而 

Isa o nimii ( Ü oes 


REU ETa RAE, RR S, v 之 p DPI 
u, 所 以 这 木 可 能 , 因而 > 关于 产 为 强 全 连续 ， 证 毕 . 
- 思 为 在 一 般 情 训 下 ,,c- 有 限 调 磨 总 是 化 成 可 列 个 测度 有 限 集 
上 去 考虑 , 因而 , 上 述 全 连续 驾 念 在 一 般 测度 论 中 已 足够 应 用 了 ， 
注意 , 即使 在 全 o- 有 限 测度 情况 ,两 种 全 连续 性 并 不 区 价 . 
O A3 (E, B) 是 直线 上 Borel 可 测 空 间 ， 取 um, v 取 为 
(oa BEBO A DU EE E, Hh 
| »((a,8]) =g) —9(a) — 9'(0)(b—a) Ot u (Ca, 61), ace «b 
易 知 v 基于 4 不 是 强 全 连续 的 (因为 P HCRTULEEREBICKO, 
但 yz 关 二 站 却 是 侈 连续 的 ， 事 实 上 , 如果 FEB, 4(E)—0, dn 
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iE. Ern, nt 11(n—0, +1, 2,2, BRKE- 【| En iC) 
—0, 把 内 > 都 限制 在 (Co 2-1], BN a+1) 上 ， 对 任何 FE 
BN (n,n 十 1], 易 知 | 

»(F) —g(F) =| o'yi =f a | 
Bie i’ dee a 1]1EX& b 贝 格 可 积 的， 特别 取 FE ht, EA 
bE 一 0。 再 由 > 的 可 列 可 加 性 ， 得 到 xj 8.) - 0. AFER. 


如 果 我 们 采用 “积分 ” 可 以 取 无 限 大 值 (参见 本 章 $4 第 三 小 
WARN), 容易 知道 ,对 任何 BEB, 上 和 例 中 v(8) 可 表示 成 下 面 形 
AGE $4 218 12) | 

vCE) 一 INIT (dp — dt) 
函数 (2) —a? f SE ER (n) s, IE EE ERI v AF ue 
Re" ERO. 

对 于 一 般 测 度 空 间 , 如 $4 习题 12 HIER. dm RCX, R, 4) 是 

全 o- 有 限 测 度 空间 ,* 是 尺 上 非 负 可 测 函 效 , 那 末 , 由 了 定义 的 集 
函数 EE 

v(E) =| fan, EER (8.14) 
是 (X, R) Ef o— 有 限 测度 ， 并 且 从 uE) 0 必 可 推出 (8) 
一 小 

”下 面 我 们 要 证 明 两 个 全 o- 有 限 的 广义 测度 , 如 果 vus 那 末 
v 必 表 示 成 (8.14) 形 式 (当然 函数 f 不 一 定 是 非 负 的 了 )， 道 常 称 
它 为 Radpn-Nikodym 定理 , 简称 为 R-N 定理 , 而 称 了 为 > 关于 
4 的 Radon-Nikodym 导数 (R-N 导 数 )， ja. 
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定理 3 (Radon-Nikodym) Wb», u ECX, R) EMTA o- 
ARAWE, 如 果 reu BRUTEK, R) EA BERE SKER NE 
f, 使 得 


v=] fau, BER ^ (8.15) 


并 且 这 里 的 了 是 由 ， 2731 2, MESTRE 2 83. E. 
别 之 外 ). | | | 
AE 第 一 步 ， 先 证 唯一 性 .如 果 叉 有 着 上 可 测 函 数 使 得 
v(E)=| Aen, EER ^ 7 (838) 


这 时 , 令 41、4- 分 别 为 的 Habn SRBE AU ANAO, 
A'UA -X, 由 于 
0cv( XQ D D 4) EES NA) 
= | aaa- | m-1e Din 
|xalbnat xao-bDnat —— ira2D0845 2 0C 


HT ORC RE 8 i, A. EXEIBIEBII n] EI D) = 0, ,同样 
ff [ i| CXCFA)) — 0, Bp f A. 

S —3. d i IEEATEIEN GET, AER HERE f, 使 得 
(8. 15) i 3r: 

(D AE Dedin fir D DER Bc A 8t: — — T m 
的 想法 是 从 下方" 逼近 所 要求 的 f CLEM klUS ， 


[Mamm RER (8.17) 


l3ESR TM EC ek, BR, CI CRIPAR-ON-T-9D5, WEE 
Wm. ERE 有 应 是 Et 的 “上 确 界 "函数 .显然 不 能 简单 地 联 f 
suph(f 的 函数 秆 可 能 处 处 无 限 大 , 另外 了 的 可 济 性 设法 保证 ). 


HTH f, A a-sup T l<» (X)< w, ÆR — Aj 
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lh eg, pn | 
| lim [ hada (8.18) 
nca X UO 


iBfscsupük)— lim max, A). 26 TUESE fo 实质 上 就 是 
所 要 求 的 f. Jeu EZ 事实 上 ， 对 每 个 m BEE n DERA 


HRE, En Xo [JEn BEE I SENS t fur) max 
(M(E), Gr) BUE KC), th GB. 17), 对 任何 EER, 
fre Ü QP du zj 


EnF P 
-1 o7 


«3»ung)-x n E 19) 


MAEL. T .fs M Levi smi f= iim fo 
| (Z, R, p) 上 可 积 函 数 . 由 (8. 18), (8. 19) 还 可 以 得 到 
dft, | Fotua), . EER (8.20) 


因为 f= 的 点 最 多 是 上 - 零 集 , AR fo FIREARM 
数 ( 和 否则 改变 某 个 -PEERK ERTAT) 
AD EH f REKERH ERRAR: M 


so BF) (BE) | folu, BER 


if. 就 是 要 证 明 对 一 切 EER, vE) 0, WR E 那 末 必 有 车 
个 ECR, vE) 0, ER, MLS. 20) 知 道 ,vo 是 (下, R) EIE. 


根据 v (109) 270, BARRE ERR 加 一 二 1 ) (2)>>0、 根据 


Hahn 分 解 定理 ， 必 有 (不 妨 取 为 可 测 的 ) RA, (vea) G0 


89 DXNERES azs 
>0, ifi EXI—8) ATO STI A (v La Kyo. 我们 说 
ORG. AH ven BU (v a a>, : 必 有 PC4) >>0 
(否则 由 jC4) —0, HEH VOD =0, 3X4 000-0, 从 而 (oo 一 
x^)00-0. fri | 
m ff lx 
,此 地 %, ER 4 的 特征 函数 ， 显 然 ,对 任何 EER, 
[fau [, (fot) dn +| ftne. 
«&G—») Gn 4) EnCENAY+r(E—A) 


SGE(]4)4-»(E—A)-—»(E) 
Bez. aA 
[fanc [ foutt] xta Lud)>a 
X 4x nlr L 


xkljagRsORd ROO LARTE. BiCLvi-0, 因此 hv 


AEF, 证 明 当 v8 是 两 个 爹 r AROMEN, TRE 了 使 得 
{8.15) 成 立 ， 
HUP. nib 0- 有 限 性 存在 两 个 也 不 相交 的 这 列 ( 


US. -使 得 U EQ—X-— t F5, »(E,) «co, BCOF oo (5-1, 2, 
a=] m=1 . 


ME] eo), RA, n PAVESE CH — Bl n, m), 并 且 对 LE 都 是 
有 限 的 序列 ， 把 v, a WERE N F RNN) 3E 
全 有 限 的 测度 , 并 且 仍 满足 vu， 因而 存在 fos 使 得 


O 这 个 事实 相当 于 所 要 各 的 函数 了 与 所 INE Fo fa 在 4 中 大 于 等 于 二 


ee er ee ri i 


$50 Ek-x TAEK UD 
vB)=| fandu, BERnCBnza) 


TEX LEA f: 3 x€ E, | Fa (n, m— 1,2, D, f(22— fas). E 
知 这 个 了 便 适 合 要求 , 即 (8. 100 Hn. 

-第 四 步 , 证 明 当 »、& 是 两 个 全 o- 有限 的 广义 测度 时 ， 存在 了 
使 得 (8.15) 成 立 : 

AF raa B v«isl, Amy <el, »«iul, 由 第 三 
ZWEI V En 


way- fau van-[ rana, EER 
ifof-f.mBW s 
»UD-| Ada, EER 


JH AUREAS a W Hahn SPHE, ME, ffoka X4 


TI I -fotil 


. =f feta f, tn [ fe 证 毕 . 
-MEHM R-N 定理 特 微 积 分 电 和 前 下 面 公式 
[feu [was 
推广 到 一 般 测度 的 情况 . 
定理 86 Brne EAR) 二 两 个 全 0- mI XE, E 
CX, Hrga. Xir f EE LXT, RAWAS. WE fE 


如 上 关于 可 积 的 充 要 条 件 是 了 名 -在 妃 上 关于 pp 可 积 . 当 可 积 
时 , 下 式 成 立 : 
f Jes | EL (8.21) 
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证 我 们 只 证 > 都 是 测度 的 情 襄 . 

第 一 步 , 证 明 当 了 是 吾 的 可 测 子 党 4 的 特征 基 数 X 时 必要 性 
成 立 ; f= X, 关于 > 可 积 就 是 (8， 21) 的 左边 积分 雁 在 ， dH. 


{fav= "(EN A) «eo, 而 (8.21) 的 有 边 
| pv | p 
Bi C8. 2108 BUS I DOE E, dii AABAA d we. 
sF, WEBS FREE ERESUTISEON AS E ER: n 
六 -立志 Xx UE JA ly 2—1,2,*^, | 
显然 他 .} 是 单调 增加 序列 ,并且 lim ,一 所 处 处 收 鳅 )，、 由 了 在 


EXT vin But 易 知 fa 都 是 关于 » 可 积 的 , 并 且 


lim| far = [ra | /— — (8.22) 
根据 第 一 步 , 易 知 (8. 21) fa Sar Bj | 
| rev= f, f dn 2—1,2,: ` (8.23) 


EAA ET E E is E EECA. 
从 (8. 22) 便 知 (8. 2D 右边 积分 有 上 界 ， 由 Levi 引 理 ， 
[fir im [so tm etn rip 
第 三 步 ， 对 一 般 的 关于 TRI A ARSi f 
关于 上 可 积 ， 分 别 对 f*、f" 用 第 二 步 结论 ， penra 
GE) ,立即 得 到 | 
f f= | re 一 | F 2=| rius -jr pe 
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u dv 
7j fis tn 
上 面 证 明了 必要 性 , 以 及 等 式 (8. 21) 成 立 , 下 面 证 明 充 分 性 ， 
第 四 步 , 将 第 一 ,二 ,三 步 中 的 每 步 证 明 过 程 反 过 来 就 可 证 明 : 
和 如果 了 ;二 关于 帮 可 积 ， 必 可 推出 了 关于 ”也 可 积 (自然 (8. 21) 也 


成 立 ). 

^ v.u 都 是 涡 座 时 ， 定 理 6 已 被 主 明 ， 全 于 一 般 情况 的 证 豚 
将 留 给 读者 作为 练习 . 

现在 给 出 定理 6 在 直线 上 的 具体 形式 ， 它 是 通常 分 析 数 学 中 

党 用 的 . 

X1 ikov [eb], 下 是 fa 寻 上 关于 8 村 积 的 通 教 ， 作 
函数 | | 

0 " z—a 


u(r)- m" håg, sca, b) | (8. 24) 


EX Qua) esa b]; CD La, 9] E. Borel TAMME FAF 
测度 %《 由 wz) 产 生 的) 可 积 的 充 要 ACIE FA 关 于 9 可 积 ，(iii) 
当 f RF u TA FRIRE | 


NI [faeg mE am 


本 系 1 是 定理 6 的 直接 推论 , 不 予 证 明 . 但 必须 注意 : Hgt) 
{E i =a 点 迷 续 了 时, C8. 24) 中 定义 的 uE 


a(z)—{ hdg, seta, b] 


SIE ARER, RA CE 2 定义 的 wz) 才 属于 
Vla, 6], S Xffj JE t7 ERMET- EE 


u(E)— | hdg EEBNEa b] (8. 26) 
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相符 合 ( 由 (8, 26) 定义 的 调度 才 是 适合 定理 6 的 测度)。 由 al) 
PERIE a EJ (o) E aC) =o 


un) = f... hag oh (o) [g(a +0) 9023 


一 般 地 说 zx({aj) 天 0， 在 考察 勤 贝 格 -斯 蓝 阶 积分 时 ， 这 种 地 方 应 
特别 当心 ， | 
当然 , 对 于 无 限 区 间 也 有 类 似 于 系 1 的 结果 ， 
下 面 的 系 是 更 为 特殊 的 , 但 也 是 很 重要 的 . | 
EE IM DOUCUCDITMESTITAEOONANSI 
TAWA WK, 关于 测度 u( wz) 产 生 的 ) 可 积 的 充 检 条 件 是 
fu (w(z) 是 Kz) 的 导 函 数 ) 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 当 可 积 时 , 有 
| fav- [fuas | -o €&27) 
RÉER PR Au, -nGDDRENEO, 000 
TUER dt 
X3 Wes] ERIT S3XEHR IG BK 
das co feet) - [fe [gaf (eom 
AE 因为 19 也 是 全 连续 函数 ， 由 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 以 及 
(8.27) 就 得 到 


b . b (opt 
FOO -SO = [^ Gayda = [fod | fous 


= fag+| gaf 
s. Ki ES Slc HER RORGRBUSIL UE OA N 
R MERAH. J5sp A GU BERH EC RAA: 
XX itr e ETAZ (X, DERA LME, 和 如果 存在 
t 4 使 得 对 一 切 EER, 有 ENAER, |) CED 43—0, Ep] CE— 4) 
=0, 那 来 , 称 vu 是 (相互 ) 奇 异 的 , i v Eu. 
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一 


显然 , >, 疡 是 奇异 的 ， 意 昧 着 互 被 分 割 成 两 部 分 AX — A, 所 
有 且 中 的 元 素 玉 相应 地 必 分 割 成 两 个 可 测 的 部 分 EA, E— AL 
而 所 有 4 中 可 测 子 集 都 是 |>| - 零 集 ， 互 一 4 中 可 测 集 都 是 |z| 73€ 
集 . 5 RE o- 代数 时 , 取 . 旦 一 瑟 ,由 此 可 知 ， 此 时 4 本身 必 是 可 
Pes | 

引 理 5 Vv, s ETME, RO ET CNGNURS, R 
是 c- (UB BB via —1,2), MRO Ev Lu 

证 ”因为 站 上 AGE 一 1 3)， 所 以 存在 As 1u0 CAD 0, [vil 
(X —4)-—0, RAS Im kv CC CALU A) CI E - D DGX 
— (A U A) =0, ifl e| CA U A9) 0, BEDA On vs) 上 4。 证 毕 . 

£84. oE o, co) ERSBEEKER IE, HEE EIE 
HAR 9(z) 一 2(z 十 0) 产 生 ) 的 广义 测度 的 测度 实际 上 集中 在 
HU p 的 不 连续 点 金 体 A= {s ja 一 1 2, p peo AE, 
即 o((—c0,00)— 4) —0,. Afi mCA) =0 (m ERIRE), Di 
EA e. ] m, | o 

MS EC, REBEL Ri o- o fof EXE 
非 负 有 限 可 调 函 数 ， 作 两 个 测度 ww: 对 任何 EER, 


viCB)=| fidp, i-Lh2 (8,29) 
MR f fin 0, WRR A — X (0), 便 知 对 任何 EER, 
此 o ' . 
viCE[] A) —0, »,(E—4)-—0 


Bvr, E. HO.29) AT A EvG-L 2), mÈ 
», Lv, ERUF fifo, 


$88 i Ca pa La, 51 LAUNE SE EE M, iE C IH 
[a, b]. E. Borel R E E 5 45 5s MU EE m IEEE d. 
WE ig E—irs'(2)—0) — (a, bi. 2X E RAS Borel E. 由 


m€——Á—————— rr rte E -H 
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于 mC[q, 5] — E) — 0, 因而 存在 Berel $0, = [}0, DEa, 5] —£, 
n=l 

其 中 0 都 是 开 集 , O C o, b], mA mCG,) 一 0. 今 取 4=G 要 征明 

3. 上 mw, 仅 需 指出 8([a; 51—G,) =0 即 村， 由 于 [a, b1—G,— U Fps 


其 中 Pa 一 Fe b]-0 dE, di ERE RS A mnk, 只 要 证 明 
SCF,)-0(2—1,2,--)BDuf, FEER. 

国定 自然 数 n A FCE, 所 以 对 任何 给 定 的 £20, 3MgA 
EEF a, E Oo(xo, g), 使 当 |z' ml 2) 时 ， 


ica )—s() T. <e Q 30) 
T — Ëp . it. 


E fu— 8j (Ga —- do Go, e), RNC e) | z € F4) mi Pa. ET 
Borel PREM, 可 选 出 有 限 个 区 闻 (z: 一 和 ri HA) 7, (s Öns 


2, 0,9, 使 得 U (s, —, i$ t DF, Abb. 0, T » 


HEPI, 利用 (8. 30) 立 即 得 到 | 
s(F, OOR 2, 4-0, )«e( e). 


再 令 0, 就 得 到 s(F.)—0. 证 毕 . 

定理 7( 勒 员 格 分 解 定理 ) 设 »4 是 可 济 空 闻 (X, D 上 两 
个 全 ac- 有 限 的 广义 测度 , SIGN D 3e E 8 o- 有 限 的 广义 测 
Rv, 和 ye 使 得 v =p H Yo 而 VKH, vs Lu, 

证 Mdb, Ao». p BURN RERO MEC UE E HE d AG 
成 立 : HUPov«€v-ca,ue&vdtau,BIUMEE fanfa E 


vB)=| fato. u(E)=| fd Co tn), EER 


IRAS X(f,;>0), X—A4-—X(f,-0) ECX, M 上 两 个 金 o- 有 
限 测度 yy,: 


sse SELL EES 
v) [fs ado os | fau), EER 
SA vvv, AUG 对 任何 BE 到， 
p(E—A)=|_ filiu t v)-0 


VENA =| fats u)-0 


Hode. BRüEv.«u: 设 BER， 并 且 n(E)-—0, 因此 n (rn 
=0, HER f 在 4 上 是 正 的 ， 及 
| 0=p(BNA)= [fon 
BERT HE HH O+ i) CE) — 0, 从 而 
| » Qn [ faxo | fio o a 
BI v, ur, | | l 
“第 二 步 ， 证 明 当 v u RET NRR Eh RY: 由 
第 一 步 ， 测 度 ?*、»- 对 |41 而 言 必 分 别 春 在 分 解 
et vatLipl, per Hp! E 
所 以 GO ntr luh Maty er GD BEES, G5 
(一 2 二 1 tre MERER r=", 
=u# 一 为 - 就 适合 定理 中 的 分 解 的 要 求 。 
第 三 步 ， 证 明 叭 一 性 ;如 又 有 一 组 分 解 > 一 zi m 
pQ—wv,u mul —*5, 
因为 v,—»/ «ul. 所 以 对 任何 EER, 如 果 [e (D) 0468] v — 
ze 1(B) 二 0， 另 一 方面 ,又 有 (yo 一?o )= (V =) Lla 所 以 存 
Tiel- ERA EA o | 
I»,—v,'1(X— — Ao |». —AiiX— p 一 站 
从 而 对 任何 BER, [yp |) 5 |». — ICE AD) + [v 79, [CE 
— A) =0, Hl». -v,',v,-—v,. UHE, 


DOCE Ar eie ril VA T RA E thru ni irr nm 


$s JXGEROAD NEU 


6. 测度 唯一 性 下 耐 的 两 个 定理 主要 是 为 了 认 朱 分 析 的 需 
EmA, 
; E8 设 gCV.asb], MESH Ca, b] EEEE SE A 
z(t), 始终 有 | z(1)dg(1)220, 3gCt dA XELa, 5j 上 单调 增加 且 数 
证 在 [Lo, b] ETE— PIERTE (CC) RT P; 


Dex to, f) 
Tat ty = I-a RE EG gei ej 
I ie( pt En Je- 1,3, +) 


显然 Ie (012, a (X. JEH imas CE) X opt) (图 3 


12), Jk Fzc2 (E Jl BERG I JP LN RESCUE EE (EWH 
TOREN 


f gèt t 


E 3.12 


» b l 
IBI- =| Xiomig=lim Í rdg >20 
t C] a*a 


类 似 地 ， XHE fala ac Bscb, 作 0. ， T 
bt o tea n el, | 
L tTa, DU, E, »] 
y.) 4^ | 
t- 1 tE [a a+ "i 
Ba w 
t-66 1 " m 
RE ER tc(p， 有 十 z Je 212,4) 


mamm: 
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yt) 


SN a l a apg RE " ; 
E l 图 3.13 
利用 挫 制 收 数 定理 (定理 3 的 7") 得 到 
«(5-960 |, Xin dgotim {yrdg>0 
HESAN — Blaszac B«b, WH B) — (90750, 即 9 是 单调 增 
dug, EE, 
X ” 设 9EFofa, 51, ifi BXE[a, 0] ECEEESESR ERES C£), Ade 


H [2C 4g), Mko =O, 


i “根据 假设 , 对 一 切 正 值 连续 函数 ,| 200, hE 

理 6 立即 得 到 9 是 [a,5] 上 单调 增加 函数 又 由 于 
Poco ag 

所 以 (一 9) 也 应 该 是 [6, 厅 上 单调 增加 函数 ，g，( 一 9) 既 都 是 单调 
增加 函数 ， 所 以 只 有 =MR. HO g(a)=0， 所 以 g(t)=0. 
i 

我 们 注意 , 这 里 条 件 gEV La, 妇 是 不 能 去 掉 的 , 例如 , EL 
c bIEER SE 


L6 


g(t)- " te 


i Avene PEE ee 
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那 末 对 一 切 连 续 函 数 z(t)， 都 有 
[acoge o 

但 是 gzEo, 

FRERE A QISARS OV TIU REN UH 
把 有 关 结 果 写 于 下 面 . 

记 Va 为 [0,2x] 中 在 点 4 二 0 mover » 
任何 gEV3, 它 导出 的 [0, 2xq 上 广义 测度 9 显 热 具 有 如 下 性 质 ; 对 

任何 0<B<2w, 9([0, 8]) =g((0, 6])， 或 者 说 由 单独 一 点 z=0， 


组 成 的 * 闭 区 闻 ”[0,0] 的 袖 度 gtE0, 01) —0, 
定理 8 设 geVs, 和 如果 对 任何 以 22 为 周 期 的 正信 的 三角 多 


项 式 TC, giten [" TOt BAIC MECO, 2r] 上 的 间 
调 增加 函数 。 

证 利用 定理 8 中 所 作 {g)， 并 取 e= 0, b= 2a. ET 
是 [0, 2a J EXESKEULBGG PEIO = an) =L ETA REA 


多 项 式 在 [0, 221. E35 53 EE CEU 2D, MAER fo AFE 
三 角 多 项 式 序 到 {Ym ), imo cM, PLEYER T s. HF 


N text)d7(t)320 利用 广义 测度 控制 收效 定理 , 就 得 到 


[escono ZH TPSO 
和 定理 8 一 样 ,再 令 aco, 就 得 到 0. 
«QD —gG0 = Xndy — lim [^pa 
由 此 得 到 0a 2m, g(8) — (00220, 再 根据 g(0) —g(0-- 0), 


BibL Osca B 2x, 908) — (o) z- 04b a ir. BI g 是 [0, 22) ER 
单调 增加 函数 . Sedi nIupg(2a)z5g(z)(e[0.22)). IEB, 
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同样 可 得 姜 似 于 定理 8 的 系 ， 册 于 以 后 和 载 们 不 用 它 ， 所 以 不 
写 了 . 

7. 测度 与 积分 后 记 “ 作为 -- 般 集 土 的 测度 与 积分 理论 , 本 书 
中 所 介绍 的 ， 是 目前 旅行 的 最 一 般 的 形式 了 ， 这 些 结 时 在 四 十 年 
HRAT. 后 来 , 又 在 某 些 方面 有 了 推广 , 例如 ; TRE ACRIOR CHE 
数值 的 测度 )， 在 定义 域 方面 , AELE- RAT, -ETER 
推广 , BIA, AGE OR, 往往 是 再 加 入 一 些 结构 ,例如 ; 考 闪 希 尔 从 
PAR CERS M, 或 更 一 般 的 是 线性 拓 # 空 间 、 拓 站 空 使 上 多 
油 座 (数值 济 座 )、 近 二 十 多 年 来 ,由 于 各 方面 镍 要 ; 特别 是 理论 物 
理 方 面 的 需要 , 在 这 方面 有 较 多 的 寺 论 ， 此 外 , PES MR INE 
论 , 较 有 代表 性 的 , 是 出 现 了 在 具有 全 种 拓扑 结 交集 上 , “ 舌 育 值 是 
具有 基 种 类 似 于 群 结构 (但 不 是 群 ) 的 “测度 "和 “积分 "理论 ， . 

另外 , 引入 惑 贝 格 或 勒 贝 格 -斯 蓝 阶 积分 或 更 一 般 的 积分 的 广 
法 , 也 可 以 是 多 种 多 样 的 , ERGO Das aA E EGRE 
建 过 积分 论 , 后 建立 调度 论 , 这 条 路 绪 ， 在 直线 的 情况 ， 普 先是 由 
Daniel HAH (I,7270, 3X SUEDE STELUS: GERE REGARD, UA 
积分 便 有 测度 , 即 测度 和 积分 是 等 价 的 .但 也 必须 指出 , 确实 有 这 
样 的 场合 , 例如 非 交 换 积分 , 到 目前 为 止 , 还 只 有 5 逢 分 理论 ,没有 
“调度 理论 >， 


J3 mM 


L Ra EMAN, R)EJA3 ME, 证 明 et, nc lel, Rt 
Am, YAR eE) | (BER) REX, RD ERI. 
2. Yi RE SEIZE HEEL CX, RO. EJ LME, PARUM, 1E, T 


£y (HI ELER, 771,2, ^, p, E, AE, 一 D (az m, TEN ursi 
(i MUS 


Ini) sup Dla) |, 4* G) sup D max Gi Gh), 0) 
*5 nai "ami | - 


xoom 841 


p (E) eap, Smara, 0) 


8. POM m" (X, R) 上 两 个 测度 ， us EARD. WERA, 
EES, 它 关 于 p= p EE LEP, Ef F ans pr 在 如 上 并 不 可 积 ， 

4. WEH, v 美 于 占 蚌 强 全 连续 的 充 要 条 件 是 jy?| 关 于 4 强 全 连续 ， 或 次 
充 要 条 件 是 和 .> 同时 关于 症 强 全 连续 . 

5。 举 出 一 个 在 (一 2, 00) LBS ILE -XHSETMIC EKT mise 
E £ CHR EHE. g.m 都 视 为 Borel KR B EMB, 但 不 存在 { 关 于 全 的 ) 
可 积 函 数 了 ， 使 得 下 式 成 立 : 

g(E) =| ELS EER 

.6, Biu R E A,R E — PORE 77 MRE, 

G) dn'É(u,H& a A PA E EN, EA, GEER, 全 上 全 有 有限 调查 
p, EI uu x ui (n1, 2, 2, 

D WEHETECX, R) LGORAOE 4, TER dn, rm 1, 2, 9). 

7. We v. u ATAW, 中) 上 全 o- RR RE, 4,、B, As, 分 
BE v. «f Hahn 分 解 中 的 正 ， s. 


a * hgp ao 


d dv- d|v dy* : gv- 
c diy BUE vp, Mani. E: di 和 ar iu Ta 


8. EREA GHE v, uS I" SCIES 
9. S gG)CV.La, bl. WW: MRE a GO, MU 


Li 
L pdg—0 


Blick gin) 一 0， 
10. Wr v.n ETRA, R) 上 三 个 全 CARAT SD fp, 
v&r, WEA re E 
dv = dv dr 
dalal de dg . 


il. Bove XbBDHEXDB CX, R) E4 o- ARRE, 那 末 
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ie = | 
(D lu i5 6€ AR b 一 一 一 + og diu) ppp” 


2 dv x gp fE > oR | 
dor vt 0, dG-ru)vt 0 同时 咸 立 ; . 
üiD c E, RD) 上 另 一 个 全 o SEE EE, TER. ven pEr 试 给 出 


vla voa BO, E 来 表示 的 充 要 条 件 的 形式 . 


12, O 设 上 是 可 测 空 间 ( 工 , 吕 ) 上 全 5- 有限 的 测度 ， 证 明 几 存在 K, 
R) 上 全 市 限 药 测度 v, E oo 

GD Wu EXTR X, R) kd ARRE S RIS ET, 证 项 
GEE, O LAARNE /使 得 PRICE 1,2, ). 

13. X DNUS; dU u ETM OX, R) 上 cC RC UNE GE RE 
必 是 代数 ), 来 必 窑 在 CX, RO. LARMI v, EHE y~n, 

14. WS 62 中 了 的 Borel SEMEEI B DURAN Ht M i 
i, PRDELE WRA: EAR? 仍 成 立 ， 
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第 四 章 度 . 量 空 间 


从 这 一 章 开 始 我 们 将 机 介绍 证 函 分 析 ， 泛 范 分 析 是 现代 数学 
中 的 一 个 较 新 的 重要 分 支 ， 它 起 源 于 经 典 数学 物理 中 的 变 分 问 
题 , 边 值 问题 ; CBE TTE NET AR, ENS 
题 和 成 果 , 又 受到 量子 物理 学 ,现代 工程 技术 和 现代 力学 的 有 力 刘 
激 ， 它 综合 地 运用 分 析 的 ,代数 的 和 几何 的 观点 和 方法 , 研究 分 析 
数学 、 现 代 物 理 和 现代 工程 技术 提出 的 许多 问题 ， 从 本 世纪 中 时 
开始 , 编 微 分 方程 理论 , 概率 论 ( 特 别 是 随机 过 程 理论 ) 以 及 一 部 分 
计算 数学 , 由 于 运用 了 泛 函 分 析 币 得 到 了 大 发 展现 在 , 泛 函 分 析 
Tore p 
工程 技术 理论 的 许多 分 支 , 如 微分 方程 .概率 论 . 计 算数 学 .量子 场 
18, 统计 物理 学 ,抽象 调和 分 析 , 现代 控制 理论 . 大 范围 微分 几何 学 
等 方面 ， 疯 在 泛 印 分 析 对 纯粹 及 应 用 数学 中 的 影响 ， 好 急 本 世纪 
初时 集 论 、 点 集 论 对 后 来 数学 的 影响 那样 .同时 证 函 分 析 本 身 也 
不 断 地 深入 发 展 . 例如 算 子 谱 理 论 以 及 各 种 去 示 理论 已 经 达到 相 
当 深 入 的 程度 . 

汉子 分 析 大 体 分 为 线性 泛 函 分 析 和 非 线性 泛 隙 分 析 两 大 部 
分 , EYETE ER PELEAS EAR RETE ER 2 UT oe DOSE ICA BE, 也 更 幕 本 
一 些 , 这 是 自然 的 ， 一 般 来 说 , 因为 对 于 数学 和 数学 物理 中 许多 阿 
题 , 人 们 大 抵 都 是 先 做 一 次 近似 把 它 “线性 化 而 线性 问题 总 是 比 
非 线性 问题 容易 三 究 得 多 。 因 而 迄今 所 获得 的 成 果 也 就 要 丰富 得 
多 、 本 书 中 除 个 别 地 方 外 几乎 全 部 讨论 线性 省 本 分 析 、 | 
(00 BEHEH d CERUEMHE SELIER- T RERE EN 
特殊 情况 一 一 以 及 更 加 复杂 的 算 子 空间 、 算 子 代数 的 一 些 问 题 , 如 


2 Smk ”度量 空间 

谱 理论 篆 示 理 论 竺 .线性 算 子 是 线性 空间 到 线性 空间 的 一 种 线 
性 上 聘 照 ( 见 第 五 章 )，、 正 如 同 赋 究 国 数 时 必需 研究 直线 了 上 的 点 集 -- 
样 , 为 了 研究 算 了 , 我们 必 锯 首先 过 论 算 子 的 定 六 域 一 一 无 限 维 空 
HRH, Pren RA ERR GN 概念 的 一 些 理论 .本 章 中 
ERVE TRI. CEREN KARREN. KATRS 
EL CLEVER T. PE WC BE FE AAR EA r E 
ER HIER BMPE OE mEnE A, A 
BEER CRI RA ETARA Ae) de CE. 


$1 度量 空间 的 基本 概念 

L 引言 ”极限 是 数学 分 析 中 基本 概念 之 一 。 实 数列 的 收敛 ， 
BB PA Ha ^jl Ok, TesE DOM rp ACE SRMCRM IS ALPE a 5216 Qc t 
A -RRARIRNE AS, WIAA — HE Fi 384r £00 RE EZ ER] PL CREE 
收 敲 的 园 念 之 中 ， 有 些 概 念 ， 如 在 第 一 章 中 所 讨论 过 的 直线 上 点 
列 的 站 化 性 、 开 集 ， 闭 集 . IUE 15 E 1] 3 CE E 2 
可 以 引进 这 些 概 念 。 我 们 在 度量 空间 里 引进 了 相应 的 概念 ， 并 建 
立 了 相应 的 理论 , 就 可 以 进一步 对 每 个 其 体 空间 引出 相应 的 结论 , 
还 有 一 些 概念 , 是 在 这 一 章 中 新 引进 的 , 如 范 数 、 沈 备 性 、 致 密 性 
等 。 有 一 些 空间 ， 如 连续 函数 空间 0[a, b], TRARA L, 
B, 2 等， 都 是 很 重要 的 ， 它 们 与 有 限 维 欧 几 里 得 空间 有 本 质 的 区 
别 ， 分 析 数 党 方面 各 个 学 科 都 是 以 某 种 函数 空间 为 对 象 而 研究 在 
这 种 空间 上 的 某 种 数学 运算 的 ， 

现在 先 介绍 空间 中 两 点 间距 高 的 概念 ，n 维 欧 儿 里 得 空间 中 
两 点 间距 离 的 概念 可 能 马 为 大 家 所 熟悉 , 为 了 下 面 叙 述 的 方便 , 有 
必要 简单 回顾 一 下. . 

LET PEE T = an SD AIS O TOENE 


p, 9) =[ (ey) + Cry)’ 


$3: HXHIGASCKENE 3 
那 末 , 距离 o Gr, n RU n FS PER: 
G) el, 10250, 而且 olr, 1) 0 的 充 要 条 件 是 # 一 久 
Gi) er, Poler, 2) +o, 2). 
Kb GO BE — fon ab 
我 们 知道 , EE EU) PX O ATRA n 的 充 要 条 性 是 
Q(r?,2)—0 {a>} 

对 连续 函数 族 常 币 的 极限 概念 之 一 是 均 匀 收 伍 〈 即 一 致 收 
80. WrC[o 本 是 区 间 [o 5] 上 连续 函数 全 体 , 对 于 x, gEC o, 51, 
记 . ` 

p(s, y) =max|z 0) 90] .1 


这 里 的 efz， 妇 也 有 上 上 面 所 指出 的 两 个 性 质 ，、 如 暴 mL (OD, s=, 
2, z (0) €O[a, b], SI Gn. CO) SE OCT x GO ERE A Ab 
BE G G | 


px. z)—0 (n>) 


我 们 称 由 (1. 1) 所 定义 鸭 oe, 四 为 函数 空间 Oa, 01 中 两 
“点 "zj 间 的 距离 , 它 表示 平面 曲 l 
线 &=z(1) 4 2-9() LRE 
相同 的 两 点 之 间 的 最 大 证 离 ( 见 
4.1), 

再 举 一 个 例子 . iL, B, u) 
是 测度 空间 ( 工 ， B, 2) 上 的 可 各 
函数 全 体 ， 对 于 zyEL(X, B, u), 定义 


p, 9) =| laty) lig . | 0.2 


容易 验证 , 它 也 请 足 前 面 说 的 两 个 性 质 ， 对 于 zw (81,2, s, 
zcL(X, B, a), # 


re CU nnn ERN A rds j HARI rrr i U 
rae e pagum 


4 SEURE AE AET) 


Plent) =| 1n (Da du=0 (a>) 


时 , INIER ns CO) CE X Ed à WRD ERAT r), 

HEARR, o MEERA, EETA R HDS, 
如 时 把 函数 族 Ca, 6], LCX, B, E RC AR OZ RI. WAP ER 
数 看 成 是 空间 的 点 ， 那 末 o Ge 1D BEREDUB RLRETAE je IIR AE 
从 土 面 看 到 , 不 少 过 去 所 学 过 的 极限 过 程 能 够 用 具 离 来 措 述 , 而 且 
与 这 些 极限 有 关 的 概念 和 结果 ， 实 质 上 也 弘 仅 利用 了 空 们 类 似 于 
FAWR, (ii)， 因 此 , 为 了 深入 妍 究 各 种 极限 过 程 ， 把 在 上 
述 这 些 具体 空间 中 所 定义 的 距离 函数 p 抽象 化 , 推 而 广 之 , 对 一 般 
的 集 引 进 点 与 点 之 闻 的 距离 , 这 就 产生 了 距离 空间 或 度量 空间 ( 因 
为 距离 BR 是 一 种 度量 ) 的 概念， 

2， 距 离 的 定义 ” 设 尺 是 一 个 非 空 的 集 ， 息 如 对 于 中 尾音 
一 对 元 于 ey, 都 给 定 一 个 实数 ole, 六 与 它们 对 应 ， 而 且 适 全 如 
FHR: . 

.1* pG,4):0 X pl, y) - RERE =y 

2° 成 立 三 角 不 等 式 : 

piz, y)sp( z) -p(,z) CER (1. 3) 
PRE p(x, ERNA or.9 ZANEN, ERREN olr, y) 
成 为 度量 空间 或 距离 空间 , UHR, o), BARAH R Rip 
的 元 素 称 为 点 . | 

由 性 质 1° 与 2^ 可 以 推出 , RB ES E HEP: 对 吾 中 任意 的 
r.y. RH 

3* plr, =p, r), 

Sx E, (6 27 中 肥 z— z, A oa, D) or, 1) t o, 22, 由 
1° Amp, x) = 0, PATEAT SI 

pix, Doy, x) 


TN 
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由 于 2,3 EEREN, 在 上 面 不 等 式 中 , 互 换 +,# 后 , 我 们 又 得 到 
p, z) s p(G, y) l 
两 式 结 全 起 来 就 得 到 $". 

在 假设 1" 的 前 提 下 , PRESA A, 4" 是 与 三 区 不 等 式 2 等 
价 的 (读者 自己 征明 ). 

4” 对 任何 r, gy. zB, 

lolz, 3) — ot, z) | cot, z) 

ERZA 站 的 任何 非 空子 集 型 , AR REN ofM EM 
ER, go ZR CM, 站) 也 是 度量 空间 , RCM, o) GORM) A B 的 子 空 间 

对 任何 非 空 集 R, 可 引 人 人 如 下 的 距离 ; 

:二 ER: 
1,rzgy,c.ycH 
(读者 可 直接 验证 上 面 的 po d£ EUER). 

在 一 个 度量 空间 于 中 , 如 果 存 在 正 的 常数 %, (EST TRI n yER, 
zz y, RA olz, 办 之 a 时 ， 称 及 是 一 数 离 散 的 乳 离 空间 . :例如 对 
任何 非 空 集 BR, CE, oo 是 一 致 离散 的 距离 空间 . 

如 果 在 一 个 空间 中 同时 定义 了 两 个 距离 函数 pt, 1 pilz, 
D, ifi E. PCs, 8) Æp (e, Y), MR P Bk o Ce, 女 所 成 的 度量 空间 (BR， 
|o oin] Rd p. 所 成 的 度量 空间 (有 R，p) 应 读 看 成 不 同 的 度量 空间 ， 
一 般 地 说 , 如 果 辟 中 不 止 一 点 , 那 末 在 如 中 可 以 引进 许多 距离 ， 成 
为 不 同 的 度量 空间 . . 

XX WO, o) RA, p) JERIA- RO SS p ÈRA R, 的 
HE, RRA x.ycR, 成 立 着 

pix, y) = pilpz, oy) 
WREG, DP) 到 (RIL，p1) 上 的 等 距 映 唐 ， 进 一 步 ， 各 本 还 有 
9 CR) — Ri, 那 末 称 这 两 个 度量 空间 是 等 距 同 构 的 ， 
在 证 孜 分 析 的 一 些 问 题 中 有 了 时 发 现 , 两 个 度 景 空间 , 从 形式 上 


pss, WD = 


v SHE EARN 
看 , 两 个 集中 的 元 素 可 以 完全 不 同 , 但 是 从 度量 空间 结构 看 ， 它 们 
又 是 竺 距 同 构 的 ， 特 别 是 当 其 下 一 个 空间 比较 “抽象 ”一 些 ， 另 一 
个 空间 比较 “具体 ”一 些 时 , 就 把 这 两 个 等 中 同 构 的 空间 一 致 化 , 把 
其 中 一 个 “抽象” 空间 中 的 元 肃 x 与 经 过 等 距 喘 照 % 后 得 到 的 较 具 
体 空 间 中 的 元 素 pz 同一 化 ， 这 样 就 可 以 把 抽象 的 宝 间 用 具体 的 
空间 来 表示 ， 这 在 进行 论证 时 在 技术 上 往往 有 较 大 的 好 处 ， 因 为 
可 以 利用 较 具 体 的 空间 中 的 某 些 已 到 讨论 过 的 性 质 来 研究 抽象 空 
词 中 的 一 些 问题 . 

3. 极限 的 概念 

EN WERAE—A4OERUEB,x:Q(—1,2,-), 2ER, Hin“ 
?一 co 时 数列 ors, 2) 90, RREAN (n. EREM p(x, 加 收效 于 
zr, 记 做 


limta =F 


W Tar, ARRE OR EAD, x 为 {2.} 的 极限 . 
定理 1 在 度量 空间 中 ， 任何 一 个 点 四 (so 最 多 只 有 一 个 极 
IR, 即 妆 伍 点 列 的 极限 是 唯一 的 ， 
证 设 z.# 都 是 {z,} 的 极限 ,由 条 件 17,2? 30 87,8 
Osale, y) A len, H+ o (2s, y) 
当 #->00 hf, alra, z)-20, plru, 20, APR p(X， 二 0， 因 此 
z—y. | 
定理 2 如 果 a.u. y. 435 那 末 Alin, 94) Do, Yo? (也 
就 是 说 , 距离 o Qc, V) JÉ PS EC m. 9 I^ XE SERE), 
证 OL 3) 可 以 得 到 | 
Ds, Ya) S pra, vo) 十 加 (ro go) HAR, fo) 
奖 伺 地 有 
Da, Ma) SC Do 十 六 (ay Ya) FO Cy, Po) 


$1 Hur Ab AERE 7 
由 这 两 个 不 等 式 得 到 
FIC #5) — plo go0) | Sp Cn, xz 十 DC go 

令 4 之 co, 就 得 到 所 要 证 明 的 结论 . 

定义 ” 设 五 为 话 量 空间 , ze 是 至 中 的 点 ， 对 于 有 限 的 正 数 m 
BAHCE (x xc, oC, vo) 过 7} 称 司 一 个 开 球 , 它 的 中 心 是 tn 
径 是 ” REIRI Otxo,7)， 也 把 球 OG. T) BE m, 的 7- 环境 . 

当 B 是 实数 直线 ， 或 4 维 欧 儿 里 得 空间 时 ， 开 球 是 大 家 熟悉 
的 , 但 在 一 般 的 度量 空间 中 , 开 球 可 能 只 含 一 点 ， 例 如 前 面 提 到 的 
一 发 离散 的 度量 空间 , 对 于 不 同 的 两 点 +、#, polz, 妇 二 1， 于 是 对 
于 任何 正 数 7<1, 每 一 点 zo ER S O(zo mr) 中 只 能 含有 一 点。 

定 尽 ” 设 下 是 度量 空间 吾 中 的 点 集 ， 如 果 形 包含 在 某 个 开 球 
O (2s, r) rh, MIME E cb 4S FERA. 

SU si lc bc ECCE FE. E-À MER, de RED dn 
FEM. l 
定理 3 b.) HERAA R PKA SA), MBE n) ERE 
的 . : 

证 Wa. PRHKA, AAR N, BEIM a 
ON br, ou, 2) 1, Ht n — max(1, p (ro, 21), s, Qro, $4 0) 1, 
那 来 {z} 和 包含 在 球 O (zo, 7) 中 .证 毕 . | 

4. MROENSSS (X BD. 我 们 已 经 知道 了 几 个 度量 空 
iH WEH E, Cle 8]，L(X, B, u). 如 果 没 有 特别 说 明 ， 它 
们 的 距离 都 是 指 在 这 些 例 中 所 分 别 规定 的 ， 下 面 短 举 一 些 常见 的 
例子 | 

(1 在 s 维 欧 几 里 得 空间 E" 中 ,对 于 

T= (Xi, Xo Ea), J= (s, A EMI 


规定 距离 


8 xps ”度量 空间 


pix, yi ID | z, — g^ 


这 个 p(y, y) FEOSBK JL EB CHER BI. 

我 们 米 验 证 这 里 的 p(x， 轨 确实 适合 距离 的 两 个 条 件 。 距离 
的 条 件 1" 是 容易 验证 的 . 现在 验证 2^, 

由 Cauchy RAD 


Een) 


Ya tb) = >a? +2% a;b; + EM 
i=} "n i=l f=1 


得 到 


«Me 3E Ple ce 


(Ee 89) 


IR z= (2,, 22, ttt, Zah a,—z; Ep bi J.—2,, 那 末 
y;—z,—aü;-dbi 
ICA, E B SER, 就 得 到 三 角 不 等 式 2。 
从 不 等 式 


(D Cauchy m$: uid FHE SESS 


» s) ex X2») - iEX tab, — asb) 


1-1 i-i 


A. ce CR OE HUC ELA HE UE G4 P, Cauchy T3 GE SERGR A89 — 


m 
KERAS Cart Ab) t 一 Pp(24) 的 非 负 性 的 判 期 式 得 到 、 
i-1 


g1 Hz 9 


o a A eea 


max |z} < AES m max |as] 


立即 知道 , 在 E" p EB PRU e aE 0E 4g bs c Bc 

$12 WE E 实数 全 体 ， 在 如 上 另外 规定 一 种 距离 p1 如 
YN x, YEE W i l 
m p(z, 9) — DA l 
BA p 满足 距离 的 条 件 1"， 为 了 证 明 o. 满足 三 AFFA, 我 们 
只 要 证 明 , 对 于 任意 的 复数 ob, 成 立 着 不 等 式 : 


-— latbl . lal I5] 
IESUESIESEIC TE "14181 


事实 上 , 由 于 在 实数 区 间 x 之 0, 即 [0 cc) 上 的 函数 


a. 4) 


pa) = TF 


RB SUM nt, IRIRI +l cL oT-- 151, RTIA 


la--b| ~ lal--[bi 
3+ [atol 1--lal +T 


del p lèl 

Tiial tidl 1Flal+ ibl 

sT REES] Pi 
所 以 (1. ADR. 这样 E RREA p, 所 定义 的 度量 空间 与 例 1 中 
的 E! ERER p 所 定义 的 度量 空间 不 间 ， ROUES GRE 
SIT TERIIZEIDEI 1:3 23 EES, 就 是 说 ， 当 {zs} 
CE, zoEB! eh, ois. m) 0 ilr. —rol->0 是 等 价 的 ，( 注 意 ， 
d "EE TT 0S PICEOLEEC IPLE ES 
的 pi. l 

- CH CPL bD Wk 是 一 个 非 负 整 数 , zt) 是 区 间 


10 第 四 章 kA 


La, 5b] 上 的 连续 函数 , 而 且 具 有 连续 的 上 阶 导 国 数 ( 当 此 =0 时 就 来 
RRR 3( 四 本 身 连续 ), 这 种 图 数 rO PA HEUS CI Le, bi, 
竺 别 简 记 C"La, 5135 Cla, d]. SET 00, 900 C [a b], & 


Pr CE, y)—max max|z KE) 一 | 
«jk aer 


容易 证 明 ps Qr, y) ERES. fe OP [o, PARA CO ER RE 
WcACE r0 BARRIER, (3.020) 以 下 它们 的 前 疼 防 导 昼 数列 
在 Fe, b) ERDIRA T e (OO RR E FAR. 

Fia 设 8 为 实数 列 ry foe PR OR CLA Marama 
向 ， 称 x, 为 点 x 二 {x,} 的 第 v 个 坐标 . & 8 中 定义 中 高 如 下 
Tor d y= iuh A 


el jeni 
(s, = 3M. ent 
pir, y 2M Iz y] 


现在 来 验证 如 此 定义 的 o Ge, 殷 是 一 全 距离， 事实 上 ,. RIULOT 
照例 2 的 办 法 来 验证 三 角 不 等 式 


— - 1 Iz, 一 和 十 Br 一 部 ;| 
eG,» 2 1 [z gt 2 CO | 


i 1 Iz; —zil [ziy l 
<DA +i ia yi ) 


f『 一 了 


—p(z, z) 3- p, z) 
我 们 来 证 明 在 空间 。 中 点 列 按 距离 收敛 等 r T Hee dli Dl 
这 就 是 说 , 设 点 列 z (317) 1-1,2,, 又 zEe， s= Gu) 9S 
X p (a9, x) —0(n— 00) 5 4 43 4 DAE: 9E dg Li PALA i 


lims = =f; 


EXE, 如 果 l T 


p(s 2) — Dr i [ec 0 (ano) 


un 


e] 
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MK, 对 每 一 个 d, 由 于 -jz ezp (aO, 2), ， 我 们 得 到 


1-4 |[zi?—z,| 


Pl. 0 (a-300)， 于 是 ， 对 于 给 定 的 正 数 e—— "ilU 
Lizi sf 


exl —ch E HN, 使 得 当 UN RI 


ai? — xl 
1+ rial 


<e 
从 而 有 
{zs | Til, 2 
这 说 朋 对 每 个 1 二 43,…, 24 a 00M, zi, 
有 反 过 来, 设 ra (aco), j 二 1, 2,…， 因 为 对 任 一 正 数 三 
存在 自然 数 m, 使 得 
2a 
XHA 51,2, m—1, 存在 着 Ne 使 得 当 N E 
———— M 
一 < 
B N —maxíN,, … Nah NE s NB 


2 
m-—i J — ` to. 
i [zi — gl 2 <È 
之 于 1-4 |jzi" —2z,l SG 14-4 <7 
2 . 


所 以 , 24 >N 时, 有 


pm. x)= (Sih 2 iP «s 


{iml i =m 


WS ER hr AcE n A r PRI HO Ae PR. a 
goto 时 , EN 


dis o Pme gud 


FCR ICH 
pdf. 人 px aer pI KORTI 


类 似 于 俩 4, TAES p(f, DRERI HRS DOWD 关于 
PEDR- ERZEN. 
点 列 {f CO MEEBBUW OE: AD Gl pC(.,. DONKER 
HE UL (z)] 在 单位 圆 ]z| 1 hE- HERO E A ACT 
FO (通常 称 (fa (2) 在 1z1<1 中 内 闭 均匀 收 伍 于 f(z))。 事 实 
RUFAA, Ba oG P0 的 充 要 条 件 是 对 每 一 个 了 成 
-— 


max Ifa) —f(z)|20 《下 一 Co) 


lalt i 
i 


学 价 于 {fe CIAR CT fiz). 
Teis i C^[a, IER PR KEHRT OL MENE, 定义 


[FO E) — gE) | 
p.a) Er, RA IEOU -g G] 


容易 知道 p(f, g) C" [a, b hio BEER, mith FO La, bim 
Xi Gs ORRERA T EC La, 5309 38:85 A (E ROM Rr dE 
fiiit p. Æa 51 EG OP) 39 5] I SEP 20 (D GP (0 — 
za(1))。 这 一 点 留 给 读者 自己 去 证 明 , 

"ij AA E Hn fc 3 HE UC c0 3902 4, T A. FRE 8 Dg ES E O Mc cole 
HoB. C | 

807 设 (X, R, 4) 是 测度 空间 , EME, (E) 0o, S 是 
电 上 的 实 值 的 (或 复 值 的 ) 可 涡 函数 爹 体 ， 当 (四 、9( 丰 在 上 凡 
平 处 处 相等 时 ,把 Ag, 看 成 8 中 的 同一 点 , H FJES M, 规定 


"ur HO g(t) " S , | 
TETTE TI, (D 二 coo， 所 以 pfo D 


3 E 13 


有 确定 的 意义 。 FI 4 容易 证 明 , 这 个 ol, 0) HC Je ER EN 
的 条 件 . 

我 们 要 证 明 在 空间 心中 ，p tf。， 有 一 0 的 充 要 条 件 是 fa fic BH 
Eukat i. 


事实 上 ,如 果 所 一 >f， 由 于 和 了 <<!， n aan 


«co, EUR SE Ft i CREE Sr RI AG Lim o (f, f) — 0. 
反 过 来 , 如果 o fo, f) —0, 那 未 ,对 任何 a0, 由 于 


ffl 
PFa Dm] c janl + 14 |f.—fl ji^ 


> Ef fl >0)) 


4r n—00, 就 知道 函数 列 OEE LEWE KRF fO. 

综 上 所 见 ， 员 然 在 一 些 集 上 可 以 随心 所 谷地 根据 距离 的 定 文 
引进 距离 使 得 它 成 为 度量 空间 , 但 是 这 样 艇 并 不 见得 有 什么 意义 . 
有 意义 的 往往 是 为 了 某 个 目的 面 引进 所 需 杰 的 婴 帘 ， 在 分 析 数 学 
以 及 应 用 中 嫩 常 用 到 的 空间 还 是 函数 空间 或 省 序列 空间 等 . 为 了 
要 找 述 和 研究 区 数列 的 某 种 特定 的 收敛 概 会 《如 前 面 已 经 提 到 的 
—3& lc t ERR RC EAE AD TES DER REESE AE A 
SUR RRE. 


3 m 

ECIDISEEITG 2 [E2474 1.3.2 a. 

2. Acl JL ELE IARE 1 1n S. XET mr, yes, HE v gn DIN 
ER di, pD 是 过 = y 两 点 的 大 加 上 以 z sbMUAS.DEHSN ES QM 
dlr, 四 是 请 间 的 中 离 ， 它 不 是 欧 儿 里 得 有 距离， 如果 用 t, p *nKAM 
AERALA 1), 屠 末 


pile, pad, Dagr, 9 


14 BAR EREN 


MER: Sop AA as RREA di, p ka T m E AR IR e dr Mr 
Foa 
5. RE EB ns, ES oiz, pe WHE: 对 于 夯 定 的 x» ERI 
z pirn DER E riti OS on, 四 -Da 一 cc) BI, p Ea) 
— ps, 2) (n7 00). 
4. E om 0 29 3 fed FE. EL BER B. ER 


pir, y) 
1+ oir, y) 


适合 不离 的 条 件 TIE, EB EPOR Ti o kA GEK, AR Ri P 
JERR, TRJ P RU 5, hoto RIRI RIBECNSNLES ET 
X EIE Sx PE A0: ET B dt HL EO. 

5. V RA HERE] Et p-—BdJEBENE, Dopo E eG 在 区 坟 
1zlzac0 bSECTÓXE.GJRH pGOTEE" 上 是 性 意 次 可 微 的 ， 令 


. max|D*toe—)] » 
pie p= -Er TFET 51 (PER) 


B, ¥) = 


gro 
ECC IET 
"PETERISTIG4I IS EREE EE RAN ME KARA 
等 价 于 eu GO RE 4e d RUE Dp, (0) 39 53 Mc xc 

6. XPHEE SE s= (x n m. gy EE 十 


pG, y) S dz c-r 


tel 

其 中 An eu An En TEK. IER o JE E cniin s. Je AR a E F 
Eg E. 

7. R aat, ola, p JE LEVE CE oS n, 如果 满足 

1'. pr, z) —0, z€ ft; 

2^. p(z,)sspG, 2) d- p(g. 22, z, y, ZER. 
FoR EKES. wF ola, 的 一 小 记 z—$3. 证明: 全 是 下 上 的 一 个 于 
RER. HAR ORAA A =R. 1E EELER PS E 
Mz gez, AE | 


这 里 P= N(9y) =p tte P= (PL Dar t P2, ME FS P. 


8 (8, P) — p(z, y}, xE, yes 
证 明 : 方 是 史上 的 距 高 GRI (2, D ARREA, 导出 的 商 度 E 空 


$2 线性 空间 上 的 范 数 15 
w). 


8. RAE [0,1] E XX Ak, 4 P, QER Bh, ia P^ m aus, ER 
iet 


BEBE 
PlP, Q) 一 max IPC) —QGo |, 


pii P, Q= lal, 
i-Ü 


patP, @ = dag]. 
EI: 1” pup IER EH | 
2? dB o. KAETE DIT E HDX— sita x- EXE 
3” 按 p. SERT ER o Ki, JE LOPRRX (APE DAL: 存在 
X GP. o (0) —0, 性 0; C 0) 0, XX IBI T. Q0); 
CO p BRER HER ps 党 出 的 商 度量 空间 【〔 匈 , 万 5i — HERKUL 
里 得 空间 ES FEAH. 
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在 上 一 节 中 介绍 了 放量 空间 的 概念 ， ege T Ak, Hg 
3c gie, fic REL, e Sob S LA o j33 5) SE SERI CAE. dH 
是 ;只 有 度量 空间 的 概念, 对 于 分 析 芝 学 的 各 分 遍 还 不 够 具体 因 
为 通常 所 考察 的 空间 , 例如 函数 空间 和 序列 空间 , 除去 可 引进 极限 
概念 外 , 它们 同时 又 是 一 个 代数 系统 , 就 是 说 空间 中 的 元 素 间 存在 
车 种 代数 关系 ， 当 只 着 上 腿 于 空间 中 的 代数 结构 ， 踊 元 素 之 闻 的 如 
祛 运算 以 及 数 与 空 得 中 元 素 的 乘法 运算 时 ， 就 必须 引入 线性 空间 
《或 称 向 量 空 间 ) 的 贩 念 ， 这 在 高 等 代数 中 已 经 介绍 过 ， 在 这 里 我 
们 只 简单 回顾 系数 域 是 实数 或 复数 域 的 情况 .， 

L SEFA 设 吕 为 一 S Rd RUNDE THEN 
元 素 的 加 法 运算 以 及 实数 (或 复数 ) 5s RU RARA, WR 
FS LIE 


—— M má mma€Ó à! 


E 第 罗 间 ERR O ———————— 

L BOW OMAGHROLUZEÉDEE. WETER- r, YER, 都 
存在 ucR——in u-r-c-y. WER r y 的 和 一 一 这 个 运算 适合 

Dgyr—mritHi 

D (rts=r ga 

D R 中 存在 瞧 一 的 元 素 0( 称 它 是 堆 元 素 )， 使 得 对 于 任何 ` 
2ER g a0 

D AFE PH IR, FEE MIR t SR( 对 应 于 r), 
iE z-rz = 二 0 一 一 称 x' E x AmE, r, 

IT， 对 任何 2€ R 及 任何 实 ( 或 复 ) 数 a. 存在 元 素 ax€ R, 称 ez 
是 # 和 “的 数 积 ,适合 

5) 二 "光一 了 

”的 a(bz)— (ab)s, a, b ER GLAD Yes 

7) (a--b)z- az br,a(zc-y)-ar-ray. 
那 来, AR ARESA RaR, KFARA. 

如 果 数 积 运算 对 于 实数 有 意义 , MIR RER GRE A R 
数 积 对 妈 数 有 意义 ， 称 忆 是 得 (线性) 空间 ， 餐 个 复 空间 显然 也 契 
实 空间 ， f ' 

例 1. 4 维 实 (或 复 ) 向 量 空间 R, KRAM 2 (P, 5, ---, 
2") 是 由 有 序 的 1 个 实 ( 或 复 ) 数 构成 ， 线 性 运算 接 通 常 的 定义 方 
ik, 分 别 对 相应 的 每 个 坐标 进行 运算 : 

(z!, 2?, e, 39) - QU y, o, gm) 
z (xig, a* Lg, en, at gm 
ale; x^, ^^, z7) -= (an, az*, ac), 是 数 ， 

线性 相关 和 线性 无 关 ” 设 吾 是 实 { 或 复 ) 线 性 空间 ，2i #2、…， 
s 是 召 中 的 一 组 向 量 ， 如 果 存 在 不 全 为 0 的 个 实 ( 复 ) 数 aaa， 
DELE 


QT T E. 0t Or, = 0 


52 线性 空间 上 的 范 元 17 


就 称 向 量 组 zi zs、… n, 是 线性 相关 的 一 组 向 量 21、…, zx, 如果 
不 是 线性 相关 的 , 就 称 为 线性 无 关 的 ， 

A BUB ADAC sen, m HERRAR, A EA ER 
性 相关 的 ，z1、 #2,…、 t, 是 线性 无 美的 充 要 条 件 是 : 如果 常 数 an 
Ga ceu 0. FESE oux ber s Tanta = O0, dO, — 0, — 0,70, 

BERA ARERR], E 4CR， 如 果 4 中 芷 何 有 限 个 向 量 均 是 
线性 无 关 , 就 称 4 是 线性 无 关 的 ,否则 称 4 是 线性 相关 的 . 

线性 基 设 4 是 线性 空间 五 中 的 一 个 线性 无 关 向 量 组 ， 和 如果 
对 于 每 一 个 非 零 向 量 xE 吕 ,都 是 4 中 的 向 景 的 线性 组 人 台 , 即 有 不 全 
为 零 的 个 实 (或 复 ) 数 au s ss 使 得 

T= H AEn Fn EEA 
Rk 4 AERIS Pio RAE ANGE. 

ANEXE Hamel 基 ， 用 Zorn 引 理 可 以 证 明 ; 任何 线性 
空间 总 在 在 Hamel X, 

如 果 线 性 空间 玉 中 存在 一 组 由 有 限 个 线性 无 关 向 量 s 
HRE, g 
RIAM. TUES: PROMESA RUE ROAD, KERER 
的 基 而 改变 ( 它 的 证 明 要 用 到 势 的 理论 ). 

V A, R" 同 是 实 或 复 的 两 个 线性 空间 , 如 果 存 在 .中 AER 上 
49 — — 31 EZ p, 使 得 对 任何 一 对 xL YER 及 任何 数 a 成立 着 

p(r4y)-o(D--o(), par) -ap(z) 
BECKER R H RA 是 线性 同 构 的 , TUBAE ofA R 到 A" 的 线性 同 
HRR. 

BL BEER p fS ROBO p! DERHER, BAHE 
无 关 向 量 组 经 线性 同 构 映照 后 仍 是 线性 无 关 向 基 组 . 

线性 子 空间 设 荆 是 线 件 空间 五 的 于 集 . . 如果 工 对 记 中 的 艇 
性 运算 是 封闭 的 , 就 是 说 , 当 x、yEL BP, 对 任何 数 a， 都 有 aE 


18 FE EREM 


age L, BIS LR ORUUMEMCRSE(H. BARH N R ENE 
pk x ju) e Erb — e Be P HL. 

H MEER] RAS BEA RU ATERRO E R 的 线性 子 空 
lg, kd ROSE RUUS ERECTAE IRI. BORSE CAPRA E R1 
线性 子 空间 称 为 真 线性 子 空间 . 

假如 A 是 指标 集 ( 可 以 是 无 恨 的 )，{zw ACAME Rh Mein 
量 ， 堵 未 一 切 由 (ns ACA) 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 所 得 到 的 向 
z 

Y= mza 十 二 省 MEA, i=1,2, 0, E 
(aun 0, REO IAE ME MEET A. ME (aus A 
ED 张 成 的 线性 子 空间 , eR M (ns, AANA, iino 
span(z, ME < 人， 读者 还 可 以 证 明 形 就 是 一 切 包含 {zi，AEd] 的 线 
性 子 空间 的 通 集 . | 
在 # 维 向 量 空间 R^ 中 的 向 量 组 
£45: (1, 0,0, =», 0) 
em (0, 1, 0, --, H 
en = (0, 0, +4, 0, 1) 
称 为 R" RRE. ERE a= (2,7, a) €R*, 能 表示 成 


* 
g— Dae. 


ral 


并 且 表 示 式 是 唯一 的 . 
设 M, 是 4 维 的 线性 空间 ，{z1, Tn e n) EM, hi AE, 
M, 中 每 个 向 量 z 可 以 唯一 地 表示 成 基 {z …, zn} 的 线性 组 合 
z—À zio d Ans 
Pe An en A, VOIE E NEGERI NN 300p O3 
5s. imm Rai M, MaE r XT HL AER Se RU CA e nns 


$2 HH Lo 19 
A4), EE R" Hh funt RE, 令 
€: a (Au Az n An) 
这 是 形 ; 到 E" EA- bv. NEAR, An SUE R" h deu "T 
定 线 性 运算 ， 这 个 映照 p 保持 线性 运算 ， 所 以 好 。 与 R 是 线性 局 
H, EHE. EEM n SHEER Emm] R" 线性 同 构 . 

2. B 除了 有 有限 维 向 量 空间 这 个 最 常见 的 例子 外 , 还 可 以 举 
出 一 些 分 析 学 中 常见 的 线性 空间 . 

例 2 KAZH QUIE HW. FELSEA 
MRHAR. AAR bU ERO E 25 PERLE ER CAS ni: ERI 
数 与 数 的 各 如 下 : 对 十 Eg, A 

(49 G) =F -gD, "f. gcF 
(af) (q? —af(qD, JEF, a JE 
3n fL gc Fa, B JETEXSSE GNO SGT 
af + Bg€F 
BI PF RAAR ER. ERRAR SES, ——" 
ERDER AE RGESUSOK. Q LEKER OO — 7c 
空间 , if AC TEL ERU A PD RE RT. 

例 3 设 忆 是 多 项 式 p(x) 全 体毛 照 才 常 的 线性 运算 所 成 的 线 
性 空间 , 如 果 4 EOS ERE EG 1 0, 1,2,…}, BK A SK P. 

B4 KRCa bl EATARRA Bla, blik E RRR 
加 法 以 及 函数 与 数 的 乘法 成 为 线性 空间 ， 令 4 表示 区 间 Ca, £] 
Cox: DO PV REPRE Xa. 1, (人 全体， 显然 AC B[a, b]. $ MẸ 
Kile 的 上 的 志方 连续 的 阶 棋 国 数 全 体 , 那 末 4 RM. 

ms 数列 空间 ie ERRE) 数列 全 体 ， 规 定 加 法 及 数 
积 运 算 如 下 : 

{aa} Hint mitn tY) aian) = {arah 是 数 ， 
那 末 8 RATRE. eaa ahna, H 


Tm ri a 


一 
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ial s HERRA SIE fuU. 

gua id Lyle g ™ iag D -Het anay dag —0 是 一 - 常 
系数 线性 常 微 分 方程 ， 设 吾 是 方程 LUyl-—O hy A E te RAER 
性 空间 , 那 末 了 只 是 # 维 空间 . 

(y. v—1,2,--, un) EMA ARE 

qy7(0)—0,,, k20,1,2,s,—1, (Hp y -y2 

H As EZB. CIC rj E —v 时 drs —1, 29 0,,, 50), HR (gor 
9, HE Xj P igi TEASE, 

W7 设 s 是 所 有 的 实 { 或 复 ) 数列 所 成 的 线性 空间 ， 令 so 
很 示 所 有 第 一 个 分 晤 为 的 川 晤 金 栖 : 

8p— (x[z— (0,1, 22, *) 

TORT UE so 是 s 的 一 个 线性 子 空间 ， 

Heie A AR e k, s h dal 

(T, teg z,, 0, 0, ee) 

(438 k--3 个 分 量 超 一 印 分 量 帮 是 震 》 的 向 量 金 体 构 成 s 的 线性 
子 空间 . 它 和 上 维 线 性 空间 8' GEMEBPES REITA FH XR ME 
把 有 限 维 线性 空间 “安装 "到 无 限 维 空间 8 中 去 . 

3， 赋 范 线性 宏和 间 

定义 ” 设 于 是 实 ( 或 复 ) 数 城下 上 的 一 个 线性 空间 。， ARE SL 
HRERS CRE TARH: 

(1) p(z) 220, z« R5 

(2) p(az) = aipCD, xc RB, «CF; 

(3) pat xp) + pan, x, YER, 
我 们 称 pGO EE c DET SI ROG TEL E, 

如 果 半 范 数 pn) X ilg dm PARTIE: 

(4) Jp pr) =o, IER x —0, 
A35 pG) E a B9T8 9L Abl e Por Beo Ie], mE H.E GA T E 


82. 级 性 空间 Le es ET 
ARE Ra Y e em fe]. E) PR CC TR RT. 
3E PE GEHE TUERI ARE O= 0x, BEELAL AR B CO 得 到 
10/0 


PS SET e (EXE xj. dí 

9) [zp:-0 WAE I p Ak rD, 

例 8 2a Cla, bj jg C[e, b] XE HEH La, b] EEE rn 
RUPEM EUER 2 JEC ia, bli, 规定 


LI =: max f) | 


C[a, DIRE BT EAR i 2X PES al. 
$99 zig La bl A L[a, b] Ix ella, b] 1- Fo Eo DLE a 
税 蚊 数 全 体 所 成 的 线性 空间 ， 对 丁 JE 工 [e, b). 4 


ac [treo tac 


ARX pG La, b dpud, 但 不 是 范 数 ， 因 为 pCD —0 FE3E 
不 能 导 玫 了 0, 而 兵 能 得 出 fO) 7-0, fik p RAAE LCa, bl 
MERET EB Cía, 5b] 上 时 , 它 成 为 范 数 ， 这 是 困 为 在 Ca, b ] rn 
HF) 0 p, f :=0. 

在 例 9 ip, ander IR OD mg 00S BAS ERE f. og E DSIGE 
^r FRU. UTER FO) 90 IS ERCC f£. EIE DU TETTE C ER e, DROP 
UL Lle ai hkr. a iab TORAS AR, SETAR 
oi BI 13, 14 in Bi uB, 

Bir Bie LA El Enos HT BO £x tE IRI. 

在 = Si Sz a] Rh p, AEF r— (ns £a tr Ea) F 


-er (2. 1) 


rel 


22 Apc Egia 


T7 . 
leh -Slej deb maxi. 
i1 Lex 


Aiie EDER. Depia jepe nk 几 里 得 范 数 ， 此 
E TE n RA R 中 采用 范 数 (2. 后 所 得 到 的 赋 范 线 桩 空间 象 
在 $i 例 + 中 那样 地 记叙 En, 称 做 # 锥 胞 几 里 得 空间 . 

文 例 邵 以 CC La, b AREK Ca, 61 EEH Lea, b) 
Abib k veu BOT ERE OO AE HEBES EXPERIRI E CCP a bI 
中 规定 | 

[zi -maxiis() 和 | (2. 2) 
SKI EAE C 0a, 5] Ere d. 

在 任何 一 个 赋 范 线性 空间 吾 六 ， 可 以 由 范 数 引出 两 点 间 的 唱 

A: 对 于 23 中 A 

p(z, y) -Iz— v1 (2. 3) 
BR A GU PS PU RED REI —9 125 REB ERR PRA ARR PE. 由: 
(2.3) 规定 的 距离 plz, y) BOUM T ARI .1 的 距 高 ， 或 由 范 数 
1 抉 定 的 距离 。 我 们 今后 对 每 个 峰 范 线性 空间 总 十 按照 (2. 3) o 
入 距离 ， 使 之 成 为 腔 量 空间 ， 这样 一 来 ， 就 可 以 在 峰 范 线性 空间 
中 引入 极限 概念 ， . 

变 吾 是 冉 范 线性 空间 ， s.€H.2-—1,2,-—-. WME 在 在 ER, 使 
得 c, SOR EXC GRCT. r, AI 

lim jz。 一 4 一 0 
MERR n fal L2 MEER 记 微 imz, 二 2 R or, x(n— 0), 


容易 看 出 , 在 依 范 数 收 丛 意 闵 之 下 ， 只 要 trto MA Ind 
ito], 就 是 说 范 数 i124 是 x 的 “连续 消 数 "， 事 实 上 ,在 $1 定理 2 中 
J& Ya — Ya = 0, SEXE E] =P lEn 00) 0 (5, 0) = feol. | 

因此 , 如 果 {zn} 是 托 范 线性 空间 中 的 收效 点 列 , 那 未 它们 的 范 : 
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&ilz,I f 5 ds. 
由 范 数 决定 的 距离 必然 满足 
a(x, y) — o(z— y,0), plaz, 0) = lal o(s, 9) (2. 4) 
容易 看 出 , 在 -一 个 线性 的 度量 空间 (好 一 个 线性 空间 同时 也 是 
Hiep. BOGERHEEXCUOEBUOEE 4 gto DEO 
(2.4), SEREA RIO OR, x Xe] = oz, 0), 就 成 范 数 . 所 
以 (2. 沙 也 是 线 性 的 诬 量 空间 成 为 讨 范 线性 空间 ( 指 范 数 与 陈 离 江 


PE 


由 此 容易 明白 , 线性 空间 s, af, S 等 空间 中 按 上 一 节 中 定 文 
的 距离 不 能 由 任何 范 数 决定 ， 便 如 在 数列 空间 s 中 , 如 果 令 


1l E 
ti = z,0 E me YTY- 
IzE— o(z, 0) 253 ITE] 


WMR, 对 于 xs 天 0， 并 不 满足 齐 该 性 条 件 [az1= jalixi. BrEA, $1 
中 的 度量 空间 s、.S, .of SES ER BEBE RE Ha PO DOE RS. 

例 1 空间 如 IT ERARA] r= {r e En 
eR AREAN ESRC a 空间 的 线性 于 
EA), HF xE1", 邻 

E “suplei, a—(n, c, Eu 77) (2.5) 


那 末 U kl DR DUST FE E TR. 

例 11 si Vla, b] it Vla 的 是 区 间 [e 6] Eo GRO 
43 3t 2 25 ER 09 4x Uc, 依照 通常 的 线性 运算 ， 它 是 一 个 线性 空间 . 
对 于 fEV[a, 5], 规定 


1fl—-1762]-- V OQ) (2. 6) 
NICK Va, b ERTECIEL FILS ARUHE. RS 


了 在 (全 中 每 虚 是 者 连续 的 


un 
Voa, 51 — f HfEVTo, 5], 而 且 f(a)—0 


24 mna mE 
CE VCE 的 的 线性 子 空 间 ， 在 Vla lb, TAE €T B3 


V QD. 


$412 空间 C"(Q) d C"(O)(m m—— 
E E" HARKE LRE &3ImBEBS3ESKAR S RE S ER (nus ses, 
LES 23 
Iulia 237 sup|D?u(z)| «co (3. ?) 
Nu «m1t9 


的 全 体 , Kor m nu seipsos Pa) NO) pi t vs 
Duo up 那 来 C"(9) E Ade d URL 并且 dul 是 
€"(Q) 上 范 数 . 
mAIRE, cacl, KECO), 而 且 它 的 各 个 
心 阶 偏 导数 在 从 上 满足 Holder 条 性 : 即 存在 常数 天 ,使 得 当 P.9 
EQ 时 
|D'v(P) —Dru(Q)|«K|P—Qi'N(pxm (2.8) 
这 种 函数 u o e (dee C*** (0), CRER EMO ERE 
DIMEGHCEHMPEGETLIOIOGODLEE P4 EG X "E 
0"**(Q)ii& 
jw]。-= iud. EL] : (2. 9). 
现在 对 每 个 非 负 实数 定义 了 函数 空间 C^ (259 (9 — m9), 
BA, CD 是 线性 空间 .不 难 验证 ， 当 月 是 整数 时 由 人 2. 7) 定义 
Mlele 以 下 当 忆 不 是 整数 时 , h (2. 9) 08 XL IS 1], 是 空间 C^ CO» 
中 元 素 世 的 范 数 ， 
函数 空间 C^ CO) ELS RE FOLE JC EER Si, ERRIN 
程 理论 中 有 重要 的 作用 . 
4. DS 同 集 是 泛 琴 分 析 中 常用 的 一 个 重要 概念 ， 它 起 源 
干 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 所 浪 察 的 有 限 维 室 间 中 的 一 各 几何 


$2 NER Em EE 25 

dh BELUIITE SR ABT UAE SEE IA. AERA RERE E RT 
EE E EAE IE SETS OSEE ER PETS 8] EFE RI 2E REP C, 
f(xlpGO sl) e -A h E. RR gb YE EE p Wr e dis 
uie. "UL IH A t S Cu X CE Fd GESENO POS 
tigna da Ufa po. gx FE SE TACK TA TZ PEZ (BT JE RC T 
范 宗 间 上 许多 问题 的 研究 ， 化 为 关于 西 售 的 玫 何 学 的 研究 ， 从 而 
识 能 用 儿 何 的 观点 和 方法 来 研究 分 析 中 的 许多 问题 。 泛 函 分 福 的 
一 个 分 沟 ， 局 部 三 拓 革 线 竹 空间 的 理论 就 是 在 这 个 基础 上 发 展 起 
来 的 ， 而 且 应 用 日 见 增 多 .又 如 汕 集 的 端点 理论 在 泛 函 分 析 的 各 
种 表示 理论 中 有 较 大 影响 ， 晚 近 发 展 起 来 的 凸 分 析 与 此 密切 相 
美 ， 而 且 在 许多 不 同 的 领域 (例如 对 现代 控制 理论 ?有 着 重要 的 应 
JH. EERS 9 和 5§10 中 将 利用 山 集 来 叙述 一 个 重要 的 不 动 点 
原理 . l 

EM VDRGLOÓHAPEUHAL 4 是 吾 的 一 个 子 集 , 如 果 对 4 中 任 
何 两 点 z .所 联接 它们 的 线段 

tar - (1—a)g |0zae1) 

都 在 4 中 , IERA A dem. 

例如 , 设 五 是 线性 空间 , (9 是 吾 二 的 任意 一 个 半 范 数 ， 任 取 
acR REM v, Ap OER Bi sESC, r) 2 (z|x€R, p-a) 
T HR Ca, 7) T Ph 0E. SEX E, 当 r y€S(a, T), Hi pz 
Er, pyar TRE 

plax- (lO a) = p(a(z—a) + (1—0) (y —a)) 

scap(s--a) + (1—o)p(y—a) Er 

关上 比 4 ESSE. 

又 如 线性 空间 五 的 每 个 线性 子 空 间 都 蚌 凸 集 . 

设 召 是 一 个 线性 室 E WR AEAEE, Mox 


2 #mnt EYA 
容易 看 出 门 4, ko. Db, WR BER SISSE 


邻 {4414E 4) 是 是 中 包含 B 的 是 集 侈 体 ， 那 么 Pla aB 


fos Borm dis, $570 B f Bl AAA covB, WAEA: B Boy 
t 


LJ 
(a, raus, Iz, EB, a 20, $ 1a,— 1) 
w=l 


5 BZA eo eiii zn 及 是 是 的 一 个 线性 子 空 间 ， 我 
们 在 中 规定 : Zi a— yc E boh soy, SERERE AE RPS 
A OUS —3 8 30, RIERA R/-- 1229 R/E, 并 记 z 所 在 的 等 价 
X553. fc R/E 'h oz fx Eos Win P: 


24j-(zi$) 
at= (as), a 是 数 


R3:1571.2-3 95 1.1452 937898... 1872 97. 1 如 果 # 一 
E Y= Fu WE rn EE, y —y, c E, 因此 s 十 # 一 (tr) 一 as) 
十 (9 一 DEB, 也 就 是 

(zt = G4 9) 
类 似 地 可 以 讨论 数 乘 ， 容 易 看 出 / 按 这 样 规定 的 线性 运算 成 
为 线性 空间 , JR R/E ARATE HESA. EAREN R/E 中 的 
零 间 量 就 是 召 , MI —E, ERL, 对 任何 xE 怒 x 一 0 一 xE8， 直 观 
地 说 ， 在 商 空间 R/E h, ER AR DTR. 

例 13 设 Q-(X,R, u) 是 测度 空间 ， 昼 是 了 上 关于 (X, R) 

可 测 函 数 全 体 按 通常 的 线性 运算 所 成 的 线性 空间 ， 令 

E= {flfes, f0} 


SIE Sla R P UE UIS S OTME 内 几乎 处 处 根 等 的 函数 
全 体 所 成 的 等 价 类 . 
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£414 设 五 是 线性 空间 , p(-) 是 定义 在 下 上 的 于 范 数 ， 令 
B= (2|p(2) 0} 
易 证 上 8 是 刁 的 线性 子 空间 ， 如 在 商 空 间 R/E 上 规定 
BO») = pCa) 
也 容易 证 明 pO R/E LATES. XE CODD ERE PO) 
导出 的 范 数 . 
在 例 9 后 面 我 们 曾 说 “如 果 把 C0) -g LI PAIS 国 数 Ag 就 
视 为 同一 个 函数 ,……, 那 末 P La, bJ EER”. ER, 这 
句 话 中 “ 视 为 同一 ”的 作用 竺 价 于 不 区 分 了 和 总 从 而 也 不 区 分 
»msrqma. 


习 n 


1. 在 二 维 空间 R 中 , 对 每 一 点 3 一 (人 30.5 
]zl| ^ max1iz], ly l 

ERPE Rt pis — EXE. 上 癌 

G) AR E= (elllz]] - EA Rr 

(ii) €5,—40,0,e6,—(0, D. BESIEL BEES O— (0, 0) 及 ei, es 为 项 点 
153 f EE We 16:35 PT SA E D ED RC e T E 884 — fh. 

2. 谈 a b, p ALS. 并 且 9281. ERTER 

| fat Q— 5 |?xzi]a|z-(0— 0 |5]5 0x i1 


畦 别 地 ， 今 tB La] pert da] hr [bin 


8. 设 C, 1] deg iE Ir jp [8] CO, 1] LEAPAESESEJ3E BL ERO A 
GDA EIE, XP Té P zCC(O,1], ^ [jc - supl eG» |, 证明: 


Q) Jel C00, 11:3 [H E fei O0, 1t j DEERE Zl 

Gi) £EC(.1]rh ZR Fl (x) OE CTI EAF m. 的 充 要 条 件 是 (x COT 
3€ (0, 15 E39 438 T zo CO. E 

4. 3H Edo 9E 4 (IPRC e Hep 2" 与 空间 C CO, 1 的 -合子 点 
Js] 5 e ge [d att. 
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5. ROCHE ERE S n], RAPERA URS RC SEX, [Inl cl 
十 | "BEI EIER FURE yarla st, EHI MEER JL fa EEIMD ET 是 严 
HEREA C Pr LE OO FERA NC IE IRI — E Lr(po- D, 可 见 本 党 3. 严 格 
BERE EID IER AX S42]8] 14.0, AA O[a, 51, La, b] T EP 

6. R 总 线性 空间 , ERLER, WRRE 

G) pir) 20, ptr) —0 St fT r =0; 

Gi prc) TP 

(dii) pi— a) =p), HR. limp laz) 一 0 Hm Pas) =0 Can o 


数 ), 称 p ERR, (R. p) Do TE EE IR. 
WEB fe S zs] CR ade 8 1: D h, 规定 


i AOI 


pis LE Mit., S BpAX Ame ED. KUE. o6, s 也 是 赋 谁 范 空 
i. . " . 
7. (X,B) Za WER, VCX, B) R CX, B) ERA) Sco IS SLE 
EDMEE EV m) Lx SOniE RU 20 
C+ A —utA) -vCA), p vEV (X, B), AEB 
(au) (A) =a p (A), pEV CX, B), AEB 


并 规定 
llc supo 101 Ee, E. Em e Gp. U =x 
i=l i=1 


EIE V CX, 8 E fo ied 


8. REIO 11 Edo ef, RHEN PO) =D ar, 规定 LE 一 


L] 


Dilal. WALER Li, PR Hll E TER 


9. WI HR PESSIMI X HEARRE S DH m Ho HEA CX, rii 
A" SE zh "x, JS BOE POR Ate rro ge A SA 


:————M "(cá = A 
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S3 空间 L^ 

l. Lr EHA (e DEOS HS RRE E m dn) 
Lr, R(X, B, jt T WEZ, ECB, AORE LANAA 
AR, REER p. BS EE OTRS, MAI EE E 
是 可 积 的 ， 这 种 函数 的 全 体 记 化 L'CE, B, w0, KA LE, 
,简称 LE, D rh foi Sr E p ARAR. 有 了 时 也 用 CB) 站 
示 召 上 关于 勒 贝 格 测 度 的 了 p 方 可 积 函 数 空间 ， 当 8=1 时, L'CE, 
HDE E EBop PURSE ARE, 也 记 作 LCE, u). FREI, 24 E XE DCIHI 
Ca, OJR SCIO Le (Ca, 5])29 LLa, b]. Xn L'(C— co, co)) 改 记 为 
Lt(—co, c2), 如 此 等 等 . l 

LNAE，4) (p>0) 按 通常 的 线性 运算 成 一 线性 空间 ， 素 实 上 ， 
HET f gEL (E, u), fA g 4E E EaI, RELIÉ g|* 是 吾 上 的 可 测 
AR. 对 于 任意 的 数 ,5, 成 立 着 不 等 式 

Cal t 15])r;[2max(]al, H51)]"«z2*(]a[|2-]b]j) (3-1) 
由 此 得 到 

frg FE igD* SZG +1g|’) (3. 2) 
由 于 | 并” gl ELC, B), PALS gl GLC, u), 就 是 说 
ft 9cL'CG, a) 

如 果 我 们 只 考察 实 值 丙 数 , L^ (E, 自 是 实 线性 空间 } 如 果 考 察 
ARR, IR LACE, 划 是 复线 性 空间 、 我 们 在 L'OE, s), 把 
几乎 处 处 相等 的 两 个 可 测 轿 数 大 9, 看 成 同一 向 量 , 它 可 以 用 了 表 
示 , 也 可 以 用 9 表示 , 这 时 直接 写 J- 5 而 不 必 再 写成 1 二 g， 经 过 
这 样 “同一 化 "之 后 ，I (CB, a6) 仍 是 线性 空间 ， 由 于 对 于 几乎 处 处 
本 等 的 函数 , 它们 的 积分 相等 , 所 以 对 LI CE, i) 中 每 个 向 景 e 


D 这 时 E, B, u) FREWER, dH CE, BNE, 4) ENESA, BOEK 
LE, B iO "ask LE, BNE 0230 THE. 


30 mme &ixH 
一 个 确定 的 数 
Hh (KD hap) o» (3.3) 


现 来 证 明 它 是 L'UL, D 上 的 范 数 ， 为 此 ， 先 证明 几 个 常用 的 重要 
KER. 
引 理 1 (Hplder 不 等 式 ) RPSL >l, Tisi 如 果 
FDELE, a), s) LAG, 1), Bx fg ELE, p), LA 
BASTER EIR (3. 4) 
当 p-2 tfj, PERG. ORE Cauchy THA: 
(f rgan] <f Oaa] Oiu Go 
证 “首先 证 明 :对 任意 的 非 负数 A B， 成 立 着 不 等 式 
TERES 
A B'S y (3. 6} 
IpO (620) 是 严格 增加 的 连续 函 教 ， 而 且 p0) =0, 


z—idp) (0) e BER Cni 4.20. MP mS rp REEUS, 
y 


3 


$3 空间 Lr 31 
BATIA 
i qr)dr- -| y D dy cab, a220, b20 (3.7) 
GATA Ra OW. H. Young 8X0 ab ARAS SET b 
pia) ger. 
RORSD)MRHtpQ) mati, pH) — gr! ac AT, b BAHA 
GG. 63, 
现在 来 证 明 Holder 不 等 式 (3. 0. ARE 
1f1,750, |g1,20 
(如果 上 述 积 分 中 有 一 个 是 9, 即 上 ,二 0 或 191 二 0, WR FG dE 
(几乎 处 处 为 9, 显然 ,此 时 不 等 式 C3. 才 自然 股 站 )， 作 区 数 
eG) -Fry [fh P= gay gie 
A A4-—|peG)]*. B- [so [*, 代 入 不 等 式 (3. 全 得 到 


ien p oo < a 


BT LeG)I*, IP GO PELO 1)， 从 上述 不 等 式 得 知 (2) $G2€ 
LG, p), Wi FELCE, u), EEA 
[eco eco as [ 18 nan 十 | Aau 


得 到 
| irosco was] Fo "auy(d ioco KOY 
这 就 是 不 等 式 (3. 4). BER, 
引 理 2 ( 阅 可 夫 斯 基 (MinkowskD 不 等 式 ) pl, Fah 
JOEL CE, p), BU FG) t9 GO) € LC, u), ILE 
If -ol [fl, tigle (3. 8) 
WO p-1BSRSAROS RAN. MRI+g!, -00 


82 Aak bed 


人 ran= o, C. ba RR IO, BREUI [Lola 
0,JEE, P1, m$ p 1, A gEL (E, p), PR f HIELE, u), X 
47 MEBT LL 1, WRITE Hga) VEEE, u), iE ih Hö- 
Mer RRMA 

MECI voco iran 


«(f fo l'as y( ROLE "zÝ 
又 对 于 | o Ega) aia 也 有 类 似 的 不 等 式 , 从 而 
| II+ æ Tan=| FW + 9)! au 
«[ afa eco DifGa gle) dg 
«ros foren) Lf irn 


两 边 除 以 (| FoF Bé m BERE SPA C3. 81 


1 
T 


(| O+ Pana f Oy 


(f ieco ray 
HEE. 
在 H5lder 不 等 式 (3. 和 中， 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ; 存在 不 
金 为 零 的 非 负 实数 On Ca, 使 得 对 几乎 所 有 的 YE 如 Rr 
Cif ? =O ys | 
的 甸 话 说 , 存在 非 负 实数 4, 使得 
[gtr) | AI fe) | 


P? 
了 


$3 vile 38 


又 在 Minkowski 不 等 式 (3. 8) 中 , 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 ; 在 
TR AS] dE V SC C, Ca 使 得 对 于 几乎 所 有 的 EE, RA 
C,f(r)—-C,9(2), MAAR, 存在 AO, E g(m)u- Af (x). 

X WIPE EEN Zn A E. 

DIH 20) j, 满足 范 数 的 条 体 (3)， 由 于 把 几乎 处 处 等 于 
FHAR S ER LCE, 站 中 的 零 向 最 ， 所 以 |. 有, 满足 范 数 的 条 件 
《4)， 范 数 的 其 余 两 个 条 件 : 非 负 性 和 齐 次 性 , | |, 显然 是 满足 的 . 
FA ls 是 Le (E, py (7291) ERTER. 

定理 1 4 p>1fFf, LA, DIEBUS 


Lt m (f FOD an 


Ek, Aj i Ex PER RJ. 
$11 B, B,u EA -ARREA EG, DELNA x 
Q,.BxB,uxguBp),eit) eb CO, B, D. JE 


si | EG (edt) 
是 平方 可 积 函 数 ， 
证 这 先 证 | Gs, De CO )3E CA, B, u) LOTMA. 
事实 上 , 4 a (0) co 时 , 由 于 


IG, DeC |o (eG, D I* HL oQ 1 


PHRI POSE (OO, B, i) ELE, ux u(Q x 0) «co, Hik a 5n 
Cs, 0) E | p(C E) |'ELCQ Q, B x B, axu), 
Mf kCs, D 9(OELO2 Q, BB, uxu), Hh Fubini 定理 知 


| EG DeCOda) 是 (QO, B, pz》 上 可 调 范 数 ， 而 对 一 般 的 测 
度 室 间 ， 由 于 -有 限 性 ， 存 在 (4C B, ANA, 


(M Spy EEH 
MAJ, i=l, 2, ^ sao Lj 4. RELF a (O0) coo d 
mihe, MEH ij, "Ul EG, D, eC MA (Go 4, Bx B 
DA As ax DERRE |. EG,De O4) CN BO As u) 
ETMEK. dA DS IUSSI, B) 4-0, Rm 

f, EG, Deel) 


是 ( 9 = ÜA, B, 4) 上 可 测 函数 ,因而 
(71 


js DPD = 31], EG, DPE) 
nd j=1 i 


是 (QQ, B, u) barw. 
Bru; Cauchy 不 等 式 (3.5), 有 


f e oom] ies orco 


x [teca 
HIT EG, 045 Ox 马上 的 平方 可 积 函数 , 所 以 
| (f 14C, D laute) au) oo 


从 而 | ECs, DPOF STR, A 
[If i oot co anc 


(acs, Da du| oC) [tu 
2， 平 均 收 敛 与 依 测 度 收 全 的 关系 ”在 LE, u) h, WAX 


$3 tih $5 
| Hf. Cr) 一 FT »0, a co 


XM Bof K PEREKA f i004 E. Ep 25 FERF OEE 
t RR BUR f, COE TIED. 它 和 依 测 度 收 伍 关系 很 密切 . 

EW? dE J.OO, nc12, 4E fO) 是 LICE, B, p) 中 的 
函数 ， 如 时 函数 列 (P, (2) 46 p 方 平均 收 化 于 f), MARARA 
(POBRE | FII c c T (2). 

证 ”对 于 任何 正 数 o, 有 

Jine renun], saura POJO da 


F žo 
rn fe) dO) ze» 

Z nco, E: ef - -fr >e), WE. 

X RAUK AE p FFE AR OD. MRD 
da FERRE CFLC) BC Be T- r). 

ik Hia Bd 2 Riesz wE (a — X $ 2 5E HH 3) ov BD sp fü, 

然而 定理 2 mtr 8. BERRA far dE 
WEE LbhburGE T f(r), Io BE (RECAP C) EBA F O2). 

$j[2 我们 作 [0, IJA E Ag eR Ec AS Co) An P: 

(0, 3M z =0 Hl «ael 
fair) ; 


e", Mi 0< 3 二 -一 
n 


显然 , (fa GO HIELO, 1] Eb bx FÆ, (RED eco 时 ， 对 于 任 
何 的 正 数 p 


T 


[ifs en Pdr = (oras = er ro0, (i9) 
BEA Us. GO) pA EESHCOET 3E. 
3. 空间 L~(E, u) WEE GRUNIETS IIO, B, p) 上 一 个 可 油 集 ， 
fz) EE ER SEE In fz) 和 吾 上 的 一 个 有 界 函 数 几 乎 处 


.3 LLEVE ERSM _ _ _ . 
处 相等 一 换 名 话说 , RAE POF DORR Fo, ER fz) 
在 E-E, 上 是 有 界 的 一 - 那 来 我 们 称 f(z) EE EGET 4) 的 本 
LLLLPELIMENTCICELL DIET LE, p). 
显然 ， 由 于 有 限 个 零 集 的 和 集 也 是 零 集 ， 所 以 任意 有 限 个 本 性 有 
界 可 测 函 数 的 线性 组 合 是 本 性 有 界 的 , 因此 , Z*E, x) 按 通 常 的 线 
性 运算 是 一 线性 空间 . 
IDEE EURER SIRER, 令 
ls, imt mpl f D (3.9) 


Xx BUT CRRGSET E mh HUE ES BE fo) 10 E— Es 上 成 为 有 办 函数 
EI OE EE 称 为 了 的 本 性 最 大 模 , 有 时 也 记 做 
ess Suplf tz) | 
(3. 9) 中 的 下 确 界 inf 是 可 达 的 , 就 是 说 必 有 含 于 已 的 零 集 使 得 
1 站 -等 于 17(z) Hg E— 8B。 上 的 上 确 界 ， 这 是 因为 , 由 inf 的 意义 ， 
对 每 个 n, H En CE WEI u (En) 一 0, 并 且 
,sup IFC) | «pnl 


f£ E = LJ En, PK n (0 —0, 并且 


Ifl. «supl fG) | sup f) E11. 
4 son, HBEPERD]fds supIfGO |. ETUER] lo 是 与 f(z) 


JU SP kb AF B5 de 1-8 3E ER c o CS HL. ER cC, 

我 们 用 中 fj。 作为 线性 空间 L^ CE, n) 上 的 向 量 了 的 范 数 ( 容 易 
验证 1.1。 确实 满足 范 数 的 条 件 ), 那 末 , LE, MAFI Rui 
范 线性 空间 ， 现 在 来 考 赛 空间 LTCE, p) rh pL CF) Mc Scito E. 

设 fm JEL" (0, p), n=, 2…， 而且 Hf fleo, WER 


8&3 BEL 37 
FCE, u (F,) = 0, 使 得 
Hs f sup| fala) — f) | >0 


TW" 是 一 零 集 , 并 且 


sup] fale) — fir) 1—9 (3. 10) 


由 于 FEESBESER, (3.10 HIT {OEE Rki g 

集 Fo 后 是 均 怀 收藏 于 ftz) 和 的， 这 时 我 们 永 说 和 GO) TEE. ESL 

XÉEMCP FG. SbER,Q. 10) 48 EET f. 一 下 -一 0 的 充分 条 件 ， 
周 此 , 度量 空间 LUCE, 4) ik E PORC Ot SUE JUSP 5) 8x. 


ApE us (E) oo, ME SS -- BIER P, LOCE, B2) CLP CE, |j), HI 
£p uEB]; 24 6 (E) — -o dd 
MES liw fi, (3.11) 


事实 上 , 只 要 考察 HOD) 2-0, [Fl MR RRT. CE BS 
PE ESI fIL-suplfGD ,于 是 


jean] SOPIE 812 
H-E. 
由 于 u (0) 1 r2), 从 (3. 12) 立即 得 到 

da afi. (3.13) 


另 一 方面 , ERSTER 三 | 天 >, ESEU O SA AR 
REFR, AAi E RI YS, 在 证 中 去 掉 这 个 集 后 ， 
TES FEH E-E, his pU AGERE EHI e, xx EAATUEIT.. 

定义 冲突 。 因 此 


HESIN oY E 


1 
HF ea) AR) 
令 poco 就 得 到 


38 ENE ERA 
lim |1f£1,22] fl1.—2 
pex 


再 令 60, 并 且 利 用 (3. 13) 就 得 到 等 式 (3. 11). 
极限 美 系 (3.11) 就 是 我 们 采用 记号 | 刊 -和 ZL*(B, 4) 的 理由 . 


i KASAL iM jrn eo> DOR (或 复 ) 数 
b=} 


到 ?= {rE E, qe i? 中 按照 对 每 个 坐标 zz 的 线性 运算 , E) 
知 它 成 为 线性 空间 ， 对 于 数列 , 也 有 类 似 于 引进 1,2 的 不 等 式 , 也 


就 是 说 ， HB Iz, |*« on A S | g4]*« 90, EHEN- 
k=l ks k-i 


(i417 1) DET E 


eo Tm jn 
Be m 


mE Soare Siats ar 


这 两 个 不 等 式 也 依次 称 为 Hilder 55$ 35i Minkowski RÆ 
式 ， 也 是 应 用 不 等 式 (3. 介 来 证 此 的 ， 或 直接 作为 引 理 1, 2 的 推 
ie GO, 

在 i? 中 规定 


t, $ EN i) 
EM 
由 Minkowski 不 等 式 可 以 验证 | .1 是 ?上 的 范 数 , 按 此 范 数 ?成 


MLEEILEDLITIMEG RIEE Yu MEECECAONMEOGSL A ES 
HEB M, o0 MD E MPR AN (CEERD, METEN 060 EUREN. EFK 
M xD. WALET i 就 是 LUN, B u), BRStXk TCR ARE REOS (3.42. 
«3. 的 的 特 东 情况 ， 在 别 的 问题 中 , 把 i? 震 成 这 样 的 LION, B, pD BERD. 


为 赋 范 线性 空 疝 ， 
FREE, 如 果 O-lp-—1, Minkowski 不 等 式 一 般 不 成 业 ， 这 


WI HARE LIU, i (或 1?) 上 的 范 数 ， 例 如 ?二 地， 在 PR 


z= (1, 0, 0, -), y= (0, 1, 0, 0, +), 显然 ， 


l om 2 a 2 - 2 
(Eisen) -euadz i) {È P) 


时 一半 


因而 让 l (7 5 ) 不 是 范 数 ， 


习 mH 


1]， 证 明 Hilder 和 Minkowski 不 等 式 成 为 多 式 的 充 要 条 件 分 别 是 
alf ramly ln efGr) egia) 


Fot eu e RIERA M OGAR Lr Jem ef o IR, Z8 8 2 S, 
2. dORQe.BQoe EPRE RTE, mix 是 一 列 元 素 ， 共 中 


SER aa 一 1, 2, LT llelo ERAAN e 做 R， 奖 似 通 


n=} 
AEREE FRS INE Bus H, 在 六 中 引信 线 性 运算 , EHR E ERTES, 如 
果 又 规定 


ilet (x py. (21) 
nu-1l 
RRNA D] xCHMEIEIEIESEIRN REPRE Gf $2 习题 四 的 充 
XE EAE RS ESPERE Td. 
8. XT Og TE Doc, dH 


lalis -- Sls la, mmy tn rn) 
ded 


WA 是 Dr p) 工 的 谁 范 数 ( 准 范 数 定义 包 旬 2 A 6), 
4. B C2, B, 10 eA RERE, epar, WR LU(O, B ic 


4t SHR HERES 
LO, B, u), 35 Q2, B, 0) 7E SURE RH, WMU D? (O, B, p) - Er (Q, B, p) 
GE, | 


E 


$4 度量 空间 中 的 点 集 


我 们 现在 回 过 米 探讨 一 般 的 度量 空间 .为 了 进一步 研究 度量 
空间 中 的 极限 , ERTA EMERARA, 有 必要 研究 度量 空 
闻 中 的 点 集 ， 在 第 一 童 中， 已 经 就 二线 上 的 开 和 集 和 闭 集 等 进行 了 
研究 ， 在 那里 已 经 介绍 了 点 集 的 极限 点 , 导 集 ,环境 ( 邻 域 )、 开 集 、 
闵 舍 以 及 利 密 性 和 讨 朗 集 等 概念 ， 现 在 把 这 些 概 念 拓 广 到 度量 空 
闻 中 来 ， 大 多 数 定 义 的 角 述 和 定理 的 证 明 ， 几 平 可 以 把 以 前 的 行 
3E PE Ig f BLUE, 而 无 须 进行 多 大 的 改变 。 尽 管 如 此 , 但 由 于 
一 般 距 离 阔 数 谣 广泛 性 ， 仍 然 需 要 我 们 仔细 对 待 这 里 的 概念 的 拓 
U. EREHE, 我们 电 将 指出 它们 的 差 中， 

1 内 点 .并 集 首先 , 类 似 于 直线 上 点 集 的 内 点 , 引入 如 下 的 
概念 : 

定义 设 4 是 度量 空间 居中 的 点 集 , zoE4， 如 果 4 含有 z 的 
一 个 a-35.356(a70), f ER zo 是 和 4 的 内 点 . 

BA 是 度量 空间 及 中 的 点 集 ， 如 果 点 集 4 中 每 一 点 都 是 
ARAA MRAM 4 是 度量 空间 E 中 的 开 集 .规定 空 集 也 是 
F. 

度量 空间 中 的 球 O Crna) (a0) RERE AA, Sp 
z€O(rn, a), IWPR olz, xoa, W 
ER e<a— plz, za), 那 末 当 olr 2) 
«eror, zs plr, z) + plg, to) La 
因此 Olz, e)CO (xo, a) (WE 4.3), 
因而 O(zo, a) 中 每 一 点 都 是 自己 的 内 
点 ， 所 以 球 Qcwo, a) 是 开 集 . 


BENIN TU a 
d£ S ic E NN rh, dp 8 m E I ERE Oan cO 
(4) 只 含有 加 这 一 点 ， 所 以 的 任何 集中 每 点 都 是 内 点 ， 轩 此 
吾 的 一 切 子 集 都 是 小 集 . y 、 
象 在 实数 直线 中 的 情况 一 样 , 我 们 有 下 面 的 TPR wb 
定理 1 设 吾 是 度量 空间 , ME 
G) 空 集 和 全 空间 大 开 集 ; 
Gi) 任意 个 开 集 的 和 集 是 开 集 ; 一 
GD 有 限 个 开 集 的 通 集 是 开 集 ， 
证 (D 是 显然 的 ， -一 -一 
GD WM, IET) JE Rp EE AGER, VE SEU ML ALS 


XU IEL, WE rEM, M, 是 加 中 的 开业， 所 以 于 是 M, IAS T 
AAA. S df a-XREEO(Qa)CLM,COM, BEDA z Eb AM OA ES, 


Gi) bM en M, ERRORE, 任 取 Ef] M, Fir 


在 每 个 开 集 型 :…… Ma Zh, hF x 是 开 集 M, AR AEH 
r, ER OG, r,)C M, v1, n, R 


l2, 这 说 明 OCz, T)C (] M... 所 以 = 是 通 集 作弄 ,的 内 点 ， 
~ w= v=1 


xb (lar, 是 开 集 ， 证 毕 . 

EN 设 瑟 起 度量 空间 , zoER， 称 五 中 包含 ze 的 任何 开 集 人 0 
为 zo 的 一 个 环境 , 也 称 作 m 的 邻 域 . 

由 于 Ote, a) JT dE, 所 以 对 于 正 数 @ mo 9 4- 环 境 OG, a) 
也 是 £s 的 环境 . 

设 和 4 是 度量 空间 五 中 的 一 个 点 集 ， 那 末 zo 成 为 4 的 内 点 的 充 


42 第 四 章 ”度量 空间 
要 条 件 是 x。 有 一 个 环境 包含 在 4 中. 

ES 设 4 是 度量 空间 吾 中 的 点 集 、 了 4 的 内 点 全 体 所 成 的 点 
BPR A At, 记 做 ACA), 

ET BE Rex HARRA il ee: 

定理 2 度量 空间 中 点 集 44 的 核 K CO JEJE S, 

证 仔 取 xo €CK(AD, WA Olto 2) C A, HF OCxo, 2) 是 开 
fs, 它 也 是 OG, e) PER z 的 环境 ， 因 此 Olen eO rie E 8 AE A 
的 内 点 , ZEK CA), 这 就 是 说 Oxo, e) CK CAD, 因此 ,zo 也 是 K CAD 
的 内 点 , KEFR. IEE. 

点 集 4 的 核 乓 (4)? 是 包含 在 4 中 的 最 大 的 开 集 . Bi m ik, 
有 

定理 3 ”对 于 点 集 4 中 的 任何 开 子 集 杂 都 有 CKA). 

证 因为 是 开 集 , 当 2€0 时 必 有 的 环境 OCGA, 所 
UL x 也 是 4 的 内 点 , 因此 EKA), XXBEIRISIGCKOD), Wt. 

定理 4 4 成 为 开 集 的 充 要 笨 件 是 ASKA), 

WE 当 4= 玉 (4) 陡 ,由 定理 2, 4 自然 是 开 集 ， 反 过 来 , 如 果 
4 是 开 集 , 那 来 由 定 埋 3, KADA 但 是 自然 有 KACA MEA 
A—K(A), WEE. 

Bil 在 复数 平面 上 (按照 欧 几 里 得 距离 ) 考 察 集 4={z||z] 
«ch oJEIxizi-2,ÍHz—zrdigy, x PAMM) RAH, 只 
有 在 单位 加 1z| 志 1 内 的 点 是 有 4 的 内 点 , 而 圆 环 {z11 志 |zs| 2) 5 
十 4 的 点 都 不 是 4 的 内 点 . 

我 们 注意 , 本 节 中 所 述 的 内 点 以 及 后 面 的 各 各 概念, ERO 
于 于 个 空间 而 言 ， 倪 如 开 区 闻 Ca,5), 作为 一 维 空 间 中 的 点 集 ， 其 
中 每 点 都 是 内 点 ; 但 如 果 把 它 放 在 二 维 平面 中 考 宕 ， 那 其 中 每 点 
又 都 不 是 内 点 了 .因为 随 着 空间 的 改变 ， 环 境 的 含 允 也 改变 了 . 

我 们 可 以 表 环 境 的 概念 把 收 丝 点 列 的 概念 改 述 如 下 : 
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引 理 1 RRETH, d£. pe RI I, KLIE ER, W 
A SM xs) SEE ER as H9 6 33 Je PEZEOSMET. ro MERIR OG, 
FETE [ASA EL, 使 得 当 nN CMM ra EOQn), 

证 必要 性 : 设 x.— x.» TER z 的 一 个 环境 QCzo)， 由 于 0 
AE O Gu 7) 的 内 点 ,所 以 有 有 正 数 as E Olr, Olr), XI a, fi 
AREN, REIS n>N IM, o, za, 因而 

Za Ora, OCOC t 

EZ M Blen EET kn T PE: IF s ERA 
例如 Oira, e) — A A ERSICN, EIS EN W, vu EO Cro, e), Mi 
RH nN 时 

pns, zo )«e 

因此 ta->to, (EEB, 

显然 ， 在 引 理 1 中 可 以 改 一 般 的 “环境 ?为 特殊 的 ^a- 环 境 ” 

2. PRA, H 

EX RRERERZH, AZER'CBBUSR, IF r ER, 基点 ro 
的 每 个 Hiahia A A 中 无 限 个 点 ， 那 末 称 x. EAR A Du dA 
限 点 . 

引 理 2 设 4 是 度量 空间 五 中 的 点 集 , zo ER， 那 末 下 面 四 件 
2]. e ffr fia. 

(D zo JE SR A 的 极限 点 . 

(i) zo B) AE fT —4- 38H O Cry BELA PRT zs 的 点 , 即 
(Oz) — (x D nz e. 

(ii) 在 集 和 中 看 在 一 列 Rz.) XE A £n xo ME ta >to. 

Gv) 在 集 4 中 必 有 一 列 互 不 相同 的 点 {zsj, REEL m.m. fi 
得 xn rao. 

引 理 2 的 证 明 完 全 和 直 钱 上 的 情形 相仿 , 我 们 把 它 略 去 . 

和 明 限 点 的 概念 相对 立 的 是 扳 立 点 . 刷 4 是 度量 空间 中 的 点 
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集 , zc4， 如 果 zo 有 一 个 环境 0(zn), 在 其 中 除 6 外 不 含有 4 的 
点 ， 就 称 mm 是 4 的 独立 点 ， 如 果 度量 空间 尺 中 每 一 点 都 是 孤立 
点 , 称 如 是 离散 的 度量 空间 ， 

例 2 n=[Ha=1,2 …)， 刁 上 械 离 就 是 兰 通 实 教 间 的 距 


离 ， 这 时 展 就 是 离散 的 度量 空间 ， 注 意 ,请 不 是 一 致 离散 的 , 

显然 , 在 离散 度 景 空 间 中 , 每 个 单 点 集 {xo} 是 开 集 因而 一 切 子 
SU FAC | 

和 在 直线 上 一 样 ， 在 度量 空间 中 点 集 4 的 极限 点 不 能 是 孤 
立 点 ， 而 层 立 点 也 不 可 能 是 4 的 极限 点 ， 点 集 4 中 的 点 除 孤 立 点 ， 
外 就 是 极限 点 ， 但 是 , 在 一 般 度 景 空间 中 , 版 集 的 内 点 可 以 是 孤立 ， 
点 , 例如 在 离散 的 度量 空间 中 就 是 如 此 

定义 、 设 4 是 诬 量 空间 五 中 的 点 集 ，4 的 极限 点 全 体 所 成 的 
集 称 司 4 的 导 集 , 记 做 4'， 称 4=A4U 4’ 是 4 的 闭 包 . 

(D) 如 果 4 CA, 就 称 4 是 闭 集 ; 

(2 如 果 4 门 4 =Ø, 8k A ELE DG 

(3) 如 果 ACA, PA REEL EG 

(4) 如 果 A—A', Ej A 是 完全 集 . 

HI IEEE EE 2 ui RHIAN, ER, LAE 
dk pc 

G) 2€À,. 

G) zw 的 每 个 环境 Oz) 中 有 A 的 点 ， 

Gi JEEP MCA bz m, 

证 (0D: BCA, dn 2€ A, 那 来 0(z) 中 当然 有 4 的 点 ， 
finr. 4È zE4' ,但 zEd, ROWN, Olh 
25 fh BON A RIR. 

GD->Giii): 设 < 的 每 个 环境 O{z, 2) i A nus 那 末 点 


54 庭 攻 空间 中 的 点 此 45 
Arn ECA, ps, z) < 二 ， BIR tag, 


(iD): Hra} CA, HL rr, WẸ EA, 自然 有 red, 如 
R z€A, BIKE HET (2 VC A, 所 以 2. 552, 因此 由 rar 得 到 2€, 
总 之 , zE 工 证 毕 . 

在 离散 的 度量 空间 中 ， 和 任 一 点 集 都 设 有 极限 点 .因而 每 个 点 
和 集 郁 是 闭 集 , 同时 还 是 开 集 ， 由 此 可 见 , 在 有 的 度量 空间 中 ， 既 开 
X Bia d TRE TR 

定理 5 度量 空间 中 的 点 集 44 为 了 和 集 的 充 要 条 件 是 : 4 中 任 
fa] —^i- c ak XEM TF A BÉ E. 

定理 FARAPA REA 255] Sog SEA 件 是 : 它 的 
REA =R—A 起 开 集 . 

定理 7 在 度量 空间 中 下 列 命题 成 并。 

D 空 集 及 全 空间 是 闭 集 ; 

(i) ERDHE ITERE; 

Qu) 有 限 个 闭 集 的 和 集 是 闲 梨 ， 

定理 8 ” 闭 集 碱 开 集 的 差 集 是 闭 集 ， 而 开 集 减 闭 集 的 着 集 是 
FE. 

这 四 个 写 理 揭 证 明 与 直线 上 的 情形 相仿 , TEAS, 留 给 读者 
AHE, . 

基于 点 集 的 导 集 和 闵 包 , 有 下 面 的 性 质 : 

定理 9 和 集 4 的 导 集 4' mAB AMERRE, 

证 igr EA (GE DORRERA. ERER a. BEKOA 

y€ (O (as, a) — (29)) NA CHE Bb, y QO (zo, a) — (xo) (V4). 
取 e—min(as—p(zo, 9), olro 9), SÍ 220, MEHO, B)C 
Olan a), fH xo €O(g, e), HIT yes AMH 9€4), TE OC, e) 中 
惟有 CAC E 4. 4), Dile, zCO (xo, a), [Ede ase zo (XX REB] XJ ta 
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€O(y, 2))， 所 以 (QCzo, à) {rDNA Blk xo JE A TIS ERI 
r& PTA zoE4' (也 就 有 zc 4). 
因而 4 (同样 地 ZOGEN] Hes 证 
tp. 

我 们 之 所 以 把 4 称 为 4 的 闭 
fa, 这 是 因为 4 是 包含 普 4 的 最 
小 闭 集 ， 搁 句 话 说 ,有 下 述 图 ai 

定理 10 在 度量 空间 Rope 如 果 闭 集 忆 含有 集 4， 那 末 F 


A, 
证 从 极限 点 的 定 交 和 4 己 坟 可 以 直接 推出 4 OCF, 由 于 
HRF ERS, F CP, 所 以 A' CF, BE A-AUA CF 证 毕 ， 
不 堆 由 此 得 到 结论 :44 的 闭 包 就 是 如 中 所 有 包含 4 的 财 集 的 
通 集 : E 


A= n F(FCRJEB F' CF) 


TRIDOAGROAPBIEISUE ASTE A- À, 

B3. ULIS MESE R 中 的 线性 子 空 间 , 那 末 r ÆR 
Has L i53 B9. Pri SIZE RJ. 

WE HEW, LEE SE L RREFER, x yErE, 
ARGI 3,454 {2a}, Ya} CL, 而且 za 一 2 Fay, EIE zx 十 加 
aty, 但 是 ta Hy EL, BID n ycL, EJEA IER, 当 “是 数 
竺 , gzEZ, 因此 工 是 线性 子 空 闻 ， 由 定理 10a LEGALSO)E 
小 的 六 集 ， 因 而 荆 是 包含 工 的 最 涉 的 闲 的 级 性 子 空间 .证 毕 . 

闲 的 线性 子 空间 也 简称 为 闭 线性 子 空间 ， 或 线性 闲 子 空间 . 

JEDE REESE n o BE: 

定义 设 4 是 赋 范 线性 空间 忆 中 的 子 HS iB L(A)( 或 span 
{4}) 汐 4 中 向 量 的 号 性 组 合 全 体 所 成 的 线性 子 空间 ， 称 CLCAD) 


$4 ERARI f AT 


(t Span (AD) Hh A Ski fo E Dr P8 
BEA gEBLa, DUREA, 的 上 有 界 函数 nm (D Ac 
ifto APER SCRHOE o =sup 2 CO [所 成 的 周 范 线性 空间 ， 信 


A Ah fida. £] Cas EC P) POETE ERE ule, ES ACC B[a, 
b] NURABSEEmEETERH]T 268] LA) SCLa, b], 


证 HER zeCra, b], 作 £1? — a (oa), EER 


En (£) = De PUN OD — Xa te CP) 


ME z,€LCA), 仿 证 lim | | zs —z| —0, 事实 上 ， 由 于 当 £e, 
) 时 es) =z GERE, 所 以 d 


j] 24-21 max sup Jæ) — (£1 5| cá 
LERGA pc scite 
Na 


zzmax|z( sz! )| E 


it-t Le 
由 函数 COC 5) Ef — SE XESEPE YE BI Tán lim lz, — r| —0, 


因此 , 由 引 理 3, 2€ LCA), WEE, 

这 个 例子 在 第 五 章 $2 中 要 用 到 . 

A5 VLA GERE, 4 是 吾 中 的 西 集 , 那 末 4 的 阳 包 
也 是 西 集 . (这 个 事实 在 本 章 39 引 理 2 的 系 中 用 到 . ) 

定义 ” 设 4 是 度量 空间 忆 中 的 点 集 , k ANTRA A f t 
界 , 记 做 厂 (4)、A4 的 境界 中 的 点 称 作 4 的 境界 点 ， 而 一 4 中 的 
点 称 为 4 的 外 点 ，_ 

显然 , 枉 意 点 集 反 的 境界 是 闭 集 ，4 的 境界 下 (4) 间 时 也 是 4 
fo xdi 8 — A 的 境界 , 即 COD =r RA), 

从 引 理 3 知道 , 境界 点 的 特征 是 它 的 任何 一 个 a- — 
APRS AREA. 4 的 境界 点 可 以 属于 4 也 可 以 不 
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属于 4， KRAHE AGRECESRREUKCA) ME AHRR, 3x 
E 

A-K(A = AD ( -E(D -ADGCTA) TP (A) 
BEJMARESHE, MARI AMARE REA 的 内 点 这 两 者 是 
一 致 的 . 

s. 子 空间 的 开 集 和 闭 集 ”应 特别 注意 ， 内 点 ,极限 点 、 开 和 集 、 
闭 集 等 狐 念 都 是 相对 于 一 定 空间 而 宫 ， 我 们 以 开 集 和 闭 集 两 个 窒 
念 为 例 详细 阐述 这 一 点 如 下 : 

设 至 是 实数 直线 (按照 通常 的 距离 )B8: 的 子 空间 [0, 1)。 任 取 
a€(0, D, 我 们 容易 看 出 [0, a) Co, D 2) BiU IR rh AFAR RRS 
然而 它们 在 度量 空间 E" 中 就 都 是 既 不 开 , APARAR, SCIRE 
Hg 3-3 (0, oo) 看 成 子 空间 时 也 是 度量 空间 ， 因 而 (0, ce) 是 子 空间 
(0, oo) 中 的 闭 集 , 但 不 是 E" 中 的 闲 集 , 

现在 来 讨论 子 空间 中 的 开 和 集 和 闭 集 的 结构 . 

”定理 12 ” 设 避 是 度量 空间 , 4 是 情 的 子 空间 ， 那 末 ， 集 B 是 
4 中 的 闲 集 的 充 要 条 件 是 存在 下 中 的 闭 集 口 使 得 B=4NO， — 

证 JbupLEEBMIMDB'RRBIERSDÜSSM BER pHR 
限 点 全 体 , IRBE A cb Ho RR Hel B A, 因而 吾 是 4 中 
HARDER Ap E (B NOCD, B BOAM 8 因此 可 以 取 
C-B, x B B 48i e Bax RipiSpridn. | 

再 证 充分 性 ; 如 果 B-— A0, BRODE, H% C EN, 所 
| 4 02B, Aifi B2AnCB-ADB, BDB RRUA 4 et 

必 在 五 自身 中 , BETAN 4 的 闲 集 ， 证 毕 . 
EAI 设 下 是 庶 最 空间 , 4 为 五 的 子 空间 ， 那 来 万 是 4 中 
， 的 开 集 的 充 要 条 件 是 有 五 中 的 开 集 0, 使 B=AN0， 

证 在 子 宰 间 4 中 ;是 开 集 的 充 要 条 件 是 4--8 是 4 中 的 除 

集 , 即 有 局 中 的 闲 集 0, EA ANC =4 一 B, 也 就 是 


$4 Hk mme 23 
B—A-—(CA[1C) 

但 是 ALANO « (R—O) 1A, ij R—C —-O0 RhE, 

这 两 个 定理 说 明 ; AAA f 77 fe, 闵 集 和 子 空间 作 通 得 到 的 
集 , 是 子 空 间 中 的 开 集 和 闭 集 ,而且 子 空间 中 的 开 集 和 闲 集 都 是 可 
以 这 样 得 到 的 ， 特 别 , 全 空间 的 某 开 集 或 闭 集 , 如 果 含 在 基 一 子 空 
闻 中 ， 那 末 必 是 这 一 子 空间 中 的 开 集 和 闭 案 。 但 是 反 过 来 则 不 尽 
然 ， 然 而 , 如 果子 空间 是 侈 空间 中 的 开 ( 闭 ) 集 , 那 末 子 空 间 中 的 一 
切 开 { 闭 ) 集 都 是 全 空间 中 的 开 ( 闭 ) 集 . 

设 号 是 度量 空间 ，A4 是 吾 的 子 空间 ， 称 度量 空间 4 中 的 寺 集 
{ 闭 集 ? 是 度量 空间 妃 中 相对 于 如 的 开 集 ( 闭 集 ). 

XT BOSE i, 相对 闭 和 集 的 概念 还 有 一 种 提 让 是 , EB Rh 
子 集 ( 不 必 是 子 空 间 4 的 子 集 ) 如 果 BNA 是 4 的 开 或 六 子 集 ， 就 
称 电 是 相对 于 A 的 开 集 或 闭 集 ， 显 然 ,对 于 这 种 相对 开 、 际 概念 ， 
我 们 也 有 完全 类 似 定理 12,13 的 结果 : BB 相对 于 4 为 开 ( 或 闭 ) 的 
EA HE EEXER ERE ORAR), E BNA=ANO0 (或 
BN A= ANMO). 

4. 联络 点 僻 , 区 域 ” 我 们 知道 ， 在 直线 上 虐 是 开 集 又 是 闭 护 
的 非 空 点 集 ， 只 有 爹 空间 (一 ,oo)， 但 是 一 般 的 座 量 空间 {如 离 
Ihe RE RE Za, 却 未 必 具 有 这 个 性 质 。 

例如 将 点 集 吕 =[0, 1] 十 [2，37 视 为 直线 F UTAR, WK 
[0, 1] 和 [2, 3] 是 度量 空间 总 中 弃 开 又 际 的 点 集 ， 但 50.1] 和 [2, 37 
属 非 空 集 也 不 是 全 空 间 互 ， 显 然 ， 一 个 空间 如 果 能 够 分 解 友 两 个 
不 相交 的 非 空 闭 集 之 和 , 那 末 这 两 个 亲子 集 都 是 天 集 (因为 闭 集 的 
余 集 是 开 集 )，. 这 时 我 们 说 这 个 度量 空间 是 不 联络 的 ， 反 过 来 有 

EN ”如果 度量 空间 吾 不 能 规 分 解 为 两 个 都 不 空 的 坷 不 相交 
HAS Ri 及 Ri 的 和 , 那 玉 称 站 是 联络 的 空间 
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xk 8B B5; ^ 1r] Re" e TEL ER EL JFRIEU, 因为 R 与 RS 互 为 余 集 . 因 
此 , 与 圭 述 定义 等 价 , TER EE SEE RI RE AR E IUE 6 30 E 012 
ARR BARES BET XC BIS 58 RUE REIR] R. 

对 于 度量 空间 召 中 的 点 集 4， 如 果 视 本 为 不 的 子 空间 而 成 为 
联络 的 谍 入 空间 ， 那 末 称 和 4 是 五 中 的 联络 点 集 . 联络 的 开 集 称 为 
区 域 ， 至 少 含有 两 点 的 联络 财 集 叫做 连续 点 集 、 

所 含 不 下 一 点 的 联络 点 集 4 不 能 售 有 狐 立 点 ( 相 F A 
立 点 ), 事实 上 , 辑 果 二 有 孤立 点 xo, BECK (04) AE A has pL SEG: 由 于 re 
是 孤立 点 , 所 以 xo SIRE EA Gn) BS TRE Ex. BC, 4 一 ftaej 也 是 
非 空 的 闲 子 千 , X FLA CEA P REE. H, 不止 仿 有- 
点 的 联络 点 集 是 自 密集 ， 连 续 点 集 是 完全 集 ， 

例 8 每 个 区 间 都 是 直线 上 的 联络 点 集 ， 

iE RAKAA, ECZA, b), La, 5) K Ca, DITEL. 
类 做 地 证 明 .。 如果 闭 区 间 [a, 四 不 是 联络 的 , Lo, bA U As 这 . 
里 AnA 是 [a,5] 中 互 不 租 交 的 非 空 的 闲 集 ， 由 二 A 与 由 在 te 
5] 中 吾 为 余 集 , 所 以 它们 买 都 是 [a, bI PARR. BA R P EC 

Å= sup Å 


[as a], 

那 末 必 有 点 列 1。 om Ass 使 得 [a, A10 4, 2 —1,2,-. WFA E. 
集 , 所 以 AEA, 而 且 [o 和 JC 4:， 但 是 A 并 非 空 梨 ， 所 以 Ac, 
又 由 于 4 是 Fa, 5 中 的 开 集 和 4 中 的 点 加 应 是 4 的 内 
点 , 所 以 必 有 正 数 。 使 得 

| [ 4o, Aot e)CC At 
这 样 一 来 , 当 ho<< < 和 +e 时 、 | 

ia, A] =La, Ay) + EA, 4]. A, 

”这 和 加 是 上 确 界 冲 突 ， 因此, Ca, 的 是 联络 点 集 ， 证 毕 . 
便 7” 赋 范 线 性 空间 是 瑞 络 空间 . 
证 WESCE X = (0), VAR X ERE AR. 所 以 不 妨 


的 
LX 2x (0) , (EL t A EA ROEN AJE, HH 0&4, AME A X, 
"ex b, WA 4 AOTHS, MAA nul, WES OO, roA, A09 
有 CA, 记 & -inf (alazQ4CA, rcal. JUcK Eb A cars 
€AnX--4A, In. X-A RERNA, HE zozoEAN CX — 
A) 显然 这 不 可 能 ， 所 以 A— X. ubt. 

5 点 集 癌 的 距离 

定 沈 ” 设 召 和 下 是 庆 量 尝 间 吾 中 的 点 集 ， 称 

inf. oz, y) 


CE 


是 召 与 丈 间 的 距离 ， 记 艇 bE F}, KIERRE xa bł, 
3k (ao) 与 下 的 距 启 是 点 vo 4 F PER, 记 为 
Pizo, F) -inf p Oxo, y) 


例如 , RCo, 5], FIEBAT ABE n AEDA PLC A E, 
azCO€CLa, b], 那 末 
inf p(r,P,)— inf max Jeli) Pa a)| 


Patt EF PaupocP agspcxb 


ERAM n Er £3 5339 598 Jc rm REIR, 
EF 的 充 要 条 作 是 p(x, P) —0 
事实 .上 , 如 果 aC FP, IRUK Gu.) CF, [EBR o(x,, 2) 0. i 
pG, F) s p(z, ta) 得 到 p(x, F) := 0. 
BUE, 如果 ptx, F) —0, UH (4 WF 使 得 plxn, 2) rokr, 
F) —0, 因此 ta z, MEAT SEF. WEHE, 
6. 1 维 欧 几 里 得 室 习 中 的 Borei 集 我 们 再 来 补充 计 论 一 * 
PA a HEBR JLHL PETER RR] 67 中 研究 Lebesgue IH E a Lebesgue- 
Stieltjes 训 度 时 常用 的 集 类 ， 
我 们 仍然 出 Ra, Rs E" 中 形 如 
Cila, 45,)) = (Gn woes c n ja; z;snb, iSl, a} 
GE rf — ooa x5, o0) frg ERE E Ae Pe BE p RIR, 
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定义 ” 称 由 及, 张 成 的 Br" 中 的 最 小 e- SCORO {其 实 , 还 是 
o- 代 数 ) 中 的 集 是 E 中 的 Borel 集 , 这 种 集 的 全 体 记 做 B. 
定理 14 "中 的 开 集 、 MARE Borel $, 而 且 E^ 中 开 集 全 
体 ( 或 者 闭 集 全 体 } 所 张 成 的 o- 环 就 是 B. 
WE 设 口 是 可 中 的 非 空 开 集 ， 我 们 著 察 信 在 妃 中 丽 且 anb 
都 是 有 理 数 的 室 C CCo), 00) B & HI Ô, 它 共 有 可 列 个 , 今 证 
ò= U C (a, G4) (4. 1) 


COL ai). APEA 
对 得 个 多 = (zh za 6s m0€0, HPPOO EGPE, VAES E 使 得 
Ol, e) CO. WAER a 5; 使 得 


d Eb 十 二 
n n 


Abo AA xEC (02), (5) CO (n, ) CO， 这 时 EC (a, (b 
E00， 因 此 (4.1) 成 立 ， 由 于 CC, GQ)€ Ry 而 且 Ó X 9s, 
所 以 OES (Ro). 

FURE 中 开 集 全 体 所 成 的 集 类 , 那 末 SUD) CS (OR, SE 
E . 


Cad, O1) f] Go s no act te E, 


fm-l 
i=l, 2,7, n) 
EXCDARBÁSDÜDTJPÉ KMR, 4 REFS) Aik, RE 
S (U), 所 以 SC(U) =S (R) (RA 8( 了 9) 是 代数 及 SU) =S Ro 
可 得 )}. 同样 可 证 闭 集 的 金 体 所 张 成 的 "- 环 也是 SCRo)， 证 毕 ， 
7. 赋 范 线性 空间 中 的 商 空间 £2 中 , 我 们 介绍 了 线性 空间 
的 商 空间 概念 ， 现 在 利用 度量 空间 中 闲 集 概念 来 讨论 峰 范 线性 空 
间 中 的 商 空间 . B 
IUE ARS PEZ I] RIEGO AMET EH, Maka 
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R/E. 347 £CRIE, 全 
jz -infigl 


4B Ear) = larl, 1250. AnJR 9| —0, ZA; Er, deii ly. 
—0, f z, - y, — 5€ E, BF E AE PARE, 所 以 z —limz, EE, Elle =e 
-0. wif 
HE 十 | 者 十 上 人 
Bi LR TED AE LAE EE 及 ane y, 使 得 
ya "SN 

le, cr s poscit 

TAD, z,-- 4,02 7 9. 从 而 
I-- yc reb c9 3e E e 


^racofi fs Ee rg] c1] 十 11, 于 是 RE IE Io eR TET A, 
4 fex TE CARTES HA, TEAR R/E 中 都 是 如 上 地 引信 范 数 
〈 这 个 范 数 称 为 原来 范 数 的 诱导 (出 的 ) 范 数 ), 使 R/E 成 为 赋 范 线 
性 空间 ， 

例如 , N E 只 WATE, $ E-IFIJEL'(GO, B, i, 04 
X55 训 时 J(z) 二 0), ÀIGK E X L^ (CO, B, i) 中 的 闭 线性 子 空间 , mH. 
2j f, g€1* CO, B, n Ww, f -9€E my E AF A f dug 在 点 上 儿 乎 

I7] -infig fl, 
FE 

—f(x) x€N 
0 zcN 


+ 


我 们 取 ico 


AR gC E, mii B. 
fee ( E. firda y 
18 23 -— 27 ilii 3 55 BE HU] 
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Li>( Irina y 


Ins ([ irren - 


因此 , RRE uL L* CO, u) /E-—L* CN, p Bar: 

JEL (Q, p) / Ei fiu 
其 中 fisdEfdEN ERR, WK u ERRET Eh — Ri 
Rik AE L'D,B, 2/Et5 L'(N, B, DRAR. 


所 以 


J3 NH 
I、 设 吾 是 麻 量 空间 中 的 阔 集 , 证明 必 有 一 列 开 集 Di De .Ce eer 


CE i: A OQ, -- B. 
n=l 


2. REFERERTE Hia, a0. 证明 
OCF, a) — Iz| p(z, F) <a} 
EFR. Hr] els PF) o] E S IAE Y 
8. jx BC- Ea, b], üE I HE dE ET 8] C[ o, b] 9E 
{r| 38 HERH zit) x0) ` 
E Cla 所 中 的 闭 舍 , 而 
Íz|*4 t£€B Bj |xtt)] «aj. fa>0} 
为 开 集 的 充 要 条 件 赵 : BAHE. 
4. VELAue La EAE HE EE D o — AK, E 


(fla y e 


ar 可 下 对 
XU. 对 子 侍 何 有 限 个 集 Au, Am A 
(AU AU UAD ALUAS Ue UAR 
5. EHEM: A DARPERIR AA ^C 
6 S VETERE ETEBREITOIOUOSORS EE P PIENE 
是 1«|2 F2 但 argz 是 有 理 数 ， 求 出 4 的 打包、 核 . 境界 和 所 育 的 外 点 . 


3 LI . E 


7. VEA E RERETS IR] Eh CE 证 明 : KGD - R— (GIA, 

8. BER PETH hT N pE, F)LI-—0. GER Gi A H 
* NH OXRGaEI ERK F. 

9. ATERS R ER piai E LEXAN (wm)， 如 果 对 于 RR EE 


E 


fi 
Hm Sup TD EF ira) 


PFE r, 是 上 学 连续 的 ， 试 证 当 fGNEE Efty ESEGEBEESEECOID f YE 
E RER IDET EEEE. SERE FERE ea, 集 
Eif(z)zoa) = {a| f Gr) za 
ARES Mz 
10. 证 明子 空间 的 联络 集 必 为 金 空 间 的 联络 集 ， 其 道真 否 ? 
11 VERALEESEESI. 44 是 总 申 的 点 集 ， 如 时 对 于 由 中 的 刁 何 两 点 zr. 
jq. 在 4 的 联络 子 集 包 含 这 两 点 . SIC AHEAD EXE. 
12. 设 如 是 赋 范 线性 空间 五 的 线性 子 空间 , 在 R/E E, 令 
8G) =inf iyl 


JEH pot ROSE ERER CERESO, Hp ids p —0 ffs 2 tE. 
13. MF ERES IRILE LIII, 2EF, pE BETE yoEF, 使 得 


Pixo, gi) =O (y, FY 
AA 


14. HB gn fan tga EE UE ERI En ititX Xx ER im 
JUGE AL AS eL AV BERTI 


Li 


k-57 ug licintje- Soil 


1-1 i=l 


Fp incon ua. EEEn TR. BII R zo = Shug: 为 + 在 子 空间 panig 


¥=1 
gw) ERRARE (这 种 最 侍 通 近 和 的 在 在 性 可 见 本 帝 $9 习题 10, 
证 明 ， 在 五 是 严格 赋 范 时 , 对 于 zx 的 最 佳 过 还 是 唯一 的 。 
15. MER GEAR EE EE, E 总 用 线性 子 空间 , 仿 本 节 第 小 和 EU 
RI E p noo sta 
16. C 是 欧 玫 里 得 空间 盏 上 单位 国 周 ，C={fesl0<as2ny， 称 入 
yeiUlocec-fízimy COGPSAS 证明， 人 JEA U LEA- i, 
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OC EE RE 
GD C REE GER USDICTUUR S AAEREN ERU Ro. 闪电 这 
17. B7 dem n HElk JL ELA Z F" 上 Borel 集 类 , OEB*， 称 集 类 Bn C 
3) 0 L Borel 集 类 :实际 上 就 是 CC 中 一 切 Borel rE ei), S COS Etp d 
AAA, iB GA C HOT AUC HE CO ZEE RERAMA. 证明 E* OC (0G), 
18. CAEP LARREAN., TRO, 2x1—C MRH, Tire, E 
B* NO=T(BN (0, 220) 


$5 FERRA 


L RRRA EE 7147: E, 在 度量 空间 中 可 
以 引信 映 照 的 连续 性 的 概念 ， 

在 数学 分 析 中 , 函数 的 连续 竹 是 适 样 定义 的 : 设 广 是 区 间 [a， 
b] 上 的 函数 ，zoEfa, 5]， 如 果 对 任何 正 数 e， 有 正 数 65， 使 得 当 
Iz —2,| «ó h, IFT) — fo) | e, 那 末 就 称 了 在 zo 点 连续 ， 如 果 
政 用 环境 的 语言 来 叙述 ， 这 就 是 说 ， 对 干 Pn) 的 任何 -环境 
OCf Gi, 8) - Cf Gro) — e, FG) +e), HA zo 的 一 个 8- 环境 O(xe, 

二 (20 一 B, x +8), BE RIS 260 (zo, 四 时 f(2)€0(f Cr), e), 就 称 

f 在 z 古 连续 的 .这 个 概念 可 以 推广 到 一 般 度 量 空间 ， 而 且 环 境 
也 不 一 定 用 O Gr, 8 的 形式 , 可 改 用 一 般 的 环境 . 

定义 WE RGDEGRROGERESUS, f RACOR BE PARR Ce 
射 )， 设 zeE4， 假 如 对 了 于 (x0) 的 任何 环境 OC(f (x0)) (C RO, BA 
za 在 如 中 的 一 个 环境 O2), 使 得 OCz0) 140 COE Ge) (就 是 
WS EOCGO 1A 时 ， KEO G9). SRR f Ej v. 是 
xai. M 

Bin | f de A dog — S Apa P, 就 称 fJ A Eos RR FA 
特别 地 ， 当 象 空间 天 是 实数 直线 EP 或 复数 平面 时 ， 称 f) 为 连 
ETEA 
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AUT R4ecrochukBS, BIERA. Dim fk oo 
照 时 , JURE HUI f Gro, go) 的 环境 O Cf Go, 960) (CE AO, 4 tn o 
的 环 弹 O G0, O (Gr), 使 得 
FO NA, O) NB)COU (ro, yo)) 
Kop 4, BUS, OUTRE LR, II 在 点 (ze, go) 连续 ， 类 位 也 
HERRAR. EBD ABMS T ETC 
定理 1 jtf LERE ROTE AERAN K pR, 
Sox pu -j S e. 
(D 映照 fz) 在 点 x RRR 
(D 对 于 fGoOfBtE— e- OC Gi), 6), UA a, TER HH 
5- 环 境 使 得 (OG, 8) NA) CO CF Gr), £). 
(3) 3T A f£ — AKAT zo f Gn), 成 立 着 Á 
limf (25) zm) 


证 从 (1) 推 (2): 设 了 在 xzos4 处 连续 ,， 那 未 由 连续 的 定义 ， 
对 于 了 (xo) 的 6- 环境 OCf (x0, E), . 必 有 zo 的 环境 OO(zo)， 使 得 
f(O(z0 40 COC(ÉGQ, 6, HA x9 E Or EO VAI pk, DUET IE SC, 
使 开 球 OG, OTOC). AE f(O Coo, 0) 1A) Cf COGO (14) C 
Olfa, e). ARE. 

JGHE(3); VEBOR fF YEA xz0 适 合 条 件 (2. HEX.) CA. 
ra >to 必 有 自然 数 克 使 得 当 aZ INTE p Ges, c) «0, 根据 (2), 所 以 
此 时 f EOL G9, e), HEP ac N 时 有 

p Gu), fao) ) «e 
即 得 (3)》， 

从 (35) 推 41)， HUE. BERR ffe aue A 适合 条 件 (3)， 而 
了 在 im 点 不 连续 ， 那 未 必 有 ffzo) 的 环境 OCf G0), 使 得 对 于 zo 的 
任何 环境 Otro), FOGA md) 不 全 包含 在 环境 OCF Co) rb, fg 
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Ub, RFE Ofr, EYE 2EO(z0, E)NA, F(z) EOC tao). 


因此 z,€A, Plam 29) «2, 但 是 由 于 条 件 (3) E fi PG) 


《由 收 敏 的 定义 )， 固 此 对 f Gg) BGSRIE OO (f (00, LERN E 
aN SEA EO G a) 这 是 矛盾 . 所 以 及 zx) 在 zo PAARE SR. 证 毕 . 
显然 ， 召 中 的 孤立 点 是 任何 映照 的 连续 点 。 又 例如 峙 范 线 性 

空间 吾 中 的 下 面 两 个 映照 

x 一 >ox (xd 

(z, y) >r ty 
《这 也 就 是 线性 运算 } 是 连续 映照 《其 中 第 二 个 映照 是 二 元 连续 映 
H). 

定理 2 设 R, K EERI KE fIR-K. MEKRR JHE 
BOXES TW dePbGR. SAAK pi E — JF JE H h E R G = 
(z|f(z)€H) 《常常 记 为 £o 0D. REES OB) EPRI 
L3 

证 设 f 是 五 草包 的 连续 映 昭 ， 任 取 下 中 的 开 集 五 Xi 
fCGD 是 空 集 , 那 末 它 自然 是 弄 集 ， 和 如 果 忆 = 六:10H) 椒 是 空 集 , 任 
取 一 点 zcG, IR qo — FG EH, HERE 加 的 一 个 环 暗 , h f ose 
续 性 , 在 下 中 必 有 加 的 一 个 环境 OG, 它 的 象 了 (OCz0)) 忆 及， 因 
dE, O (24) CG, 所 以 to E GWAA, 国 此 好 是 吾 中 的 开 集 . 

反 过 来 , 假如 任何 开 集 EH CAE 关于 了 的 原 象 G 是 开 集 ， 那 末 ， 
Rep Hae Hd FG) 一 加 的 尾 一 环境 OCf(z0)) 的 原 象 吕 也 是 
开 集 ， 显 然 VEU, CU TER HRE, FE (VU) CO Q Gr). 
从 而 f(x) 在 zo 处 是 连续 的 ， 证 毕 ， 

定 发 ” 当 一 个 映照 至 把 定义 域 名 (B) 中 的 每 个 开 集 映照 成 值 
Jk SE (D) 中 的 开 集 时 , IB EAR, 

因此 , 由 定理 2 u 可 以 得 到 江 贞 照 与 迷 续 唉 照 的 关系 如 下 : 


$5 fsm By 


LEE SEE DIUEESETSLETTOERE SE TI 
We RE ffo s WE dfc Hb e [T 成 为 开 映照， 

"m 2 rp padn SR EL e 115, 

X2 GA JRSUAXTM. ERAK pR, IR [ofr 
R ELSJE RIE E deo a] K pE UE F ORRI OER 
PRIE. 

定 久 JE 3 CAE SES PES CA SES B E 
的 一 一 对 应 , JEHL f DL "E BU SERA. f^ dq se Bolo, 那 未 称 了 是 
ARB PAIMAN, AHER PEERS DEI 

EANA RME em Ra CERO, RE f.f RE 
Af, 由 定理 2 可 知 , 不 仅 县 .之 阐 点 可 以 一 一 对 应 , 而 且 尼 .站 中 开 
集 侈 体 之 闻 岂 一 一 对 应 , 即 及 ,下 中 所 有 邻 域 之 闻 也 是 一 -对 应 的 . 
然而 当 我 们 只 讨论 连续 性 叶 ， 由 于 过 续 性 的 概念 只 依 囊 十 邻 域 的 
购 售 ， 因 此 在 只 讨论 仅 与 连续 往 有 关 问 题 时 ， 我 们 可 以 把 本 个 拓 
扑 同 构 的 空间 看 成 是 一 个 、 拓 提问 构 是 拓扑 空间 理论 中 很 重要 的 
iA. 

DINERS ANBEAN 12 CUN 由 上 述 定理 2 过 知 ， 
和 4 到 瑟 上 的 一 一 对 应 了 不 为 拓扑 喘 照 的 充 要 条 件 是 4 中 任何 开 
( 闭 ) 集 的 象 是 8 中 的 开 ( 闲 ) 集 ， 并 且 互 中 的 开 { 闭 ) 集 必 是 4 中 某 
—3F GED RR, 

2、 闭 映照 

(这 一 段 在 初学 时 可 以 暂时 不 读 , 待 到 读 第 五 章 闭 图 象 定理 时 
FEHR. AENDA ENER TARA E 
BU AE $ PER N ENTER. OO 

S305 BR EE] KO MEA TAE ERER, XAY Js 
两 个 集 ,了 EE) CX)NDY BÜRRECEYO, BENE HY dg 
RPR X Y= (Gc pDizCX, CY Ae X x Y 的 子 集 


60 第 四 章 ” 诬 基 空 间 
GT) = (Cz, Tz) | i£ (7)) 

ARRAT HAR. SIAI ERRER, TERRORN 
Fh 这 里 的 图 象 就 是 通常 的 国 数 图 象 . 

特别 当 ( 攻 ,pp 是 两 个 度量 空间 时 我 们 可 以 自然 地 在 
XXY 上 引进 距离 如 下 

oC, 92, Ga, 8) =V pGn, Le) + pls go 

X FERRI REIR REHREIELOX XY, p) WEC, Ph O, 9) ag 
E on di m E B Bc JL HR HZH, SEE CX x Y, 9) d m m RL 
Bs HI. 

XX RO, Pph O, p) 是 两 个 度量 空间 , T JD (TC X) 
了 中 的 算 子 , UR T oH RI 

GT) ={ (x, Te) la€ DP)} 

JÉSEBUER GIRIOX xY, o 中 的 闭 集 ， 那 末 称 荆 恢 闭 算 子 或 是 闲 
Wm. 

引 理 1 RA, p), CY, po 起 两 个 度量 空间 , TE ACX H 
了 中 的 算 子 ， 那 未 下 成 为 闲 算 子 的 充 要 条 件 是 对 仔 何 点 列 {x CE 
(T), Bro Tz, > c4 22 (D), mH go =T £o 

证 条 件 的 必要 性: 如 果 字 是 闭 算 天 ， 那 末 当 (2 C90», 
zz, 26, Ta, y. W], BEER (Cru, Tx, CG CP), da EL TER HE BI HI 
(X x Y, p) i, En T72,) (x, go 四 于 假设 GOD) RE HR. MA 
(zo, yi) EET), 这 就 是 nEZ(T), yo — T2. 

反 过 来 ， 训 果 条 件 请 足 ， 任 取 (so Ta) C GOD, mE 
(ts, Tz.) (9, go), BUR LER (04) CA), xa xo, Tx. 由 条 
Hxc y —Tr,o RR Gn, y))€ GC). REG 中 每 个 
Wc ic ps FILS ARR E G (OP) 中 ,所 以 G(T) 是 闭 集 ， 证 毕 . 

D BAG aT, AETH Y, o0 hZ odia, (gRIT 

为 了 简 货 都 形式 地 写成 一 个 p, 这 中 应 该 注意 的 . 


$5 ERIRE 8l 
XA 2 I (8 JE EE A PE E (e HAARAF 203 — 1 ED X. 
E'EGELAIBE SUE MESES L3 IE SG E E 
引 理 2 EX MEAE BITE ES AT RAT. 
证 X, 03, (Y, p) 是 两 个 度量 宣 阅 , T 是 纪 (T)CX 到 YY 
中 的 连续 算 子 , AARE, MRH GC EOD, guo za, Tx 
ij, BÆT) mS] TERRI CAT), KAA T EHEH, Ya 
= lim Txn -一 了 xo， 和 根据 引 理 1, 了 起 著 算 子 . 


一 般 说 米 半 算 子 不 一 定 是 壕 续 算 子 ， 

例 1 我 们 考察 度量 空间 Cia，58] 的 一 个 子 集 多 ={x|xE 
CLa, 6], r XEER APERTO. RIE 更 一 [wa 四 的 求 导 算 子 了 如 
(du Marec 


Tol) a) 
AE cC, ME ta >zo ots 一 名， 这 就 是 说 tz,} 在 了 ,5 上 一 


SokaCP En, iB | 党 站 在 [a 了] 上 也 一 致 收 级 ， 根 刀 数 学 分 
DEPRE, MIRES re 也 是 可 以 求 导 的 ， 而 且 求 导 和 极限 


x DA SR, HD 

qi CO m limp) ng) 
RRR, n€E, 加 :zzo， 所 以 2 是 闭 的 ， 反 我 们 这 里 的 观点 来 
看 ,刚才 引用 的 数学 分 析 中 的 这 个 定理 实际 二 就 是 等 价 于 “Cfe, b] 
ERRATEA.” BA TRE ECT) CCa, b] 的 连续 算 


子 ， 因 此 辣 算 子 不 一 定 违 续 ， 
在 第 五 章 $ 3 中 我 们 将 讨论 附 算 子 何 时 成 为 连续 算 子 ， 
利用 算 了 的 图 象 研究 一 些 “ 不 这 续 ? 的 算 子 是 von Neumann 


$0 O OPOR BR —— 0000 
BAED- HTAA UOERDRBHEPSECT. PAAP PA 
算 子 这 论 得 比 较 多 的 是 线性 闲 算 车 埋 论 ， 在 例 1 我 们 看 到 的 微分 
算 子 不 是 连续 算 上 而 仅 是 闲 算 子 ， 共 实 ， 弄 一 般 地 ， 在 微分 方程 
理论 中 所 出 现 的 线性 微分 算 子 ， 绝 天 部 分 在 常见 的 度量 空间 上 容 
易 验 证 它 是 闭 算 子 ， 这 就 是 我 们 要 讨论 闲 算 子 的 理由 之 一 ， 

3， 连 续 曲 线 | 

EX Wy—fG)EDiLe 区 到 许 县 空间 吾 的 一 个 连续 映 
照 ， 那 未 称 gy— f(z) 为 五 中 的 连续 曲线 ， 也 称 点 集 Fa, DER 
中 的 连续 曲线 . 

例如 设 至 是 欧 几 里 禄 平面 ES pC), pE Ea, 5] Eit Sk ER 
数 , 由 方程 


r—q(t),y-wy() (Caxtsb) 

s Gr, y) = z(1) = (QoCU), e CCO Prio RS La, 的 到 E^ pir E, ak 
是 平面 上 的 连续 基线 . 

定理 3 设 召 是 度量 空间 召 中 的 联络 点 集 , 了 是 吾 上 的 连续 上 映 
照 , 32K B i588. AB) 也 是 联络 点 集 . 

证 HREH. mR 4= 了 (4B) 不 是 联络 的 ， 那 来 必 有 非 空 的 
不 相交 的 闭 集 A4. 使 得 4=41 4;, HEA Hu, TTADA 
f XA 都 是 闭 集 , 两 者 都 不 是 空 集 而 且 不 相交 , BIRB =f ADU 
f (4.)， 这 样 一 米 ，B 就 不 是 联络 的 了 .这 是 逢 掉 .所 以 4 是 联 
络 的 . 证 毕 . 

因为 区 间 La, OER pex, 所 以 由 定理 3 就 得 到 

X» 连续 曲线 是 联络 点 集 . 

3&2 如 时 对 于 度量 空间 R 的 任意 两 点 r, y 必 有 连续 曲线 通 
HENG zy 属于 某 一 连续 曲线 ), 则 R 必 是 联络 的 . 

容易 证 明 , 欧 儿 里 得 空间 E" 中 的 开 集 4 成 为 区 域 的 充 要 条 件 
是 4 中 任意 两 点 必 有 万 中 的 连续 曲线 通过 它们 .通常 在 复 变 函数 


E E51 n3 


论 载 三 中 所 合用 的 半 面 上 区 域 的 概念 正 是 这 样 定 闵 的 ， 


习 题 
) dp RBISRRISUISUEWEU.RXB 为 形 如 
(z, yi. g, yER 
fro RLA E ARR EE HER DA Me S 
alr, p Ha Gy )-—(azc-a'zhuaycteaua) 
H gm S03 2 lje 
ERAB wik Eg i, EN RXR $4 Rue n, y) my EEEN, 
2. Wb RJENEÓRIEZSL 在 RODR LAAR anaa, X dE RR 
I WEEL TE Sx Id dh: 
ir, 的 | = max Gill, lly , 
HS ERR PRL GU, ||- || 3.0: gear 
Fele, y) -—-y) 
WERH f E FMHEIE, 
3 R ERWIES H. ERAR EWEURIBI2 hisp TS T1 
l FÆRA [p p AEX E, hido Er 


Doa rian y), uc) X) 


M n maz-cby y meri dy CER ( S D dpt. EN f EEA, 
4. WR USB. R bi 
(a, 2), rCH. a X 
HEE 6. 按照 线性 运算 及 范 数 
Àla, D +u D = Clau, Ax- puy) 
lite, 2) ||: el + fel 
ERRAR, (pud R 到 号 的 映照 ta m) ha or 是 连续 的 . 
5, ECKE, e, (P, o), CZ. p) ZI EG Hl BI, 了 是 (下 0) CY, po fg Hee 


FR, gie CY, p) 70 CZ, oM pie PEE B, EHEg (DO XE CX, 0) (CZ, o0 Bie Hen 
6. RETER, AE cuoc. f X Ad kR, Qno. 为 


生 的 孤立 点 , JEK ro 是 子 的 连续 点 . 
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7. KILED 有 ppi A LOS IER ACRES EE AR PEE A iE XR 
HARG A PEER EROR SET T 

8， 设 下 是 度量 空间 , AERD PEII f EALAR. 证 明 玫 成 为 
连续 奢 数 的 充 要 条 和 件 是 对 每 个 实数 4 E ACÉ Gn sco) 与 集 AC GO zo) 是 子 
空间 A h AHE, . 

9. E EER KANS Ae EE EE dip RE Gi. fa) 
séla, b] E* EHE, 

10. 举例 说 明 在 一 般 诬 且 空 间 中 ; BI Qe E 323: P3 BE frg PE Rc puo 08 s 
js. 

11 WEG, G, E HERE] RB TR EB. 

tc cim, piu) 


ERGA E EERE f. 使 得 oen f «c1, 而 且 


0, «EG, 
fee 2€G, 
$6 稠密 性 


1，、 稠 密 性 的 概念 ”第 一 章 里 我 们 已 经 讨论 过 欧 几 里 得 空间 
中 点 集 的 稠密 性 概念 , 不 难 把 它 拓 广 天 一 般 度 量 空间 的 点 集 , 并 县 
成 为 度量 空间 (特别 是 赋 范 线性 空间 ) 理 论 中 重要 概念 之 一 , 

EX 设 是 度量 空间 ，4 及 五 是 五 中 的 点 集 ， 如 果 忆 中 任 
何 一 点 的 任何 环境 中 都 含有 和 集 4 中 的 点 ， 就 称 4 在 至 中 稳 密 ， 

显然 , 从 § 4 引 理 3 立即 得 到 下 述 的 l 

定理 1 G) 4 在 如 中 稠密 的 充 蔓 条 件 是 ADE. 

GD 4 在 如 中 稳 密 的 充 要 条 件 是 对 任 一 EE, O8 4 中 的 点 到 
Íz,), t, N00). 

由 定理 1 的 (让 看 出 , FE CEU XXE BS HER: 当 我 们 考 罕 
RAREGEERROGIADEREURM. RAKTAR RIARTE 
MARS, FUSRUSIBURGEEHIE NRA E RE, 

定理 2 设 忆 是 度量 空间 ，4,B MOER ESE, mB 


$6 HRE 65 
在 4 中 稠密 , € de B bius, o C qc A PAA, 

UE dogB 14600, 8415 BDA, 02D, 但 站 是 包含 站 的 最 
MSIE, ESO Acier il fL rti B, 所 以 COS B, Bie CDA, HC de 
Apud; HERE. 

在 数学 分 析 中 已 经 证 明了 Weierstrass 的 逼近 定理 〈 和 参看 [9] 
或 [10]), 就 是 说 对 区 间 [a, 53 EREE — AXE ER Ft f (n), 必 存 在 
一 列 多 项 式 PCz) 在 Te， 的 上 均匀 收 伍 于 FE) PASAKA 
体 所 成 的 线性 空间 , 我 们 把 它 看 成 度量 空间 Ca, 5 的 子 集 ， 那 末 
上 述 Weierstrass zz BB of FH BE SE ss [n] RA PEE AEN, 

定理 3 PE Cla, bl ERREG. 

定理 4 Eke GNE, LACE, s) POARTA 
BCE) J£ L'E, u) (o2 2271) B ili T- fe. 

证 设 ADELE, n), 对 每 个 自然 数 n WAA 

f(x) 'fir)xa 
f KOES 
那 未 f(z) 是 五? CE, 1) 中 的 有 界 可 测 函 数 , HL 


[ise | an^ Ho] an 


H PIELE, n), FEES SES E, SHEETS 620, UR. 070, 
使 得 当 eC E, e C) «o 时 成 立 着 


| Dan<e 


ECÍnm 


因为 
SPICE PES! 


PE IF 


WORRN 
BAR IERMEN, R a7 NIB GE CI f 1 0) <ð, 因而 


U.-fis- (1 n 


Xil 
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所 以 吾 上 的 有 界 可 测 函 数 全 体 BUD TE L CE, à) | Bj? EHE, 

EHS HTAR NIE HWE E, spa 时 ， 
L* (E) dii fi IESER See fk L” G PARER. 

证 RUILUE mCE)« RENC REAR). dd L'E) 
rpota EA t8 o4 DS 25M, 由 定理 2 各 定理 4 可知; REN, iX 
L? (D) Bub, M 在 BOYBODJAE E. kE fed OUR ce IO cp Bg, 

任 取 JEBE), IIG ESLK, 2C E. BEER, 只 要 证 明 : 对 任何 
正 数 e, 必 存 在 形 中 的 点 9 使 得 8ECU e). ES E, 对 任何 s 守 0， 


BREA TERS =( 3 和 ) , 存在 石上 的 连续 函数 9(z), 使 得 


E E =E Ago) AE 

mo) cà 
Ai IO SEK. WR E A ES, S290 8 ME £X 4E 
max (min (g(x), K), -KR T. Të 


MOR 


=| IAD] rco -ecoltae 


由 于 在 一 BL 上, f(x) g(1), 所 以 上 式 右边 第 二 个 积分 是 零 ， 而 
第 一 个 积分 显然 不 超过 (K mE ce, P hf gle Hf 
(人 中 有 好 的 点 9， 因 此 由 定义 , M 在 吾 中 稠密 ， 证 毕 . 

X 设 [a, b]ESRIXEL pli, Hk PC b]ME LCa, 
5 ng. 

2. THAR 设 站 是 度 重 空间 , 4 是 吾 中 的 子 集 ， 如 果 存 在 
有 限 集 或 可 列 集 {ri}C OR 在 4 EE, WALETA A 
析 点 案 ， 形 象 地 说 ， 是 可 以 用 最 多 可 列 个 点 子 就 能 被 近似 Rif 
ROR, MERE, MRTA A-E {gs} 可 以 不 是 4 中 
的 点 ,但 我 们 能 做 到 : 如 上 果 4 是 可 析 集 ， RGR Ap 
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的 有 限 个 就 可 到 个 点 在 ACRES. dc BS HPR Go fe Aj 


TAE ES PET * AD O(s.. Lyr, trato 


n 


LEM indt Ao(ss, Lya, REUS, En, 4 中 的 这 些 点 x 


n 

k,n—1,2, -- H9 7e Pec A h RE, 

3428 [8] Rs E 9T e P E GER RET res 8j. 

在 数学 的 -一些 分 支 , hp or; RS.MEXEYE. AKARA fx 
学 物理 和 量子 物理 学 中 最 常见 到 的 一 些 度量 空 闻 往 往 是 也 方 可 积 
HAZA EARRAN 解析 函数 空间 等 每 ， 它 们 都 常常 是 在 给 
定 的 距离 下 上 成 为 可 析 空 间 . 

由 于 可 析 空 间 有 在 其 中 釉 密 的 可 铭 集 , 研究 起 来 就 比较 容易 . 
当 我 们 讨论 有 关 这 类 空间 的 茶 些 向 题 时 ， 往 往 可 以 从 空间 中 挑 远 
肉 对 那个 问题 最 适宜 的 一 个 可 列 的 稠密 集 ， 在 这 个 稠密 集 上 来 进 
行 卷 赛 ， 然 后 再 利用 稠密 性 推广 到 整个 空间 上 去 例如 在 第 五 剖 
82 中 研究 可 析 空 间 上 连续 线性 证 的 的 表示 式 时 , ate SURE 
B5 9325 SR, 26 EX £X EL ERE TEX T0 85 58 [B9 on, 然后 再 得 到 人 金 空 
fe] EfXxzx. Xm, TEIR PERS e yra EAE a e DEM 
种 维 数 的 概念 , 使 它 成 为 可 列 维 的 , 只 可 以 用 线性 可 析 空 间 忠 一 列 
有 限 维 的 子 空 闻 过 近 原 来 的 可 析 襟 间 ， 这 显然 对 所 讨论 的 问题 有 
不 峭 好 处 , 俩 刘 在 第 六 党 中 我 们 将 能 看 到 这 一 虚 ， 

$j1 n 维 欧 儿 里 得 室 间 E" nd suf EE ea a. Bjj» 
坐标 为 有 理 数 的 点 党 体 是 可 列 集 , 并 且 在 E" 中 稠密 . 

例 2 ispao ZA 如 ADDS. AAN y= iy, 
Fat Yas D e RE Hh Yn ts Ya TE RR HS e PELA JE RT SUAE. 
它 在 P pE. OX b, fH r= (x2) EXCITA HM rCA. HT 
Biel <o, aHERÉS ES, def mU T a< (2). 
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再 取 有 理 数 s, os ps ERST I cd). We 4 中 的 点 


g — {Yn go O e F a OPER fy elaca, BI yE, e) NA, 所 
以 xA. JEEE, 

883 Cia, b] 和 LCa, b](oo 71) 是 可 本 空间 。 因 为 对 任 
意 的 多 项 式 POR), 总 有 以 有 理 数 为 系数 的 多 项 式 FX) 适合 

|P—2] —maxi P(z) —9(2)| <e 
由 定理 3 和 定理 5 的 系 就 知道 所 述 为 真 . 
B LE 有 界 数 列 全 体 组 成 的 空间 }* 是 不 可 村 的 . 

证 DU ED (n). X21 二 0 或 1 的 点 , 其 例 体 记 为 不 , WEER 
可 列 集 ( 见 第 一 章 32 定理 12), 对 于 五 中 任意 的 相 蜡 两 点 #4.#， 必 
有 o. 3) 1, 即 太 中 有 一 个 不 可 到 的 集 天 ， 共 中 每 两 点 之 间 的 
距离 都 是 1 如 果 L7 是 可 析 的 , SES WEINE C) TE UT 中 稠密 , 空 


间 07 中 以 正中 点 为 中 心 , 3 为 半径 的 每 一 球 内 至 少 有 一 个 ge， B 
为 这 种 球 有 不 可 列 个 , 但 是 {8,} 中 只 有 可 列 个 点 , 所 以 至 少 有 一 个 
y.， 同 时 属于 两 个 不 同 的 球 , 例如 属于 O(z ,村 ) (xm ,于 ) 其 
dac am CK. HORE 

L= pP, a9 ) «p y, ) HOP, gu ) do 
这 是 矛盾 ， 所 以 空间 1 是 不 可 煌 的 。 证 毕 . 

3， 玻 归 集 ”和 实数 育 线 上 的 收 朗 集 一 样 , 可 以 在 度量 空间 中 
CIT 

定义 、 设 五 是 度量 空间 ，4 是 五 的 子 集 ， 如 果 4 不 在 R 的 任 
何 一 个 非 空 的 开 集 中 稠密 , W ARREN. 
最 然 ， 这 个 定义 中 的 非 空 开 集 可 以 换 成 半径 不 为 零 的 开 球 . 
我 们 用 Sla, p) RRM ol, a) <p), BK A e eR nal 


1,2 
8 
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R cp BR SERA IEEE] RR Sa, 0) Co220) 中 必 有 六 球 
S(b, v) (r0) £j ARX, 

事实 上 , 如 果 ARR, HR AAEH SK OQa, p) C5 (a, 0) 
中 稠密 ， 所 以 共有 DEO la, o) LA E 6 H3 e-SR Bi OC, e) (不妨 
设 OQ, e£) C SCa, p)) 使 得 Da e) fl ATE, Ht Ore, IER 
S (5, r) CCOCb, e) C.SCa, p), ilii FL SO, v) Ej ATR3E, 条 件 的 充分 
性 是 显然 的 ， 

在 度量 汪 间 中 的 点 后 44 如 果 能 表示 成 为 最 多 可 列 个 朴 船 集 
M,CG —1, 2, OBA, 就 称 4 是 第 一 类 型 的 集 . 度量 空间 中 的 不 是 
第 一 类 型 的 集 称 做 第 二 类 型 的 集 ， 第 一 、 二 类 型 集 又 分 别称 为 第 
= ZAE, 

Hi T LUCR m ARTEBKELAEIRDTPAEPEBHAE. MARLEYS 
闻 中 任 一 可 列 集 部 是 第 一 类 型 的 集 ， 至 于 第 二 类 型 的 集 我 们 将 在 
下 一 节 中 给 出 . 


3 E 


1. X fx) Do RE Y EB ERE, 但 在 一 有 限 匡 问 外 为 等 ， 称 Fo 是 具有 
有 者 支 集 的 ， 以 她们 (一 co co) 表示 直线 上 具有 有 界 支 集 的 有 界 可 陋 慎 秀全 
tE. J,(— o0, ORTAR EAA UL Sio Hr ES jd HR, OT (— 05, 00) 是 
直线 上 具有 有 界 支 集 的 连续 函数 全 体 .证明 B"'C—o0, 05), 0$ (— co, co) 
和 J.C— o0, o0) TE Lr(—00, 00). {o0 >p 衬 1) rh Bir, 但 都 不 在 了 (一 oo, eo) 
tHE. 
2. BEA ERE hE ap pyrr pro Ss DRR A T dB b ss, 
8. LHS, B. uo XE I E HA DA E Drie eo, 0) (1 p 00) 
EURER 
A REB ERO SEE ERE fir aD Er Án PAR (0; 全 平面 能 分 解 成 有 限 
dob AM TIAS ERARE G, (Co— (2, BOX, 000, (8 SH 
f, p YES 48 T, AE UE dC. Iik f. p Em ERT BB ER Si, 
Fii E89 LBS Sd (Edno5 J. BEWI:J TE LES (009921) h AEA, 
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BREL ESHAAN. 

5. WE Ca ARAR 2 x AES AA DE HE ERE LT CB ES 
HER, PREE elmar] 成 一 赋 范 窗 问 ， 证 明 三 角 多 前 式 全 体 
T. XE C, 中 秽 密 ， 

6. WEH: C,, 在 L5 [0, 2 (00 9 pz DHAR, 但 不 在 L 10, 22 UB RE, 

7. XR 名。 四 函数 规 为 [0,4r 土 连续 国 数 . 证 明 C, Æ LLO, 481 (9221) 
PRAF. 

8. C(— o0, co) Aai, co) 1 B i E ERE RO DE, 1E CC— 00, wk 
ME lze) lj sup z (1) J. ucB CC 一 co,eo) 是 赋 范 线 怪 空间 , 但 不 是 可 析 的 . 

9. C,(— 00, o0) zx ( — 00, 00) E 3E EE, A lim z(15 —0 的 BE ZG) 
的 全 体 ， BE fleca) | -supl e Co D. 证 明 Cai co, 02) JEU ER TETSIS], 3E 
BÉ nr ori. . 

10. Ó(-- co, ca) 表示 (一 co, oo) 上 连续 ,并且 lim st) 存在 的 函数 z(1) 
Bat BOE |l CO | supizC t]. 证 明 C(—co, co ICE HE PER IH), 并且 
是 可 析 的 . 

11. WEPAGXEGENRIX [8E Ca, b] (SE La, bD 上 上 有限 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 区 
f& 《在 [4, b] fj T. AARGPREGAU ETC le, aj]〉 上 取 常 数 的 胡 数 的 全 体 必 
在 Lr{(n, b], B, p OR L*(Ta, b], B, g). 上 稠密 ， 这 里 0079921, g 是 定义 在 
Borel 集 呈 上 的 勒 人 内 格 - 斯 带 阶 测度 . 

12. Of" (—«oo, oc) 表示 (— c0, 00) 上 具有 有 界 支 昔 的 无 限 次 可 秽 
前 数 全 停 ， 证 明 CoU (— co, co) 在 {o œ) (ooz2pz21) PAE ( 共 实 ， 
Ci" ( — œ, co) 也 在 Cot 一 co, co) (见习 题 9) 中 稠密 ) . 


$7 完备 性 
l. 完备 性 的 概念 ”研究 数列 极限 时 , 常常 应 用 Cauchy West 
条 件 、 现 在 把 这 一 贩 念 移植 工 放量 空间 . 
定义 ” 讽 ( 召 ,站 是 度量 空间 ，{zs} 是 如 中 的 点 到 ， 如果 对 于 
tE— 1E 3e, TEER IN (e), BE CET EL ER o, mN C2) 时 


8$7 完备 性 "1 
px, Za) E 
BR n.) E E rdi m 9, 或 称 为 Cauchy AA. 

和 实数 空间 一 样 , 有 下 列 命题 , 

引 理 1 (i》 席 量 空间 下 中 收 侵 点 列 必 是 基本 点 列 ，(ii) Wl 
{zs} 是 度量 空间 刁 中 基本 点 列 ， 如 果 {xs} 有 子 虐 列 {ws} 及 雍 于 号 
中 的 点 a, TER Cs) BAI BRETT, e. 

证 O 如 果 {zn} 收 化 于 s 那 末 由 

D Xo, m) S D (Ua, T) -FO (Eg, 的 
立即 可 知 {zs} 是 到 中 基本 点 列 ， 

Gi) 因为 tzs}j 是 基本 点 列 , 所 以 对 任何 020, A ARAN, 当 
a2, mz N jj, 

p rs En) <E 


XBDACT A Gs) KAF e, HAREN SN, M >N 时， 
pGa, 2) 之 如 ,由 此 可 知 , 当 n>N I, ER RN" RIA 
p Gr, T) & prs, Pa) H prs, 7) de E 


Bir. HAF a. ERE. 
PMTTNLUESSLETLSEERLESTTITIO 
EL 


pn, T) = 1r Tl, nr, 
来 规定 ， 显 然 (RR, D REG RU 而 有 再 数列 T Ly = 
2, …) Po 中 基本 点 列 ， 但 它 在 R 却 不 收 化 《根据 实数 理论 ， 
(1-72) 的 护腿 是 但 。 不 是 有 理 数 , 所以。 不 在 度量 空间 Ba 


H), 
EM  dAJEGSE]AgARTGCEGOUAMESE IORIEÉSB 
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(度量 ) 空 间 ， 完 备 赋 范 线性 空间 又 称 为 巴 阅 糠 (Barach) 空间 . 如 
RREKET 4 是 是 的 子 空间 ， 当 4 作为 府 量 空间 是 完备 的 ， 
JB f A JE R ffo sp e p n RT. 

EE. —^4 RBS EE S RI RT UU Sen) T TRI. 

API aE jan P T Me Je sed Tox (ne 任何 座 
d zs jenes e P a RIA AERE P. 

Bi ”一 长 离 敬 的 度量 空间 是 完备 的 . 事实 上 , 如 果 {z,} 是 基 
本 点 殉 ， 那 末 负 一 致 离 租 性 可 知 必 存在 站， 当 nN, r= 
mec mms B ifs) CRX T^ au, 从 而 塞 间 是 完备 的 ， 

例 2 # 维 欧 几 里 得 空间 E" 是 完备 的 . 

证 Ritm a= (T, ai), m=1, 2,…j} 是 如 中 的 一 个 
AA. 由 于 

iini (Bar cune 
| $—1 
xn max jeg — aj |, i=1, 2, e,n 

RAH 4) A E" 中 基本 点 列 时 , 从 上 式 左 边 的 不 等 式 立 即 得 到 对 


每 个 i AM EEEE WAA Cauchy kA, 它 有 极限 
sU. descri ee an), zE. HAli as (12, 


as, n), 因 而 对 任何 60, BAN, Ze NR a aie s 
(31, 2, ---, n), HEH mN H, 
len elev n max Ee dd «o 
这 就 是 说 {zw} 在 E* PEA F ro 从 而 E* 是 完备 的 ， 
在 数学 分 析 中 ， 我 们 知道 讨论 数列 的 收 仇 和 娃 论 级 数 收敛 旦 


千 价 的 ， 在 赋 范 线性 空间 中 也 有 类 伺 的 事实 ， 设 三 是 献 过 线性 空 
间 ， BEX, yp 1, 2, Ut án C (rd acx, 使 得 
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lim =0 


aF i 


E] 
sa 
r-l 


RIX b 68 0 Do, ct, HI a EUR o, A, 
显然 , EMRASH, 点 列 {zw} 收 合 的 充 雪 条 件 是 级 数 


E 


D Cnt DEX pge, IAL antti, fr 


limta =t 十 > Gs — si) 
"mes 


出 此 可 知 , 24 X 4E Banach % fah}, X 中 的 级 数 立 ,or lir Sk 8*9 3k XE 
RIEMER es HAN, H 209 m om N bp, 
| 5 a |<e 


下 一 下 小 1 


由 此 又 得 到 ; An/R S ie], SüokBanach 空间 中 的 级 数 


mo " p n n ^ 
7a, 收 全 (因为 } 91 ale S2 dad). 
*-1 Til »—H) 


2， 某 些 完备 空间 

$83 Cla, 5 是 一 个 Banach 空间 . 

证 ERR CCa 63 buic Bali Scl ju] 六 (2 在 [we, 51 E35 
句 收 谣 ， 而 在 数学 分 析 中 已 经 证 明 均匀 收 人 就 的 连续 函数 列 的 极限 
立 数 是 连续 的 , 因此 , 具 须 证 明 CLo, b] rnb diea jg Ufa HE, 5) 
上 的 均匀 收敛 函数 列 ， 设 {f(z)} 是 era 的 中 的 基本 点 列 ， 即 对 
HEPER e, 存在 N (02720, 使 得 当 m, mN (WE 

[fs — ful *sup| faz) fa(2)1 xe 
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从 而 对 于 任何 aC[a, b], RE a, mz N (e) BA 
OREORE 
由 数列 的 Cauchy iatt, (0) 在 Co, b] bicat HU 
f(x), BEERTA mo PAED BUSH E 
Ca, 5] Ei 5c Sc T f(x). 
$64 AGERE CLa bj oah) b, XE X. 
范 数 为 
Uh = [rona 


就 是 把 C[e, PV RE, La, bA T- 5 [8]. HK (C La, 5], 0-10 E 5E 
备 的 空间 ， 事 实 上 ， 由 $6 定理 5 Clo. bME LCa b) PRAE, X 
CLa, b]z-L[a,bl, Hit CCa, 5 不 可 能 完备 ， 我 们 也 可 以 直接 地 
作出 C[a, 6] di] - dE ARIES, 它 不 收 化 于 CLo, 并 中 任何 一 
点 : ER c,a-e-b, Anf 4. 5 EARS faa) 充分 大 ) 如 下 : 


IE 六 人 (z)JECre, 51, TRER, 在 [a, 81 上 每 一 点 %， foaOTMIESET- 
ER EE 


1, cearb 
rozho r-c 
—1, axx-ec 
显然 , FCr)€ La, 53, 通过 直接 计算 就 知道 
Ms fel « +20 (n, m>) 


BiU S dé 2s Bl COTa, 53. 0-10 rn Bu dc n, {fe O La, b], 
LI rb3foptE EC RARA gla, 的 使 得 上坟 9g]. 0. Wit 
Sb pg mS PF SOEBL SE EÉ- gb: dim]f,—9]o-0, BRA 
Fygi) BERBA, fx) 不 可 能 在 [a b] E JUPE RERESE-E 
[a, b] E.ftg— XE REB P, BrEL (CC [ a. b], E- TO o E 4 Pa £x 
TES RT. 

但 是 有 下 述 重 要 事实 ， 

定理 1 Aja LE, #4) (Pp 之 1) 蚌 完备 的 . 

AMEI: D, u) Gapa) E Banach 空间 . 

证 Xüblxp«o fti. 

设 {f,} 是 LAG, 4) 中 的 基本 点 列 , 因此 , 对 桩 何 o>0 


n(B(iF, omui if, 一 六 Ta y 


Et!fn Ím >e) 
fn 一 了 

HI Cf , 1 fs Je CR RE u -— 列 ， 由 第 — GR S2 的 定理 5， 必 有 
ULT Sb4bo E ATIFA Fn, I ERRAR H f, fa, fim), 
MRT R 81 n, (fa, 一 1 一 后 | (o. Ba H, 
XRG ERE h 基本 的 , 所以 对 任何 e>0, FEN, 4 n, mN 
fe, 

lfa fanle 
R m=r, MERE MAR Fatou 引 理 就 有 
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1 H 
e2linlf,, — f loc tin Ifa, ~fa ltu) 
1 
"imf its. fe ran 
»([ 18 fl ) (7. 1) 
AC. Dn fa JELE, a). LE, a) 是 线性 ELO DEA 
f—-G—f rf, EDP (E, i). (C. DERRY rN M, 
ff le (T. 2) 
WI LECE, PRERA Sa HARE LAC f, BB LACE, a) Jet 
WIE p= co 的 情况 ， 因 为 | 
If.= inf sup ICE) 
Z8 -o E 
iEn 3t $8 i93 —ohSEBHEIB, KERRE, 从 而 存在 
EZE, (Ha) = 6, ÆR 
Ifa 1. supi faM 
又 存在 Ena E, n(E,,,) = 0, 使 得 
Mf. —falesuplfzCt) —faC00)1 


id FE, -( Ü ze JU{ Ü s.) BA n CES — 0, 并 且 对 一 切 


n, m 1,2, *^, 
M. fub. o sup fal) 7 fat) > sup 15400) fa C11 


Elfa fanla (7.3) 
kmn€ —mSxmui s E—ECE-—E,.« BEA. EURA 
大 , BITORSERIL EB IE 一 fm1- 的 定义 所 得 ， 

如 果 {f.} 是 Ei- 的 藻 本 序列 (从 而 {1 了 ,有 上) 是 有 界 序列 ). A 
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(7. 3) 立 即 得 到 : | 
Ifa — ful. sup] fa CE) — fat) 0 (R, mco) 


If JEE EE, 上 接 一 至 收敛 是 基本 序列 ， 因 而 存在 E LARS 
(在 B。 上 补充 定义 为 0), 使 得 
sup C£) fat)1 0 (m->00) 


又 因为 sap Lf Ct) | sup £40) LM us 而 {1fs E) EE RE RS, 


MACD ET E -Es LA AR ER OF PU, Bii; f i£ £— 
EE) LAFA, I FELE, e), E 
fafa supifCt) fn(t) 20 (m2) 

定理 的 特殊 情况 是 ; 

mo 0(721) JE Banach 空间 . ` ， 

证 NAAR RAI, BENATA, JE B FIF 
ft d RE. A AFCB IH, aM) — MPIRA Hie hEN 时， 把 
EE RED x08) — x,, 那 未 D^ RRA 看 成 I?(N, B, k)， 由 定理 
1 就 知道 I 是 完 务 的 ， 证 毕 ， 

3 完备 空间 的 重要 性 质 ”在 完备 的 度 最 空间 中 成 立 着 闭 球 
dE BB, 它 类 似 于 直线 上 的 区 间 套 定理 , 证 明 方 法 也 是 相似 的 ， 

引 理 2 (AREE) WR ECRIRE E HL Zik sS, = 
(z] plr, r Se HE Rn) — S HRR: 

S DSD DSD 

如 朵 球 的 半径 ev 一 0， 则 必 有 唯一 的 点 xzE S S 


7-1 


证 ” 球 心 所 组 成 的 点 列 {z.} 是 基本 点 列 ， 这 是 因为 当 I 
时 , 由 ES aS, 得 刘 
p, x, me, (7. 4) 


7B. HHR EETA 


对 于 任 一 正 数 e, UN, GE? RN bh, ee, 于 是 当 u, vN ht 
p, m) E 
所 以 {z 是 基本 点 列 。 BerumdB RGE ZAR, MIKT E 
中 的 一 点 %。 青 在 (7, 四 中 令 a oo, 根据 距离 的 连续 性 得 到 
Pir, x SEn v—1,2,- 


BIzES, »=1,2, e. 因此 zxE 门 5,. 
yal 


O ARIA R ht AA yE 门 8。 那 末 
pn, x, )se, 
4 v— okl pCy, «) =limp (g, z,) -0, BrUL gc, HI ns 中 只 
有 一 点 ， 证 毕 . 
我 们 留意 , 如 果 引 理 中 条 件 e n0 不 满足 ， mx fs. 可 能 是 


空 的 . 
$45 考虑 站 的 子 空间 旦 , 它 是 由 所 有 形 如 
= fo, 0, +=, 0, n , 0, =t 
R 


(其 中 除 第 4 个 点 标 外 其 休 坐 标 为 零 ) 的 点 组 成 ， 于 是 当 sem B 
ps 2.) A (TY c( HY rg 
Eit RPRTÉGKGUAL AAA RRRA EER HERE SNT. k 
en =T, HE R ipfe IR 
S. — («|l p, En) en h R =], 2, Ut 
IE Sa BN RR Xa, Tuoi. ^tt" 所 以 DDD, 但 是 ， 通 集 
fi S, 是 空 集 . 
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其 实 , FREE AE GEEA AR AES, 即 有 如 下 相 
及 命题 . 
引 理 3. yr R RREZ, WEER AREER OH 
KER se. 
WE xix.) ApH, HpT s.) EXER BUE 


TE n, nacelny.mee, Mp n mim, D, 


~ 1 
far, Em) 7e 


fe R pfe — PERSE s( en e) E712, 28 VE S( zu... ger) 
时 , 由 于 
P rs, PEP Gras Ta, a? FP Eag g 5 


立即 知道 8( aao Lr) S (moh ed 2 


兄 一 方面 ，S (us dz) E ERIS (kt->co)， 因而 存在 唯一- 


2:4 
一 点 2E [| Shtuar) JE. (2, 2,900905), BD) 
k=l 


本 的 ,所 以 p (zx, zn) 一 0， 证 毕 . 

现在 我 们 来 证 明和 党 备 度量 空间 的 另 一 个 重要 性 质 , EI 

定理 2 (Baire) 完备 度量 空间 必 是 第 二 类 型 的 集 , 

证 ”我们 用 反 证 小， 设 呈 是 完备 的 度量 空间 ， 而且 是 第 一 类 
型 的 . 下 击 我 们 要 从 这 里 排出 矛盾 . 


设 及 = | M. JOohfpT HAREM, 都 是 朴 朗 集 ， 任 取 一 个 球 


Sia, D), WT M. ERBE, BAR hége HER Sa, o0 
CS€a, 1), $F Ela, pi) 中 不 含有 M, 的 点 ; 由 于 M, ET 
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H, BE Slan PYES, p) — ESI 0c p, c — lief 


S (as, 93) N Ms — £f, 如 此 可 以 选 得 一 套 非 空间 球 : 
Sía;, PODS (as, pi) S3 (a, 2 1 M, — e 


而 且 0<p, < 二 .由 引 理 2, 通 集 门 8(a,, oo) 中 存在 一 点 mo A 
为 Stan p.) M, 不 相交 ,所 以 ze 不 在 每 个 肛 。 Zh, =l, 2, 
因此 rE | Mi, 但 是 | M. R. x 是 矛盾 ， 所 以 下 不 是 第 一 


+=] 
类 型 有 的， 证 毕 . 

把 闭 区 间 C0, 1] 看 作 完 备 空 间 E" 的 闲 子 集 是 一 完备 子 空间 . 
利用 Baire 定理 可 以 给 彤 区间 [0，1] 是 不 可 列 集 的 男 一 个 证 明 . 
因为 每 个 单元 素 集 (0) 显然 是 [0.1] Bev S. drT 10, 1]= 
U iz. 因为 [0, 1 是 完 务 空间 , 所 以 | iz) 不 可 能 是 可 列 和 ， 


Qera 
所 以 [0, 11387 3E PIS. 

4， 度 量 空间 的 完备 化 ”由 有 理 数 的 柯 西 序列 构造 实数 是 从 
不 完备 的 度量 空间 扩张 为 完 备 空间 的 典 型 方法 ， 一 般 的 度量 空 
间 , 如 时 不 是 完备 的 , 往往 在 应 用 起来 有 困难 .例如 在 不 完备 的 空 
沁 中 解 方 程 , 即使 近似 解 的 序列 是 基本 的 , 也 不 能 保证 这 个 序列 有 
极限 ， 有 从 而 有 可 能 不 存在 准确 解 ， 但 是 我 们 可 以 把 柯 西 序列 和 为 
一 个 新 的 点 增加 发 原 有 空间 中 去 而 成 为 新 的 空间 ， 在 补充 了 这 些 
新 “点 "之 后 , 就 得 到 完备 的 度量 空间 了 . 

EM HRERS, 如 果 有 党 备 的 度量 空间 R, dE RR 
BERT R 的 黎 密 子 空间 , 则 称 B. 是 R 的 完备 化 空间 . 

定理 3 对 于 任 一 度量 空间 必 存 在 完备 化 空间 . 

证 我 们 逐步 作出 定理 的 证 明和 如 下 : 

(1) 设 忆 是 论 景 空间 , 吓 中 的 基本 点 到 ={zxn) 的 金 体 记 做 


EN 23 7 II 8t 
BS wk Bop RA NEUE LE os) RE Lass 
OC. fn) >D 
MIRR (x) (v, 4888, i39 (1) — r WRR EE t YE 2S Raf 
Fd — 7538 5, ifi FLA xg : 对 于 任意 的 {zx}, Qr) ER 


Pliant, (yat) -limp lEn, Fa) {7. 5) 
我 们 要 证 明 PCfzsj，{ 扩 条 在 下 二 有 确定 的 春 愉 ， 而 且 是 不 上 的 


事实 上 , 由 于 {2sy、 fg 是 基本 点 列 , 所 以 对 任 一 正 数 e， 必 有 


N PER n, mz N M, o Gru dud E EE Ds, Va) < 因此 


| OLan, Fa) — Dn, E) | SL En Zu) + OC Wns Ym) E ? 
BREL lim Otm us) fee. fini) = (ud, Qo.) = Q2, 那 末 


Lo (a, Ya) — Pn, wa) | pra, Z4) 十 所 (Canon 0 
BIA limp Qu, ds) mimon wa), Hl 


Pant, GV) e zs, D0,)) 
这 就 是 说 , 对 于 后 0€ E, pE, m S TER XU E nif Rf E (ns). 
iy RAE). (as 无 关 ， 所 以 oC, 四 在 下 上 有 确定 的 意义 . 
SLE, o (5, m 220, WEB. o CC J Gs) —0 BE SE AR TEE o (n, 
Ya) 0, Hl(z, E = (4). XE G0 Gn (s) CF, R 
PCs, USD) s lim DEn Ya) 


Elim o Ga, Za) tlimo(9,, Es) 
= pl Xa} G0 HOL Yah I) 
Wit Š E oCE, mi- Ra. 


OD RPRERER GG.) 5 iy) RUPEE R pep A MER R Ss 
上 是 最 初 的 卫浴 十 相等 类 系 的 新 集 ， 


. 82 Aa EU dul 


(2) 对 于 z€R, PICS, v, m, 显然 在 吾 中 是 基本 的 ， 把 它 
i z, PLACA, tE Ë p TIE 
HQ (E|zCR) 
容易 看 出 , T6 zx. CR], e pmol, y). 我 们 来 证 明 : 子 空 间 
R, d R pE. 
事实 上 , ERR E= {r AER, 考 庶 Es 中 的 点 列 
FN fs, ar., Fat 
则 由 定义 知道 
DG, É) = limp, Za), =1,2, 
因为 {zs} 是 五 中 的 基本 点 列 , 对 于 任 一 正 数 e 必 有 站， 使 得 对 于 
有 pa Xn) Ze AEH kN hA 
| p Gy, {wn}) e 


Miti 

lim o (Er, (2,43) =0 《7, 6) 
所 以 对 于 &EB A FÉ, rp s Co, ACT. E, 这 就 证 明了 部 在 天 
maa. 


(3) FREN Ë ES AH. 设 Én En eiè KITE T 
于 Ro tE Hopp, WERNO, , E), A 


Pln En) < 二 (.7) 


对 任 一 正 数 e, BN (5), bii n m 时 on eot F 


是 

DG, S.) S o (3, En) ro, Em) 十 p(Es Sm) TE 
所 以 ora, £a) «e, Bx) JE R EEA d 6i, WI ECR, 
HC. 人 知道 lim ps, £) =0, 又 由 (7.7) 得 到 
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pí(&, OLE, E.) tro (ES, £)790, (700) 
Bp£,- ARILO T A rea e. 

(4) f TU x, y CRM. o(x y) =p, i, dk Eben 
Ro iyd x MOR r, WAE R- AphTTE, KRAE R 
ip ERES. "age WE EAS R GER Burzi MO R E R p 
Hæ. rt. 

mt xp PREREZAL jB Fék (bx SORGE REE 
BAAN UED: (Eee UEzAD TUA 7E d [Eg — Banach 空 
(p, xk Oel pm FC ARE T. … 

F jfi uc BH mus iab 2 Yrs ds (58 n ET Hj. 

定理 4 cA,R' 是 度量 守则 P 的 两 个 完 名 化 空 TR PR 
有 上 着 到 请 meo e, fite — 8) z€ R, qG)-z, 因此 ， 
度量 空 闻 的 完备 化 空间 在 等 距 隔 构 的 意 浆 下 起 瞧 一 的 。 

证 HUP OR dE REIP BIS. IE RR ECR, AU Ae CRE 
für R h au ES Air LAE R' ridic fU. 必 有 zx'ER' 使 
得 在 R h rer, RAHE pin F 

pi) 
D IDA EB, 这 个 蜡 照 有 确定 的 意 六 ， 而 县 谐 足 定理 中 的 要求 ， 
ipse. 

从 赋 范 空间 完备 化 观点 来 看 、 BEE Cle b) dE Lia, biis 
密 ( 当 然 , PEREI LLa, 中 距离 来 说 的 } 的 子 空间 , 而 be. 6 14 
完备 空间 , 但 CCo, 所 关于 范 数 1f 有 =f [FED 性 并 不 完 务 ， 所 以 


L[a, b 3E Cla. b MEI di 的 完备 化 空间 . 

度量 空间 的 完备 化 (以 及 后 水 进一步 发 展 起 来 的 具有 一 | 
构 的 拓扑 空间 的 完备 化 )， 可 以 效 不 夺 张 地 说 是 整个 分 析 数 学 
一 个 蛋 要 市 基本 的 思想 和 方法 . srt ERU DR 
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最 早 的 体现 ， 由 歼 曼 积分 芳 充 为 勒 贝 格 积分 ， 实 质 上 与 由 连续 函 
数 空 间 完 备 化 为 勒 贝 格 可 积 隧 数 空间 蕊 一 回 事 ， 同 上 时， 把 测度 由 
IAES 0- 环 上去， 可 以 利用 简单 省 数 空间 完备 化 为 o- 环 上 的 
可 测 函 数 空 间 而 得 到 (当然 ， 这 里 要 先 经 过 积分 扩张 的 过 程 )， 在 
仿 微 分 方程 的 更 论 中 ， 也 常 坑 雪 把 卫 性 质 较 好 的 光滑 国 数组 成 的 
空间 , 堵 某 秆 距离 加 以 完备 化 得 到 新 的 空间 , 使 它 含有 所 研究 的 方 
程 的 “ 弱 解 "， 在 车 些 场合 (例如 稀 回 型 方程 )， 膛 可 以 从 所 得 的 强 
解 返 回 到 经 典 解 ， 象 在 本 节 第 七 章 中 所 介绍 的 广 六 函数 空间 ， 也 
可 以 看 成 性 质 很 好 的 基本 六 数 空间 的 完备 化 ， 它 就 是 为 上 述 研 究 
偏 微分 方程 定 解 时 所 用 .至 于 一 些 具体 定理 的 论证 中 需要 对 空间 
完备 化 , 那 是 自 不 待 说 的 事 . 
2 5 

L WE AEGE SX xtA td. 

2. uEBI Sd EBD HIER GE TESI zB. muit--HE ERI 7E 
ATEREA. 

3. 证 明 e RV La, 51259 SE E PS ECRIRE CIL AR, 还 是 Banach H). 

4. YES 3 5B 2 rp, M. (RT teg Banach aiy, Mea R aE Banach 


ai, 
5. t R RE S6 AR HE Rr" Hl, Oa=1, 2, 0 ER AAE, uE 


s (10, 也是 向 密集 . 


Ral 
6. E HOBESR LXT5DUMEBIREOE; SUBR METAR GEEH STER 
ay ik ES EE Fede, KERDREIN 


WV opa arra 


HARARE, WERA i Banach "rk, 
7T. Wb {F h n1, 2, E d E REA] R p- A FEER S 且 F 


BEE d. sup o, 0, 则 站 ro 
LET ^ 
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8. HY & Banach sial E JE X foin bcp Sz II, ERTA RE] X /E 
(IM, 8 40, IERE AE mor d ” 

9. 证 明 在 全 风范 线性 究 间 必 可 完备 化 成 Banach 空间 ， 

10. SAARMA GREE H EE Mp Fréchet es JJ, WEW S, s, cx 
Fréchet 空间 ，, 

li. WEE {ETENE ei E a p T e d 5p Fréchet 空间 . 

12. iR XE Fréchet Zx[j, E Ati -Y-zriwn EREE Aa X/ECUL 
$4 3g 122, 证明 它 也 是 Fréchet 空间 ， 
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1， 压 缩 映 照 原 理 ”把 一 些 方程 的 求解 问题 化 为 求 映 有 照 的 不 
动 点 , 以 及 用 逐次 逼近 法 来 求 不 动 点 , 这 是 代数 方程 .微分 方 称 、 积 
RA, CAFEA TEC PETRER DUE, XX 
法 起 源 很 早 , — H RIDA VEI ETR IOS D RUIRUME BEI BS OE ES, 
Jak Picard 用 逐次 返 近 法 求解 常 微分 方程 aA BRE 
司 的 领域 中 都 有 应 用 ，1922 年 Banach JE 3k 4 7; ES B 3E s ri da i 
出 米 ， 用 度量 空间 以 及 其 中 的 压缩 算 子 的 一 些 概念 更 一 般 地 描述 
了 这 个 方法 ， 这 舰 是 本 节 中 要 着 重 介绍 的 内 容 ， 这 和 神 利用 滋 邯 分 
析 来 研究 方程 的 解 的 近似 方法 以 及 甘于 算 子 的 不 动 点 的 存在 性 的 
研究 , 自 Banach 以 后 又 取得 了 不 少 的 重要 进展 ， 直 至 成 为 非 线性 
TARIE 主要 内 容 . 本 书 中 我 们 只 能 对 应 用 较 广 的 Schauder 
ARI ri CER IC A DRE GI HERD OR, $9, $100, 但 是 却 介 绍 它 的 
一 个 最 新 的 应 用 5 见 第 五 章 8 60, 说 明 不 动 点 原理 远 不 止 用 于 和 解 通 
常 的 方程 , 还 会 有 许多 其 它 意 想不到 的 应 用 ， 

下 面 我 们 左 以 沙 微 分 方程 求解 问题 为 例 来 阐明 逐次 逼近 法 以 
FOE RU ARBINA IR a A, 

我 们 先 回顾 -一 下 证 明 常 微分 方程 解 的 存在 定理 所 用 的 逐次 者 
过 法 .利用 度量 空间 的 概念 可 以 把 这 个 方法 叙述 如 下 . 


8G EE EHHI 
假设 f(z, 好 是 平面 上 某 单 连通 区 域 Z ER T 60 Zes Sr, € 
们 考 虚 一 阶 常 微 分 方程 


fr, y) (8.1) 
dr 


Ri FEE a TUA f yl eor go 的 解 , 就 等 价 于 求解 积分 方 


e eG)-n[ faoc» 


对 于 上 述 积分 方程 , "DLL BUS RRD. D. 进一步 
假设 fi, pE DCD); izr) <A, yyl SA Ey 85 
是 李 普 希 兹 (Lipschitz) 条 件 , 妈 存 在 常数 上 二 0, EH Gr, yo ED, 
i=1,2, Hf, 

MF, yO F Ce, #2) x Lly —fii 
id M = sup, [ftz, D 1, JE ia C » 是 迷 绕 函数 空间 CE zo — h, goth] 


中 满足 (x, p ODED B, plr) — yo 的 ER plr) Ax tk, WEC 是 
CUzx—h, xzo 十 下] 的 子 空间 ， 而 县 旺 然 旺 闭 巴 空间， 因此 也 是 完备 
8o. ERAS 


A: pi> e| fO padt (8.2) 


z 


我 们 来 证 明 , 当 hcmin( 入 I), di. 2 所 确定 的 里 照 4 具 有 
下 述 性 质 : 
G) 当 pECo h, P + APEC 
(D "be, puEC oht, oCAgi, Ap Sap, pa) ifj x Lb, 
事实 上 ， 显 然 划 (roj 一 加 ， 当 12 一 aas 时 ，%(z) 为 连续 了 
数 , 而 且 


Goa = | fes pO) at| ha A 
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所 以 WSC IO B vr. 
M Pi PEC 


plen Ae) = max |f Ufa, ee) FG, polt))]a | 


<L max | LIORCOGIU 
EM ST, 


FEED 
x LAPE Pa) 
a= Lh, JPR a1, (ii 成 立 ， 
dn Kc Co 中 任意 取 一 点 Po, f URBE TE A E 
icq P5 AP s Pari = Apa tn 
HGD, A DEBR CA Pe 07-1, 2, -) 是 空间 Co 中 的 基本 点 
344. BiHEREZSÍRI Cs MAAS CARRA IE o 适合 方 
程 
App 
这 一 论断 大 证 NBRRER A 稀有 不 动 点 (也 就 是 积 分 方程 Ae — o 的 
解 ) 的 关键 。 把 上 述 壕 程 一 般 化 ， 就 得 到 完备 麻 量 室 间 中 的 一 个 
“不 动 点 原理 ”， 它 构 括 了 用 逐次 逼近 读 所 证 明 的 许多 方程 解 的 存 
在 性 和 礁 一 性 定理 ,， (只 要 在 一 适当 的 度量 空 间 中 造 一 个 映照 就 
$1 f.) 
定义 WRGÉHOBL.AJGÉRSIEHSm—TERES Ag 
在 在 数 a, 0xca-cl 使 得 对 一 切 s, yCR ERE 
. pCAz, Ay) ia p, y) (8.3) 
IRRA ER bü3—4- FRHRERER (对 于 线性 空间 ， 往往 又 称 之 
为 压缩 算 子 ) ， 
一 个 点 集 经 压缩 映照 后 ， 集 中 任意 两 点 的 距离 经 峡 照 后 被 缩 
得了 ,至 多 等 于 原 象 下 高 的 &(s<1) fi, 
ERR 是 连续 的 ， 即 对 任何 KSO >to UA Az, 7 
Axe, EKE 


B8 FAR ”度量 空间 


pCAz,, Azo) Sapa, o) 

H nco 时 ， 由 ona zo) 一 0 就 得 到 oCAx, Az0)->0 。 

设 耳 为 一 和 集 , 4 是 总 到 自身 的 映照 ， 如 果 w*ER, 使 得 48* 一 
a*, JERI r* RR 44 的 一 个 不 动 点 ， 

在 不 间 的 场合 有 各 种 “不 动 点 定理 ”"”， 王 面 介绍 一 个 最 简单 的 
定理 , AR ERIE ^ He£gribe Rent eR", 

设 召 是 吾 到 有 自身 的 喘 照 ， 型 表 茶 x1->8Bz， 为 此 可 以 逐次 
AE MIE B^,n —2,8, o, 

定理 1 (Banach, 1922) ZEFA% B5 EE EE Z3 [RE f Ec Aa EU RA 
MORE — RU 0 AA. 

证 BERRAR ETAN 4 是 召 到 它 自 身 中 的 压缩 映照 . 
AER ATERA. 

在 召 中 任 取 一 点 to 从 zo 开始, 作 一 选 代 程 序 : 令 

T= Áo, Zac Å = 
3kPE SES R BE) uix). REREN T (1,) EEES], 那 
来 它 在 完备 空间 召 中 存在 唯一 的 极限 27. 3x. DOS HI HR 
上 照 的 连续 性 , 又 有 Ar. 4x", HE Are 8", AA A 
列 Az, 的 极限 是 唯一 的 ， 必 然 有 4z* =t, BPE #* 就 是 和 4 的 不 动 
BT. 

现在 证 明 {fzw} 是 基本 点 列 ， 由 于 4 是 压缩 映照 , 我 们 有 

pru En) = P (Afa, Ayn) APCE, z,.,) RI — (8.4) 
反复 应 用 此 式 , 不 难 南 归纳 法 得 到 

pu Zn) SAAC zo) Cal) (8. 5) 

RE POERGS NS PDOMCESCES IS (S. ICE 

Ds, En) SS P Laps Vua s-1) T Dni ci; Xp up 2) mt 

T oue Ta) 
EC (an * 73 pat tE a) o5, £o) 
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a — a" 


1— Toan, o) 


x 


PS -P ss ao) (8. 6) 


ih acil Mir. e E pi u$ 
aki TERT ARAE — FE. Vr e BE A OT ub a Ax, 
FERH 


pO*, 2) — pCAx*, Az )szapir*, æ) 
[Hi Oxlaccl, WEGE pour, 必须 pr^, z) =0, 所 以 x' =z*， 证 
iB, 

我 们 应 注意 到 , x (up E used: PEARCE, LEE TRER AL I5 
不 动 点 存在 , 8 YA aU i agn — prb Ji c dE A I Hau He or bb 3 d, 并 
不 要 假设 空间 是 完备 的 ， 

^38 ACE BIER GO UEBI 6 Hc 5E HE Ergo 动 点 的 存 在 性 和 唯 
一 性 , HR Gi EEH TRTA A idu. wE Tr 
完备 庶 量 空间 中 , MERR 19 [E "as HE, ERIE AI a — tz 
5], 2, tta 它 必 收敛 到 方程 Az =F RIRE, 这 种 方法 称 为 逐次 通 近 
&. (iii) fEe(8. 的 中 令 9-02, 得 到 

plat, Tn) S p(t to), n1, 2, uid (8. 7) 
上 式 不 仅 告 诉 我 们 “近似 和 解 "x。 与 所 求 淮 确 解 x* 的 逼近 程度 (这 个 
估计 起 在 近 要 计算 中 很 有 用 )， 而 用 还 告 WREDE Az=z Bum 
可 能 座 落 的 范围 , 例如 当 ? —0 时 , 由 (8.7?) 得 到 
px, xo) x S zo) 


应 该 注 意 , CRER, 空间 召 的 完备 性 条 件 不 能 除去 ， 例 
Jue gx E' 的 子 空间 (0, yA E B Er fo a 


Ar-—ar 


90 X pue EER 


此 地 &% 是 小 于 1 的 一 个 正 数 . 它 显然 是 压缩 映照 , 但 是 它 在 (0. 00) 
m BER SIR, 
又 条 件 acl PRERA Oxa«ls sex p. BU EE 
4& frg HE Sb RT, 而 且 对 于 所 有 的 r, yCR, 4 zz y 时 ,成 立 着 
pCAz, Ay) p(T, y) (8. 8) 
映照 4 dI BESEÉHUSU E. AAE E ATE ACO, co) 中 


1 
Az=r tri 


容易 验证 映照 4 适合 条 件 (8.8), 但 4 LO, o0 REC bra. 
"Fr XE ER fp Bai a 38 TE IAE Be. ER Pr TT TE 75 a 9) IZ Rl. 
例 1 隐 国 数 存 在 定理 A fir, y) ARE EFIE t 
arab, ~oy 
LARINGE, F y hiaai (zx, 四， 有 常数 内 过 弄 使 得 在 上 还 
条 形 区 域 中 
Dama f, G, i) M 
那 末 方程 ffz， 扫 一 0 在 闭 区 间 [e， 人 上 必 有 唯一 的 连 RARE y= 
px), 
证 ”在 完备 空间 Cla, b] eL HR 
Ap 一 9 一 二 (z, p) 


XR Ola DINA SHERRE. WAL 对 于 pu paECfe b], 由 
fit zy vp fé E HUGE 0071 使 得 


(Apra) — (Ap) (Gr) 


paa) — iof Gr, P) 一 pi) 十 


1 
gif e o) 


-[eiG) — 9G) — aif Lr, es GO + 


$8 qug rd JI 


0(gsQ) Pi] EPt) eG) 
& IesG e DL (1) 


im To Ap PISA TT pasl- DUO dui 


1CAqu G0) —- CAm D GO |i xal ptr) e QD) T 
所 以 
上 一 本 | 人 一作 
ixBE AER AcE CCa, bIh nr. Hog BRI, TüE-— Y 4 
Cta, 6 Til: (3 


App 
这 就 是 说 
fix,v(x)m0,asixrxb WE he. 
Vifgihe Pet Jl PET RFA SAARE, ERR RIREIS BR £ 
的 介绍 ， 下 面 长 介绍 一 个 较 党 帆 的 -种 堆 广 形式 ， 
定理 2 GAE EA iA, BERGER poek. ALE r 
Ee AR n ESRB" 是 吾 kA Eg, IER IR Bau 
RAA ETA, 
U"puclBp iS 3 就 是 定理 1 . 
证 44 57. HL A AER LERE, KERI, A FIOR Z) 
Sx*ocx*, HTAR z* EBASI AT. 3x B. E 
AB -BY BA 
PILA ACB") — BCAx*) = Bz*, Hie Bx* ibA (uS irr 
TEEI A R SAR bo. BLAR E i Bx* —u*, 
Br a B WIE -PaA i F Bx" 二 x' 则 
B*g =- Blg! e. -g 
lib, x' 也 是 A= B* DAR MA T mu RA Aa dm 


* 
IE 


62 Amt ROGER 
Desa’, GBORXDBRAGiÀDBGAi—^. WWE. 

2， 应 用 “现在 庶 用 上 述 不 动 点 原 至 证 明 几 类 微分 方程 和 各 
分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ， 

O) HAR Y RECS. 1) 垦 的 存在 性 和 唯一 性 问题 时 , sh 
定理 1 ALES! PEC y, [En 

pola) 加 十 | fi plt) dt (8.9) 

由 此 , es Gr FUE HE B du — Er A MEL (B. 9) 


EPLE L Fs, pu (a) 
Hi y= po) EJ; £EC8. DEKE — 5. ro tilk Eat AR IF 
Fizes, —Vo 的 解 , JE ELI ARE RE — 69, 
(2) 还 可 以 应 用 不 动 点 不 理 于 积分 方程. 
EES  dif(oasssb EAE AE, Kis, HWE 
JYÉasssb,asixb bE, 且 有 常 M 使 得 


[IE Cs, DIUM (a<s<b) 
BER, 25 [4] <ih, IE 0 pECEa, DIE GE 
Pls) =f(s) tA KG Dod — (8.19) 


证 ERARA a CUa 5] E LR RH 
Ko) «fG) WA! KG, DoCt)dt 
ig «- MIAL MRa, HFE o. secle 53, A 


Le - KL - Li] c, DEUE -K (s, DaDa 


SiHmax| [K (s, DIIP) -PU Là 
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«2i Wmas lp $0): alp- v] 
MH] Banach 不 动 点 定理 便 知道 各 分 方程 (8. 10) 34 PET B Ue EAURE 


PLE), 

作为 定理 二 的 .个 应 用 , RDA TE 

eG) - f) 3| KC, DPO dy 

这 里 4 是 一 常数 ， 这 种 类 型 的 方程 称 为 优 特 拉 (Yojlterral 型 下 分 
方程 ， 某 些 数 学 物理 问题 和 基 些 变 分 癌 题 苞 可 以 归结 为 解 这 种 各 
分 方程 的 问题 ， 近 玉 在 二 阶 椭 车 型 偏 微 分 方程 的 研究 中 ， 优 特 拉 
积分 方程 也 有 应 用 . 

3&4 AE uEBT Prim itu PE, 

定理 4 dx food ja 5] LATEA, Ar, DE 
JE (G, y) aab, aczugpmr) ERBIYESARAXA, gi IA. DI 
M, DESEE T FE fao X 2. 方程 


eG) - FG) HAI KG ie Qd (8. 11) 


Ela, b] ELM -- f e E ER CE m (a), 
证 g CCa, DIR CLa, b] BG: pH Bg 


Bpl) - 1G) +2 KC, DoD 
对 于 CLa, 本 中 任意 两 个 国 数 Cr) mn), 当 aS La, blit 
Be G) - Beso = | af Pi o Gi a0 - eG)» dy 


xA MG-o0le; vl (8. 12) 
Ao Hi Hii EB: 当 xc[a, 81 证 
LEG) - Bes) | A M" Ee |p pl (818) 


当 有 一 1 射 已 证 好 了 ， 变 {8.13) 对 于 #% 成 立 , 现在 米 推 出 对 十 


Di HA Eai 


ELS 10d. FA E 
| B"*!g.(x3— B^ gar) | 


= [A o m arm a —Bres Gr 


«TL E ye) ay i o 
—2ApU Mt (n — a)" TEN 
(a Fl) iE: Pell 


于 是 (8. 13} 得 以 证 明 ， 取 各 然 数 n, 使 得 
a= |A|* M*(b—a)"/nt«l 


JA 
| Bg, —- B"p.] max | B'e.(2) - BeCz) ao: 一 Po 
auri 


利用 定理 2 就 知道 ,方程 (8. 11) 在 CUa 5] 中 有 唯一 的 解 ， 证 毕 ， 
TE 我 们 写 出 利用 定型 1 中 的 逐 DORGI 站 求解 积分 方程 
(8. 10) 的 过 程 . 
取 o= Pols) 50, 作 Pa = Kpa Cs), 容易 算出 
giis) - f() 


ex) - fG) 2| i oto 

ex) - fG) 十 对 Gs fO» 

en ps, of xa. i a Ja 
E KG UO) 一 | 天 Ce ok, rar, RI 


pals) =f(s) +4] KG, t) f) di HG. DFO dt 
一 般 地 有 


+] Rij 33 


v, GO) m £6) HA KG, OFO e Kals, DFAE 


eee Ents, DF dL 
这 里 的 Ka(s, DE NS 1] 1321795 
Ki, t) 5 Ks, 0, Kals, 0 - Kc Kni (u, D du 


3X — FIER E p CS) ) e La, b] EAER n, JE B TEL a. 5] E39 
SMESCERE 0*60.. 又 对 于 给 定 的 正 数 e, RER n 使 得 
[| MT" 


Io, — pal =AL. 
[wi 一 更 可 1—[Ajarmax[fCG) | «e 


Lu 

i—a 
iE "TEX ih CS. 7) 得 到 

Ips P| = max |p, (8) —p* (8) | «e 


BD 3712 2; EDO 3 n KEER es 的 误差 小 于 e. 


J3 ë 


1 HEF in RKE HA E" hiyi IAR, ARFERAI t sn 
照 并 且 适 合 姻 下 条 件 : 对 于 任何 x. yer, 有 
pCAs, Ag) « p (x, y) 
求证 ; Dhu A EF pE E-A RS, TRARA NR ÉGEOM ag 
成 立 ? 
2. BARATAR EN. 4 Ge BD Chee: id 
PLAS, Anz) 


ZaSP pna) 


O AAD a, «coo, IRE RE DIR. #0 选 代 程序 {Arr} 必 收 王 


n-i 
TU EA BE — A8 2 i. HERRI AS m iT EUR EE R dam 的 逼近 程度 . 
0i) dinfe.-—1, MAAMA JEÉRIH — PRUERE T HER ME 
Ax — x VE FORETE DER n De OUR Er WE AARRE E, 
3， 设 au j k=l, 2, n 为 一 组 实数 ,适合 条 件 
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* 
DP laa- Öl 
ikon 
JBó474 jk» gH n0. DERRE Bl 
Sui Air Ut Ug V Ps ; hi 
Ga Gr Uto Gan d Tz N bs 
Oo: € o: Af 
S] 
Aal Cap H Oan Ya hs 


对 在 何 一 组 固定 的 如 ,5、…; Bs。， 必 有 了 谁 一 的 解 ncc, rus 给 出 造 代 程序 以 
B n RUEDA RAE SO UD HE: 
4. jl, 并 且 利 用 不 动 点 不 奢 证 明 , 甘于 方程 组 
Haf, Gr, Fa un Ja. yl, 2, UR 
的 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 . 
5， 在 定理 3 BRT., 计 明 方程 :8.10) 的 解 为 
e) fG) 二 | Kale, OFL 
这 里 K (s, DDR AE E T: 
Kt, D S n Els O KO HK Ddtindtua 


n=} 


6. if e creo LAE ER, 用 定理 4 证 明 方程 
pirj= Aj etp Co)ds +f (x) 
具有 唯一 的 连续 函数 和解 
e(2) OE ZIVO 


7. BAR Ka 25 


Kis, 5) p (Gare) 
T. == 
C0 ta (saagil) 


求 出 方程 


lí u 
qx ~h ES sjelojds=1 


HITIA xk HER P, dS po ER E 1074 
8. 证 明 : XPTGEBUXDSB ER s EA Fe ZB (E Eb ns 


89 WEE 97 


tm) 
pizt, B" «er 


这 里 c max p(B B" r), [2 jrg wee AS. 

9. WM Ed es TAR RR c TECTA RE PAE EUER On ni 
(r2 0 Pil 

pie To) 860, zx ),08«1 
3t. H. 
pir, Tr iat 

证 明 G 2 aele Dp, TÆ Oler) ADARA AR. JEEE- GD 
a 和 1 一 9 时, 如 果 了 在 半球 S irn D EE MTHS (x 7) PD ZCHOR Sl E, 
3r H.hE—. 


$9 致密 * 

IL. SUEeBSBEURE dx dox eS EEX LEH Weier- 
strass jr PH. AA 3 GUPIIUCH e eECE vi. 数学 分 析 中 一 些 重要 
定形 (例如 La, 8 上 连续 国 数 必 可 取 到 最 大 值 ， 最 小 值 以 及 最 大 和 什 
和 最 小 值 之 癌 的 一 切 值 ) 的 证 H2 3E $6. 然而 对 于 一 般 的 度量 
zi B], A R PESCE A Gm Tj CE GST. 

例 1 AA ao, 1] EC E 
HX 4={ 记 (7)}，a= 1，2， 
其 中 
p gl 


fic 


m gu 
显然 , 作为 底 量 空间 CLO, 二 中 的 序列 , 因为 

【六 un NU HfO)I ZI, n1,2,- 
所 以 {fs} 是 CTO, 1] E BEAR AJ. 但 不 证 能 有 子 序 列 存 CEO, 1] 中 收 
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Sk 事实 上 ,如果 {fs,C7)1 在 CL0, 1 pt PSOE F fO), nz 
o gd r0 
JG) Bm fu(9) =10 4 0 


这 和 fO) x0 只有 和 违 续 性 矛盾 5 这 也 顺 重 证 明了 4 是 闭 集 ， 
因为 它 症 有 极限 点 )。 所 以 Weierstrass 定理 在 度量 空间 CCo, 1] 
PREX. 

Aik, 在 一 般 的 度量 空间 中 , E 8g — T RC ARA F 
点 列 ， 这 就 有 必要 引信 下 述 致密 集 的 概念 ， 

EN WRGRHOHSEL AWR pii. £n 4 中 的 任 条 点 
ALAH E R pik iro TAF, 就 称 4 是 ( 开 中 前) 数 密 集 (或 称 做 列 
紧 货 )， 如 果 五 自身 是 致密 集 , 就 称 且 是 致密 空间 (或 列 紧 空间 ). 

突 扬 看 出 致密 集 有 下 面 的 几 点 性 质 : 

i” 有限 点 集 是 致密 集 ， 

2” 有 限 个 臻 密集 的 和 集 是 致密 集 . 

3” 致 密集 的 任何 子 集 是 致密 集 , 央 此 ， 任 意 一 族 数 密集 移交 
集 是 致密 集 ， 

4* 致密 上 集 的 闲 包 是 致密 集 ， 

束 实 上 , AEREI, 任意 取 一 列 {x1} CA BREA n 
有 PEA 使 得 oC) 一 一 ， 因 为 4 是 致密 的 , 有 点 VER 及 子 列 
Uns. 使 得 yu >y (k-o), BREL n9. AHE A 是 致密 的 . 

5" 致密 集中 的 MAIS FA UC OG Sos RESEZS A 
的 | 

事实 上 ， 如 果 {zxs} 是 至 密集 4 中 的 基本 点 列 ， 那 来 必 有 子 点 
列 {zs,} 收 笋 于 度量 空间 吾 中 的 一 点 re。 根据 $7 引 理 1 之 (i)， 有 
Ea >To, 

现在 我 们 先 在 n 维 欧 几 里 得 空间 E" 中 证 明 Weierstrass zz 
理 , 它 是 直线 上 相应 的 定理 的 折 广 . 
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定理 1 n ARKLERREA E" 中 的 有 界 集 必 是 致密 集 . 

证 Brie ARIE AA, 如 {zn} 作为 点 集 是 有 限 集 , AR, 
(Gr, AE TIEA, 因此 不 妨 设 {zs} 作 为 一 个 党, 它 是 无 限 集 , 记 
为 A. AREER “E 中 任 一 有 界 匹 限 集 必 有 极限 点 ”. 那 末 社 旭 就 
可 得 到 : IT avc 二 ,从 而 根据 431 理 2, 存 在 所 中 一 到 点 {934} 收 
t T xo, 记 PST 显然 可 以 做 到 nonas ( 必 要 时 ， 用 1{ 姑 } 的 子 
EARE A, MEFA) 是 收 化 的 、 因 之 我 们 只 要 证 : 
杷 中 任 一 有 界 无 限 点 集 至 少 有 一 个 极限 点。 

为 此 , 我 们 称 E" 中 的 点 集 


I= fal [atab cs i=, 2, e, m a>0} 


H n HE IE, AE e= (n a7, e, a"), a9 — (n4, cs 81D. nR ao 称 
为 立方 体 工 的 中 心 , a 是 它 的 边 长 .立方体 了 是 E^ 中 的 闲 集 . 容易 
者 到 ， 任 一 有 界 集 4 必 合 在 某 个 
Cn 2) 375 f E p, HH DA, 

EAR ARAR A EXE 
为 a 的 ms 维 立方 位 7 之 内 . 将 
I, 552p Hp m —2* A n Hk Sr 7; fi 
Dadaca, PH] 4.7 是 二 锥 的 
情况 ， 由 于 4 是 无 限 集 ， 必 有 某 图 4.7 
个 I TARR AN e 是 无 限 集 ， 记 这 个 i; 为 7， 同样 等 分 
D, Ami n Sir WE Pos Passe jam， 同 样 有 一 个 [ow 一 Js 与 4 的 
x 有 无 限 多 个 点 ， 如 此 继续 下 去 ， 得 到 一 到 n SEE ER: 

Fn fm en fe | 


WD n 与 4 的 通 集 中 含有 无 限 多 个 点 ， 而 且 和 包含 在 一 个 半径 为 


IH HDi. Sipb- codd. PREFE, DH gb. 交集 


100 Sp mk 
P 7 这 是 一 个 闭 集 ) 中 必 合 有 一 点 mm TEHLEURIE RUM E 7 
k-i 


3188 2), IF x ho tE e- 31 Or 6), FEE EXE, DU 
I,C OG, 2), X HF AD ,C A(YOGo, Ey， 所 以 ATO ro, e rft 
含有 无 限 多 个 点 , 即 re 是 4 的 极限 点 。 证 叱 . 
2。， 臻 密集 和 完全 有 界 集 
E" 中 有 有 界 集 4 为 什么 成 为 致密 的 ?定理 工 的 证 明 过 程 清楚 地 
表明 主要 依靠 下 列 两 点 ; (外 对 任何 8,>>0, 4 总 是 分 布 在 有 限 个 半 
径 不 超过 en 的 小 正方 体 中 ; (Gi) 选 虹 一 申 一 个 包含 一 个 正方 体 序 
列 ( 半 径 趋 于 零 ) 后 ， 再 用 E* 的 完备 性 就 得 到 收敛 (完备 性 保证 极 
限 存在 ) 子 序列 ， 在 一 般 度 量 空间 中 讨论 致密 性 时 , 如 果 暂 时 撤 开 
空间 的 完备 性 , 那 来 由 (启发 我 们 有 必要 引信 如 下 概念 ， 
定义 设 4 是 度量 空间 尽 中 点 集 ， 吾 是 4 的 子 集 ， 如 果 有 正 
3k e, 使 得 以 互 中 各 点 为 心 , 以。 为 半径 的 并 球 全 体 覆 盖 4, M 
UU 9G. 224 
rē} 


那 末 称 至 是 4 的 c-PB. WEIEN *>0， 集 4 总 有 有 限 的 e- fd 
Un t Ba) 4( 点 的 个 数 可 以 随 * 而 变 ), BIER 4 是 完全 有 界 
的 集 

显然, 度量 空间 中 类 4 的 有 限 *- 网 概念 正 是 定理 1 中 有 限 个 
半径 不 超过 e, 的 正方 体 复 盖 4 的 抽象 ， 册 定理 1 就 启发 我 们 得 
到 如 下 的 度量 空间 中 的 定理 ， 

EE? 集 4 是 度量 空间 召 中 完全 有 界 集 的 充 要 条 件 是 4 中 
任何 一 个 点 独 {z,} 必 有 一 个 基本 的 子 点 列 . 

证 GARE 设 你 .}C4, 国 为 4 完 侈 有 界 ， 所 以 存在 4 的 有 
Bu PHA s e noa 2o. DAU 0GP, D), 


$9 HPE 10i 


Dm 


O (a? 1 O01 


Lr mu WX OGRg, 1) —— er Grim XR £x. x 
n 


U o(x?. 3-2.) 
所 以 oc, DN LU of, 7) 
市 包含 {多 } 中 的 无 限 多 项 ， 因 此 , 大 限 个 通 集 


O(a, 1) Nofe oy)brehinch 


Abiti — wx oon, DNO, 3) — AR c) nis 
无 限 项 ， 这 样 继续 Fus. AERA LR n, AR 
fees d) 
含 和 fy,} 中 的 无 限 项 ， 所 以 可 以 到 子 列 { h 使 得 
并 B. E, Rss IRH uen 时 
ps, UE 
因此 , 当 a<n 时 
pn s Ha EO Qs TEYE PUn E) c 


WiEL (n HER hls m 
充分 性 ”对 企划 给 定 的 e>0, M ARRE r, 如果 OG e) 
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DA HDGOEZSDWER WETE, MA #2E4 一 Q(x;, 0. Bim 
OG. x)zee, WME Ox, e UOC, e) 2A, 世 就 不 需要 再 做 什么 
了 了 了。 不然 ,就 应 有 nEA— (OQ. e) UOC e, 并 且 minle ls, 
Ta), pna P e, MUERE T A BITT ni, 得 到 xi ro 
宅 们 适合 ， nin , 20» zae JE H. 


4 
[J Oan DDA 
k=l 


那 末 定理 已 经 证 得 ， 不 然 一 直 进 行 下 去 ， 就 从 4 中 找到 无 要 点 列 
{reh 适合 
p G,, z,) 5, vsu 


这 种 点 列 显然 不 能 含有 基本 子 点 列 , 这 和 假设 相 冲 突 ， 困 此 , 对 任 
何 62-0, 4 必 有 有 限 W, 即 4 是 党 全 有 界 的 ， 证 毕 ， 
面 是 完全 有 界 集 和 致密 集 关 系 的 定理 . 

定理 3 (Hausdorff) (i) EEZ RN 集 必 是 完全 有 有 界 
di: (ii) 在 完备 许 量 空间 中 , 完 会 有 界 集 必 是 致密 集 . 

证 O 如 果 4 是 度量 空间 及 中 致密 集 ,根据 致密 集 的 定义 ， 
任何 点 列 {z。} C A, BAKAT AS, 自然 必 有 基本 的 子 点 列 , 所 以 

4 是 完全 有 界 的 ， | 

GD WARE HER eli] P rh SE Act Rs IHEM AACA, 
根据 定理 2 , 必 有 子 点 列 {zs} 是 基本 的 , 但 下 是 完备 的 , Kan) 
是 玫 敏 的 子 点 列 , 因而 4 是 致密 集 ， 证 毕 . 

系 “完全 有 界 集 必 是 有 界 集 , 因而 致密 集 必 是 右 界 集 . 

证 Weil, Henn n) ROEAG ERE ADUASTR -网 , 那 


RU dlen 02A. Bib. x E EA, BA rn 使 得 o Gr a.) 1. 
ik -1 


所 以 对 一 切 x s. 
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p(z, zr) si p(G, z,) - p(r, a) d max p, z) 


六 此 4 是 有 办 集 ， 根 据 定理 HO, 致密 集 必 是 有 界 集 ， 证 毕 .，- 

本 年 的 例 工 也 说 明 许 量 空间 中 有 输 集 并 不 就 是 完全 有 有 界 集 , 
一 般 说 来 , 完全 有 界 性 强 于 有 界 性 . 

另外 , 定理 3 中 的 (i) 的 完备 性 条 件 是 不 能 除去 的 ;不 但 如 此 ， 
而 和 且 更 进一步 有 | 

EEI GRRAGERCEEML AURRGpépTSLAH ABNDAL GE 
密集 , SE BALEARS. 

证 设 {zw} 是 耳 中 基本 点 列 ， 于 是 对 任何 e>0， 必 有 自然 数 
N, Efn, mÈN Hh, pu Im) e. AEE (xí. tw} 就 组 成 集 
(z,|9—1,2, ^45 ER. se- 网 ， 则 作为 集 (n) EADAR BB 
Wr (x, ) Ace Js, 从 致密 集 的 性 质 57, (s, ) d ME HO EC SUR, Hil 
存在 woER, 使 得 zs->zo， 证 毕 ， 

定理 5 ”完全 有 界 集 是 可 析 的 ， 即 其 中 含有 有 限 的 或 可 列 的 
METH, 

证 设 4 是 完全 有 和 界 集 , Ae Gin, THE A UHR L- 网 


(n71,2, ---2, PRE | 
B-íz?5,»—1,2,",R,5n-1,2,-) o 
是 有 限 集 或 可 列 集 . 只 要 证 明 召 在 4 中 稠密 好 了 . 事实 上 , 对 于 4 中 


任何 一 点 zx， 及 任 一 正 数 e， 取 工 <e, 由 于 4C LUo (a1), 
必 有 ?使 得 O(s) M ops n coe Bk 


z,UCBÜOOG, 2. MABE ApH. WE. 
由 于 致 车 集 是 完全 有 界 的 , 我 们 得 到 下 述 推 伦 : 
系 ”致密 集 是 可 析 的 
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3， 某 些 具体 空间 中 致密 点 集 的 特征 ”从 定理 3 知道 , 在 完备 
fy He so zx np sce ie fus deg PEE SERV. FB TR e 
星体 的 完备 空间 中 给 出 点 集 大 完全 有 界 集 的 完 要 和 条件， 我 们 总 是 
设法 把 问题 引导 到 有 有 起 玲 欧 几时 得 空间 ， 国 为 在 有 限 维 室 间 中 党 
全 有 界 和 有 界 性 是 -… 致 的 ， 而 方 界 的 条 件 较 易 党 担 .我们 只 以 
C[a, b; 及 ir 为 例 玉 说 明 处 理 这 类 问题 的 菇 本 方法 ， 其 侈 的 空间 
Ani”, e 空间 中 点 集 基 至 密集 的 条 性 都 可 以 类 似 地 给 出 . 

VE AE asrah LEER, ACC[a,b]l, EAEI 
AES e, A 570, ETEA a,b TH tE G m. z' Ela, b 1. 
当 lz 一 z < 时 ,对 4 中 每 个 国 数 了 都 成 立 著 

| f(x) - fia) «o 
(8 8 o fcc A hA f, 那 末 称 486 Sp HOIESR BER CIC. 

* Sic BE" io de EE A 中 各 个 国 数 的 连续 程度 是 同和 车 的 . 

例如 , 设 工 和 a 是 两 个 正 数 , 4 是 在 [a, 上 适合 Hólder E E 
性 条 件 ， 


Hf(z)-fiDixblze—z'|*, a,r Ca b] 
竟 国 数 f PETREA BUB, AER EEA PLU. 

前 已 指出 , 度量 空间 CLa, blt Akia T ETEEN E 
性 , 但 是 , ELSE Em ESSE EEOAE ATT. 

定理 8 (Arzela-Ascol) C[a, 5]dUt Wei E 续 函 数 
ip T RE, 

证 VEA JE C[ a, BIB IUE SIE ER TL XC SS EES, 因为 
C[a, b | side zx IHI. 由 定理 3, FLA UEBH A XE deg AS. EIE XE 
f 3E dS d:3X e, dH A 19 E REXEESE ME, 有 正 数 5 ,使 得 当 [g, 585] 中 的 点 
zr 遂 合 1 一 2 | csi, 4 中 每 个 了 必 有 适合 


HG f(r) <5 (9.1) 
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利用 这 个 上 ,任意 取 定 fa, PIPER AA 
g—zugQ«—-b 
使 得 12. 一 2-，|<8， 因 为 4 是 有 界 集 ， 有 常数 久之 0 使 得 对 每 个 


A={(f (1), s f C72)) IFEA) 
组 成 * 维 欧 几 里 得 空间 B" 中 LET SFE) a 
T , 


由 定理 1 OROESE3 , A JÉSEDUN PERS. 所 以 有 fiif fina 使 得 
下 个 点 

(f, GG), f.G2,: f.) v=], Ā 
组 成 4 中 的 F-H, 现在 米 证 明 {fi, fo s fA A e- PERRA 
T. 事实 上 ， 任 取 TTA, 由 (fia, Tt, f G9) € À, 所 以 有 1, 2, t8 
k phy v 使 


l " - 


BILL f) — f.) «S H:1,2,,2, AETF[a, 如 中 的 点 zx , 设 


z RETEA. 2,01 E, 由 不 等 式 (9. 1) 得 到 
Iféz)- FE Tr) Ed - f GO 
fr fr) | <e 
HE, o, fD = Hf — fue BE EOG e). JEt. 
ARM 13 5) Ifc Bk Ag BE Lc E, ER 6 就 是 说 : 
Ca, b] E — 88041 LRA A8 E EE RR A H, 任 一 无 
限 序 列 必 有 在 [La, 51.13 19i T- HÀI. 
定型 6 中 所 加 前“ 等 魔 韦 续 性 "的 条 件 是 必要 的 ， 即 定理 8 的 
逆 也 成 定理 . 


”or 一 
rini Mem i Vm ce RR in aL 
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定理 7 Cla, 幻 中 的 至 密集 必 是 等 度 连续 的 有 界 集 . 
证 设 4CCEa,51 是 致密 集 ， 致 密集 蚌 有 界 的 ， 现 在 只 须 证 


DJA 是 等 度 连 续 的 。 对 任意 的 e>0, VA AM AREA Fas fs 


es fe Bl FOOD) 在 [e, b1 EER, MAH IE S 0, —1, 2, 
VE) iid Lo, b] Effgx a. Her OL, 0f Gn) FGDIX 


E, tá min(&, ð). RINER: 对 每 个 fe4, 只 要 [a, 二 中 的 


PS FR e x WA [m | cå, EA 
Frj fah ae 


事实 上 , 对 于 SEA, Hv rak (BE oG, FO S 因此 


POE O ARORAA ES ACA) 
f Gf») «e 
即 4 ESEA, ERE. 
育 来 考察 空间 1 Cp 这 1) 作为 数列 空间 的 例 . 
定理 3 ”空间 1 中 的 集 4 成 为 致密 集 的 充 要 条 件 是 4 为 有 
界 集 而 且 对 任何 正 数 e, 有 自然 数 nus 使 得 对 一 切 x 一 {2,}E4 成 立 
着 . 


E 


PRES (9.2) 
证 因 1? 是 完备 空间 ， 设 4 是 有 界 集 而 且 适 合 条 件 (9.2)， 
只 要 证 明 4 是 完全 有 界 的 . 对 任 一 9>0, 取 e= min (2), 0), 
Hoch N—20 使 (9. 2) 成 立 ， 作 
A= (Gur xy) Inm (s Ea Ed) 


由 于 和 4 是 有 界 集 , 有 五 使 得 当 zE4d 时 ,rz 四 = 21 [z, PSK”. BR JE 


$9 KER to? 


lx, S&K, BIA Dlr? SNK, Bb A ENR LRR 


inp E* pT, Ameni TEA OEA, —1,2,5l 
HO 
Gr, "tts e$), k=l, 2,- l 


HU A ha REKER 20, onr O A H n- EE, 对 
任何 一 个 zE4, BATES UB (au s n) CO, aih, n ai), E), 
即 


N '? 
(kj? — 
> 1z, zil SUM 


LES! 


PE | zai s mE. 、 


[ra l <( 0+2 2e <n 
所 以 2€O (29, n), | 
反 过 来 , 设 4 是 完全 有 界 集 ， 只 要 证 明 (9. 2) 成 立 好 了 ， 这 时 
对 任何 正 数 。, BAARNE, 209, ns 200), IRA 
HP REED v— 1,2, s 玉成 立 着 
D dite 
k=r,+l 
Hh r= {r0}. h Minkowski PER, XE r= {r EA, 有 
se A — a 
| x EN I dp 十 | $9 dzi"—zm* 


N nt b-nigd &zn.tk 


1 L " 
< thls- els 
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BEIDE aO, ee, 200 4E Aea, BEDUB v 使 上 式 右 边 小 于 


e?, i 5. 

ARTE CO. Z)SXE RET Cla, DJi EEEE, LAPE ie SEE 
Week, l 

4, WWE ”我 们 知道 在 实数 直线 上， 和 Weierstrass az PE 98 ffr 
的 是 对 闭 区 间 成 立 着 Heine-Borel Hw. AEDE AWE 
骨 闭 区 闻 上 连续 函数 的 基本 性 质 ， 如 量 大 值 定理 和 均匀 连续 性 定 
AFR, 上 只 要 仔细 考察 一 下 这 些 定理 的 证 明 , 就 可 以 发 现 , 我 们 可 
以 把 这 些 定理 推广 到 直线 上 的 致密 ( 即 有 界 ) 闲 集 ， 因 此 ， 在 极限 
论 中 至 密 廊 集 有 较 好 的 性 质 。 这 对 于 一 般 鲍 度量 空间 由 是 如 此 . 

定 灶 ” 府 基 空间 中 的 致密 闲 集 , KERA. 

显然 , 4 是 紧 集 的 充 要 条 件 是 : Av E-- AR FILECH CERT YN 
收 敏 到 4 中 的 一 点 ， 对 于 全 空间 来 说 ， 致 蜜 的 概念 和 某 集 的 概念 
没有 区 别 , 致密 的 座 量 空间 又 称 做 紧 { 度 量 ) 空 间 . 

下 面 我 们 给 出 紧 集 的 一 些 基本 性 质 ， 首 先 ， 度 量 空间 鼠 中 的 
莓 集 4 看 成 召 的 子 空间 时 是 完备 的 ， 

事实 上 , 由 致密 集 的 性 质 5", 紧 集 4 中 任意 的 基本 点 列 {z 小 必 
tot. VE x. ru IP 4 是 闲 集 , 所 以 EA, 就 是 说 4 中 每 个 基本 
点 列 必 收 伍 到 A chat Pis 所 以 44 是 完备 的 子 空间 . 

下 面 我 们 把 直线 上 的 Heine-Borel 有 限 枝 盖 定 理 拓 广 到 一 般 
的 度量 空间 ; 进而 推出 紧 集 的 特征 性 质 ， i 

定理 9 (Gros) WA AE HERE Aa] P ip o Ks, CER HH- 
EFÈ, AnmcmA. MJO, Sed ht: Ir 


Gocs 
E3 OL, Os, ttt. OQ, SE d: 
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证 HARRESA, ER DT AS OSEE o, AER e 
的 一 个 p- 环 境 OCz, p) CO, id p(xYX E BL Oz, p) &TeG? IR XE 
个 开 集 之 中 的 这 种 Pp 的 上 确 界 , 那 未 (72220, A HERR 

inf o(z) =p >00 

出 下 确 界 的 定义 , TARR A hp ASN HER plap BUT. 4 
是 致密 的 闭 集 , (a. PAGAR TX (uL COT Ah rk av. DISP 
覆盖 4, 必 有 开 集 O05 多 ,使 得 aO. AEREN oE OQ, p) 
CO, Braga 当 忆 充分 大 时， 例如 当 tk I. Pp (go, an) < 


2. Bib, O (a, P )CO(n. p) CO. XE dS 当天 > 时 有 


2 
p Ca.) L5. 所 以 Po 六 全 >0. RER po 为 紧 集 A i5 5 puta 


数 ， 
ELA A 是 致密 集 ， dix PO 3, E 中 人 必 有 有 了 报 个 点 ir, Xt LA 


EUR A (6 -0,- 0, 这 里 pe 是 AURI FUIS, hF os infe (z)， 
所 以 p Gi) pir mL, 2, n), ATG p) 7-9. BL pO RE 


LI F-E. = a ni B ) 
X. AMO PES IHE D O(s.. ros) 因此 


Uo Ü ofz., DE A 
定理 证 毕 . 
这 个 定理 也 称 为 有 限 福 盖 定理 ， 它 的 逆 命 是 出 正确 . 
定理 10 设 4 是 放量 空间 召 中 的 点 集 , AUR RT TEE 4 
的 开 集 小 中 必 有 有 限 个 开 集 责 盖 4, 那 末 4 是 紧 集 ， 
证 《 反 证 和 法) 如果 4 不 是 致密 集 或 闭 集 , 那 末 4 中 必 有 一 列 
互 不 相 闻 的 点 {x%,}, 它 不 舍 有 收 钙 子 点 列 或 它 收 仑 于 8, 但 8E4. 
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在 不 含有 收敛 子 点 列 情况 下 , PESE C — (ns MORRE 含 一 个 
A a 的 集 ,在 {x,} 收 敏 于 的 情况 下 , RO= {e UG. 显然 ， 
在 任何 情况 下 , C 是 总 中 闭 集 ， 同 理 ， 对 任何 "=1 2 …， 集 C- 
GAERNE, HERE G, = (zx,) U (R-C) ÉJEB, XLI G R-C 
-24-(2,), 所 以 


0.=U LCr,) U (R--C)]DA 


Ce 


1 


RG, A ORAE. Ph BRE, 应 有 自然 数 ,使 得 U G,-4A, 但 
是 i 

Ü G,—in, tts Es] U (E-E) 

=i 


所 以 ta E [J G,， 这 是 矛盾 , 因此 4 是 紧 集 ， 证 毕 . 


根据 定理 9、106， 我 们 可 以 给 出 度 是 空间 中 紧 集 的 另 一 个 定 
文 : 设 4 是 度量 空间 忆 中 的 子 集 , nA Rb dg DG 4 的 开 集 族 中 


 » è v e e y o ù > > p a b 


ROOF 4 4 o3 3 85 & ^7 coa ——»0 »  rF 095 3 - —c- 


5， 紧 集 上 的 连续 映照 ”我 们 现存 把 闭 区 闻 上 的 连续 函数 的 
基本 性 质 拓 广 到 度量 空间 的 紧 集 上 来 . 

定理 11 设 马 是 紧 集 ，f 是 已 上 的 连续 映照 ， 那 未 万 的 象 帮 
二 f(D) 册 是 紧 集 . . 

证 Wb) 是 吾 中 的 一 列 点 ， 祖 应 地 有 如 中 的 虚 列 Gu) 使 
得 y —fG), n=l, 2, …， 因 为 万 是 紧 集 ， 所 以 {xs} 含有 收敛 
Cn), A 目 zw~>zoE BUB fdmz. 处 连续 ， 所 以 f(x0) = 


limfGr,,) =limyn,. 因此 ,如是 至 密集 显然 F(zo) CE, DÀ 


ERNS. he. 
定理 11 的 证 明 也 常用 下 面 的 方法 : WO Sk —^- 于 答 


$9 mum O | T 


深 ， 对 任何 OEL, AA f ESO, NIA 广 O =G ROTE. w 
BR, B= iG f^ (0) 2G, OCC? Y FED JE iS, Be EE RC 


Guo Gn (J 6,25, Mili [J Of, JR 0,- (09). 这 就 
n=l 四 一】 


是 说 了 (D) 是 紧 集 . 

从 定理 11 的 第 一 个 证 明 的 过 程 可 以 看 到 成 并 着 下 面 的 

X1 度量 空间 五 上 的 连续 喘 照 必然 把 Cds E gena 成 致密 
5. 

X2 Jen D ESYEAERYE 了 必然 有 界 ， 而 
H.E. FRR RD. | 

证 由 于 了 (D) 是 实数 直线 上 的 紧 集 , 所 以 了 (D) 是 有 界 的 , 即 
有 常数 及, 使 得 | 了 f(r) | 之 KK,zED， 叉 因为 FUOD RR RR FUOD 
的 上 确 界 及 下 确 界 各 也 在 f(D) 中， 于是 在 D 中 有 se zi 使 得 
fen =g fa) =y, UER, 

系 3” 紧 集 上 的 一 对 一 的 连续 映照 必 是 拓 扩 映照. 

证 设 了 是 紧 集 万 到 鼠 上 的 一 对 一 的 连续 喘 照 ， 要 证 明 逆 喘 
下 六 :是 连续 的 ， 事 实 上 ， 只 要 证 明 fO 的 着 映照 了 把 五 的 任何 
闭 子 集 4 映 昭 成 闭 集 好 了 .因为 如 是 紧 集 ， 所 以 闭 子 集 4 也 是 紧 
集 ， 因 此 站 -0 也 是 紧 集 ， 广 ! 和 了 一样 是 连续 映照 ， 所 以 是 拓 
FHR, EE, 

RETIA DAE H ERREEN EEZ h ARS 
GESTE, 可 以 证 明 , 紧 集 上 的 连续 映照 具有 均匀 过 续 性 ， 也 可 以 
象 在 闭 区 间 . 上 一 样 地 定义 等 度 连续 函数 族 ,并且 把 Arzela-Asco- 
i 定理 拓 广 到 诬 量 空间 中 的 紧 集 上 去 .这 些 证 明 几 乎 和 在 EA 
上 的 一 模 一 样 ,我 们 这 里 予以 从 略 , 读者 可 以 把 它们 -- 一 写 旦 ， 那 
将 是 很 好 的 练习 . 

6， 有 限 维 赋 范 线性 空间 ”我 们 现在 要 过 论 HRA MEE 
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HHC pei Minkowski #2). 
定理 12 设 B, Ji n AiR EER EEZ I, en, es em 是 BB, 的- 


一 个 基 , 那 末 必 有 正 数 cn oss 使 得 对 于 五 中 的 每 个 rom, xe 


T [Sr «ri«e, [en (9.3)- 
"m TE 


ULUT A: Cen p eo, n) > Dlane, E n ELERA JA E 到 
» zl 


成 立 着 


B, t8 35 41 c IR. 
证 因为 2= line. 所 以 


HESS ix, [lo] 


«uz ie. 1? TAL (9. 4)- 
v x1 . 


取 = [Elei Wok eco, 而 Bislse [27 LI 
3 — A m., tE E" 中 的 单位 球面: 
- S8 (Gu 222 | De. 

AES EHAR 


了 (zh En th Ea) = 


* 
» ze, 
rel 


MR FES LERTE, REEN FES EITAN cz 


a 
Sre, 


px cl 


Ca — inf 
5 


I 2g S AE E" vh itf ERST, 因而 是 紧 集 ， 由 定理 1) 0738 2, AL 
机 证 明了 是 连续 的 , HEAR foe Liy TAR- JE f GS EXE 点 的 
ER RELIÉ, A AET 0270, iR CD. d) 

fG. cs m) fisso 


Ae | 


«[zre roe dem [Xp t 


TA f ES CINES A, iU S LIAT n e 根据 范 煞 的 唯一 
广 条 件 得 到 0,70, 


对 于 B" 中 的 非 零 向 量 x 二 了 31,e,， 作 各 = 一 
v ci P3 


»-—l,es og, HORE BOE — 1, LUE 


ee "n E SF Cén t Éa) 0a 
所 以 (9. 3) 成立. 


Hi (9. 3) ili 1 A — Anieli- 9]. 并 县 
HA7s— Any cota y] (9. 8) 


BIA, 4 和 和! 都 是 连续 的 映照 ， 又 显然 4 是 E" 到 Bs 上 的 -一 
对 应 , 因此 4 ETN, IEEE. 
R1 REAR 维 线 性 空间 B. 上 定义 了 两 个 yate llm 
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|o 那 术 必 有 常数 M>0 R K>0, ERI FEM- PEB, 成 
立 着 
Kjvel«iveicMIv] 
事实 上 ,上 只要 对 [有 及 Hi 应 用 (9. DTT. 
为 了 说 明定 理 12 中 的 结论 ， 我 们 对 一 般 的 线性 空间 (不 一 定 
是 有 限 维 ) 引 入 好 下 的 概念 : 
定义 ” 设 吓 是 一 线性 空间 ,上 和 |.1; 是 在 如 上 定义 的 两 个 - 
wg. REEE e 和 cz, 使 得 对 于 每 一 点 ER, H 
cfel leler (9. 6) 
BRE S Ale Fa 是 等 价 的 . D 
如 果 存 在 正 数 cn c 使 得 (9. 6) 成 立 ， 那 来 ， 令 eer 
ei—o, EA 
eilzliIzfsmeibh, zeER | (9.7) 
所 以 , Ap 28 3L) 30 [ h 等 价 , MRI Tao] a 也 是 等 价 的 . 
VerEzR PERLE 54i 8r fX h mlle RAES 
2 9 SX DNA TE x RI. iu 29 GC, E LOO, id. XS ERE 和 
i: 1; SEU ERR DEAE (OL 110 5808 E 12 H ARI 9r i ec 
是 一 发 的 , 也 就 是 说 , 1, — 01,0 5x. 7 0 这 两 件 事 是 等 价 
的 ， 
Bib, 251- [i fru Do SEE, CR, 110 8O2, [10 mE 
构 的 ， 
.定理 12 的 系 工 说 明 , 在 有 限 维 线性 空间 上 ， 任 何 两 个 范 数 都 
是 等 价 的 , 任何 两 个 # 维 赋 范 线性 空间 都 拓扑 同 构 ， 
R2 有 限 维 赋 范 线性 空间 是 完备 的 . 
证 设 {pm) Afi EM 范 线 性 空间 再, 中 的 基本 HU, E 


呈 与 范 数 等 价 有 关 的 有 范 数 强 , 弱 的 定义 ,内 见 第 若 章 34 的 (4.3). 


$9 su Tip 


(9. 5) EC ca>0 全 得 
l4" Gu 2011 P»— pil 


BIA CA"! pa) A& E" rp f ios Ps 因此 及 ee E", BER 
[A"'p,—491—0 (mco) 
再 由 (9, 3) 得 到 
149 — 2410 
所 以 B. 是 完备 的 。 证 毕 ， 

由 于 度量 空间 的 完备 了 空间 是 闭 的 , 所 以 又 得 到 

X3 任意 赋 范 线性 空间 的 有 限 维 线 性 子 空间 是 闭 子 空间 ， 

从 定理 12 又 可 得 到 

定理 13 有限 维 缸 范 线性 空间 中 任何 有 界 集 是 致密 的 . 

证 iF B. 是 4% 维 的 赋 范 线性 空间 ， 那 来 B 和 % 维 欧 几 里 得 
空间 E" mA. ia B 到 E" dnd BAR f, 那 来 大: 也 是 拓 
JBa, T OB, 中 的 有 界 集 A, TAE E" 中 的 有 界 集 ， 由 定理 
LICOR E* 中 的 臻 密集， 而 沾 密 集 在 连续 映照! 下 仍 是 致密 
的 ,所 以 SCODE A JE B, PORER, iE, 

Bs 3, 我 们 可 以 证 明 : 如 果 在 一 个 赋 范 线性 空间 中 每 个 有 界 
集 都 是 致密 的 , 那 末 这 空间 必 是 有 限 维 的 . 

为 此 我 们 先 介绍 F. Riesz 的 一 个 引 理 ， 

在 欧 几 里 得 空间 中 , 对 任 一 线性 真子 空间 , 上 有 一 单位 向 晤 与 
此 了 于 空间 的 “距离 "等 十 1， 但 对 于 一 般 的 赋 范 线性 空间 , F. Riesz 
证 明了 下 面 的 

引 理 1 FERREA R AHATE, JAE EAR 那 
RAF 6.061, 必 存 在 吾 中 的 单位 向 量 ro 1o] — 1, 使 得 

Pizo Ee 
证 AFE ERKATIR, ffGR—ZAICRE, Xgh EA 


一 一 -一 一- 一 人 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -. 


116 qmi EE ii 
ify, d $ 4 RYS Sp uS o, E) =-d>0(mẸ olz, E) =0, 


BAR acE- E TROU d, abi Eis a MO 


fl xp — EE klel =1。， 对 任何 xEB, A e jar |], 


Iz 
MU 
jz- ix i fz r [zd 
Ik 
Ini - 2 d (+z 212] 
SCR 


于 是 Pfzo, EYmd/(dx- xl), SIBEWLEB, 
TAER HET HER He S jn] m CR. ZZ fa] B9 — A1 de ALPE B8 


定理 14 如 昌 赋 范 线 性 空间 吾 是 无 限 纵 的 ， 那 来 吾 中 几 有 不 
grs td Se 

证 其 实 单位 球 lzjls1 就 不 是 致密 集 。 de cB 任 取 — A 
Hi as, Jels F R 表示 由 -号 成 的 一 玲子 空间 : RS 
[zircan.adE4*) TE RAR 由 定理 12 的 系 3 S REG 
的 闭 于 空间， 由 .上 述 Riesz 的 引 理 ， 存 在 n€R, fe] =1, de 


plas Re. BAUR R 表示 由 2u gs 张 成 的 二 维 子 空间 , R 是 


- Rit st RAR, PETAR R, EM Riesz 引 理 , 这 
样 继续 做 下 去 ， 从 R PER T — APE Y ma {e k= 1, 2, e. DA 
—3 Bi FH (n, h Rma Ez. 7 Fit, ti H. 


$9 AEE ri 


pun B). £-1,2,-- 

Pig? uv 时 , 由 二 ERa 
, 1 
EA PLEI R) > 


kA A HERE a ATEA, RAA RE e Ss pE 
致密 集 ， 证 毕 . 

37 了， 症 紧 集 上 的 不 动 点 定理 

3/35 gi 7k Brouwer) Bi Jc Min d 69; OR EH T YEBKUL 里 得 
DIDI CP 自身 的 连续 映照 必然 有 不 动 点 ， 这 就 是 
Brouwer 不 动 点 定理 ，Schauder 后 来 把 它 推 广 到 很 一 般 的 情况 ， 
这 里 我 们 只 叙述 一 下 在 献 范 线性 空间 中 的 有 关 结 果 . 

定理 15  (Schauder) Wi E EMERE 空间 ， 4 是 六 中 的 
TUS AE. 了 是 4 B8 i IIR, 那 末 必 有 x*E4 使 得 

fG) x, 

屿 于 这 个 定理 的 证 明 较 为 复杂 , 我 们 把 它 略 去 , 参见 [4]. 这 个 
定理 的 更 一 般 形 式 是 $10 定理 1， 在 第 五 章 $6 中 将 给 出 这 个 定 
- 理 的 一 个 重要 应 用 .不 过 在 那里 直接 用 色 的 是 下 面 的 不 动 点 定理 . 

定理 16 (Schauder) i2 X E Banach #0, SÆ X hii 
HE, D ESAS fix SERRER, JE H. Se 也 (38) 是 臻 密集 ， 那 末 在 8 
VIA TE x, x—ó(), 

为 子 利用 定理 15 来 证 明 本 定理 , 还 需要 用 于 直面 引 理 ， 

SgB2  jtX E Banach 空间 , ARX HAER, MR AA 
包 &6DAE X rh ff Sc SR, 

证 由 于 4 是 致密 的 ， 所 以 它 是 有 界 华 ， 因 而 存在 79, 
AC OQ, r). 因为 开 球 O0, r) REPE, BEEAACA) COO, r). Aa 
A EI yE), yl. 


TO 
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h FX Banach £xjnj, 要 证 OERE, RRi BC 是 
完全 有 界 集 就 可 以 了 了 .下面 就 米 证 明 这 一 点 . 
3] fEfnf 22-0, 现在 证 明 集 


ACA) = (Faa, lg, 270, 2, A, Sa =1, i—1,2,- 


221,2,«] 
有 有 限 e- 网 如 下 ; 对 任何 e0, AFART, AFE AH 


GB ef. os EA i=l, 2,…, k, IHEM y= sebo), 
AU cs n ATEA Ofat, E ) 中 的 点 ， 不 妨 设 为 《必要 
时 可 重新 编号 ) zj、…、zt。 然 后 考察 zh tt，，…、zr 中 所 有 洲 入 
O( 坦 ,党 ) 中 的 点 ,不 纺 设 为 (必要 时 可 重新 编号 )z1,.，、…、 zi 如 


此 依次 考察 ， 记 B, = Das Pa = Ys Be Sas, RA 


Hài 


BO, PLZ, kk X Das, 如 记 b =0, ind p» 


k n 
I9 851 -- Sol 

i=l $-1 

b m \ li 
= xi D a 后 一 I «s | 
V didt Í d-ig-kh 

k li e t 
«T = «zi e] Ay 


i=l = 人 -二 1 


ik LEE ACA) 中 任何 一 点 = miae DENE AG. ms gi 


3 题 119 


s (90a A0, $10, RIEA P fat 
使得 

ls- nb (9.8) 
可是 Mrd os aD RECTA d CR ARR a, s ot 张 成 的 天 的 
子 空间 ) 中 的 有 界 集 ， 它 是 致密 集 ， 所 以 AG s aD 有 有 限 


k 
E : E 
? - [B]: gt, t LEM 39 = 2 BUT, J1, A *", m, 因而 对 性 何 


t=1 


yo Un, xi) HART yi 使 得 


ln vi (9.9) 
再 由 (9. 8), 就 得 到 对 任何 JERA), 必 有 相应 vt, 使 得 
ly ye (9. 10) 


显然 pi EAC, ns CDCR), jeoi1.2-es.m. BL) ACA) 
的 有 限 e- 网 ， 证 毕 . 

X ESMEE, ROERNE, 

证 RARO 是 致密 集 , 所 以 ACAD EAER, DIS ACA) 
Eng, MA 天 有 有 也 是 凸 集 , 因此 EOD Je ER, VERS, 

定理 16 的 证 明 de 4-008), ACS, pim ACDC 
S, XR GCADC 68) = AChCD, AT d sTEUIR Mort d fi 
下 4 到 自身 的 连续 了 映照 , 由 定 蛙 15 知道 必 存 在 YE AC) CS, 使 
Frapis) Wh. 


3 FA 


ji. 下列 复数 集 哪 个 是 致密 集 ? 
6) 人 13 六 1 GD iz]zz-—2]; (D fsler=1}; Gv) fs11zl 是 
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TXTi€B4s. 

2. REE- de dE Eco fo i L3 X A cue e, LEUR K JE 
wx. 

3， 举 一 个 度量 空间 , eto E bf — seen BE ROT REC IS 

4. UA 是 欧 儿 里 得 空间 如 ' (p, 10, | ACE RE A SOT REGES BEA 


8I A (0, AEA h RER TANA RO) tet. [ ] 0,4. 


LES 

5. EH] BE 4 中 空间 E" RP G EER R Bf, 结论 仍 坡 立 ， 

6. 如 果 将 完全 有 界 桌 定义 中 的 有 限 e -网 (zs mec, cR 的 点 要 求 
TEAG =1,2, ^, WQ RR (RARO ELE oa 天 人 一 2, m). ERRER 
Sof E EBREL., 

7T. WX SWEET, AXE AL WEB A esci XE 
HAE: 对 任何 600, OR XARRAT Meo 合生 中 每 个 点 与 ML 的 
IRAD s. 

8. BARRERAE PHRA, CR.) 是 4 的 一 谈 闭 子 集 , 如 困 (PLE 中 
BEARRA Pa Fin 的 交集 都 不 空 , WRNF UTE. 

友之 , MER ARRATE: 对 于 4 PERMIT AROTAR}, 
以 任意 有 限 交 和 集 不 穿 必 可 淮 出 (3P, RES, Sh 4 必 是 紧 集 . 

9. dn TEH EB AGqUEBHDRGiR bd BILE: BB、 是 中 中 两 个 子 
W. n BNA TERZA A HATE, 则 称 下 相对 于 A EAR. 

证 盟 党 4 是 吾 中 贤 集 的 充 权 条 件 旦 对 至 中 任何 组 对 于 A p nA 
(P, BEBE A Uo. DARRE pap zs dn MLDIAE 不 空 . 

HAR: 存在 启 基 空间 刁 以 及 且 中 非 紧 集 AQ REFERERA tR 
eh EXEC IR ELS (Pops 总 能 从 {PF} 的 有 限 交 在 A pdpssiE I DF. 非 空 ， 也 


OLLES 


10， 评 明 鞠 限 维 的 Banach 5s EPR RES RER E AA Sic SER 
11. REX E XNUEIS Banach 空间 ， 证 明 必 不 存在 一 列 有 限 维 的 子 空 冰 


QU), d X= LJ x, (从 而 可 析 无 限 维 Banach 空间 中 不 看 在 可 列 个 向 量 


入 = 


Te, 39g Hamel 35), 


ie 


Sk RC ro Ron s 
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12. i$ C.'ab]É [a 的 上 满足 Holder 连续 性 条 件 
[féo—- £002 s M| t7 2, CCCa 8] 
TIH. f 二 0 的 函数 合体 ,这 里 ML a 是 正 的 常数 ,并且 0<as 委 1， 在 Cura, 
如 中 规定 范 数 各 下 : XP feCgta b), 9 


| 
IFIS sup - prp 


TH Cela, D B B fS E SE o8 BEES ERPF. 

13. ERẸ B, RE HEREIN, DOR, f JE DS B, 中 的 上 映照 ， 如 果 对 于 性 
一 正 数 s, xin FAEK ó, 24 z, xz ED， 而 于 适合 pir, OO Ó Bp, RH 
p GD, f) ce, BS f 4E D ERIS SERERE Co SEXEBO E: ERAD 
EMEEN EGAn, 

14. WX E MESH PESSIRI. guo ee, ga EXER HER. EH, E 
rCX, EM TENE AL, on Mod 


TES [inf K-Z ha 


i=] 
共 中 Ane An En DERE. GE db, max ARMEI, Fn 8m 是 
线性 无 关 的 ， 那 末 达 到 上 述 极 值 的 21.0.2 UE BS. 0.84 DIE 14 
15. 举例 阅 明 引 理 2 cp X BUDE CT 4E Ze RESI, Er T SR UR ir 
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1L HtA DEEG pE a eE GERI EG DIDGOE D EE: 
召 引 进 了 与 极 赂 有 关 的 概念 如 开 集 ,、 BIAOS AES. BORSA pM Une 
限 概 念 并 不 能 利用 距离 来 描述 ， 钢 如 区 数列 处 处 收 禾 的 概念 就 是 如 此 . 
例 1 EXE- ROO ARX bg ERES. XE FIC ROO, 
FERK) dE 39 —U) xcX 
limf, (x) =f GO) 


BREER ar YE X ERF f, i070 fof. DpXOQEBUGCRT RU 
S, AA AR MEAK HEE PT LA SLA BER S sr CARO Un. Sim 


Xz-ix, Inl, 2, 
24 f, gcRCX) b, 规定 


Men roe er m mna i re m a a M +- 


122 px EEZ 


pS 

IERD, Pp} 是 一 度量 空间 , EL (£P) dE X. Fab Sb ACT fate om 
ps P0 
热 而 当政 是 一 个 不 可 列 集 时 , bGCRUE X. ROO b iSiB Es oCf m. ETa 
EX E hbAilt or £P. o Gu, 让 一 0. 
—— án X-0, 133, (r HIELO, 13 ERE BR Ae Fs, ERI e BRELO, 12 
.E— 3 S ib HERE Pus, bon 1,2, AERERC T 
. l, zr. 
exi ern (m1, 2, n) 

3X45404p.GO 在 [0,11 上 处 处 收 敲 于 Dirichlet 函数 Did. ETE 
[0, 1). E Sc SE EE HR CU ££.) 处 处 收 化 和子 DC). ek b, 如 果 连 续 函 数列 {f,} 
BbAEREOBECE DG), SIE RELE fot 9: Zt e, f 


XQOco- Lj V n x(f.o- 1) 


LES ES EE 


ur x(f, sco L gato. IJERI pau ñ X(f <e- i)jutng 从 而 


XDE) 是 可 列 全 闭 集 的 和 ， 特别 中 一 于， 生得 到 79, 11.E JG ERE Ze PERF 


以 雪 示 成 可 列 个 闭 集 的 和 ， 关 不 可 能 (参见 第 一 章 84 212D. ME k EH 
L0. i 上 处 处 收敛 不 能 用 距 南 收 伍 来 播 述 ， 想 如 有 革 个 上 距离 o PROPRE AE 
Qin UP olta, AHE HET m Olfa OOk), MAITES 
ka EE oae, Pa) «i. 又 因为 olp, D) 0, 所 以 


. p sis, D) 0 
BUR PE BE ERG n bAT Doo CU CRORTI SOR. XE tS US. [0, 13 
I && Bc PL B A Kb Mc De do d I GERE ES defin, 

Dij. SCALES EUER AE OE ie BE kc RE KC 23 — 89 00 He RE 理 
dé. XE, 3E 4 BRITAN a (ME 2:87 CLR AE FÉ GR 8 RE E B 
RE, MAREMARE. DIE T M OC h AE 
RAZI hE og 3p fr. HE RT DURLUROY cfe fp, PAH EE 
de SE GLA UG PIRA UR OR, Gd S 4 OC OS LEUR REBEL A dh. 


-r 


—- 


A 


ILL dA EE 
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3C RH XXE AR E ae FE D UE 7I SR 3 — ZR. 

EX HSE- TAAR, C RES dre dh sk — p GE, Ange 
B M AR dE: 

(Q1) BEARN S EG h; 

(02) (C mE RE REAL AE TE € 中 

(03) 菊 中 任意 两 合集 的 般 集 在 E h, 
MARRE E 为 室 间 好 中 的 一 个 招 扑 (结构 ), 而 称 05, 6) 为 一 大林 空间 ， 有 
叶 简 举人, 他) 为 MEMCL TET SRA. S S h ERRA NEEUE 
FERUZA r FRU Za Ek x 的 环 塘 ( 或 都 城 ), (EDIOC OT B9 4 3-0, 
SiS mak. 

An GS, GO 3 AE AUT Ba fe: 

(4) XHETIWA- r, y€8, 当时 必然 将 c, y WSU fn V die 

Unv-—sz 

STE SE C5, €) Hausdorff 空间 . 

在 度量 空间 中 ， 我 们 总 是 把 控 $4 的 方 守 定义 的 开 集 全 体 作 为 拓扑 ， 因 
此 度量 空间 自然 地 成 为 一 个 所 扑 空 间 , ma Hausdorff Szíj, fip E 是 
ük JL HL AA, dc JL LA E R ER HH f i LH Gn BERE JL HL P s, (En, C) 
WAR a HTE. 

例 2 RSIR, 4 oC E OSMSOPREAjE, PARR CRIA j 
RAAMI. Amta RR Hausdorff #0. 如果 我 们 取 

E={0, 8} 

这 时 C 局 成 为 一 个 拓扑, REAR 58 ATEA dT. SRE 
凡 拓 站 不 是 Bausdorff 空间 . 

但 基 我 们 次 直接 绽 出 一 个 空间 中 的 扩 牛 有 了 时 是 比较 费事 航 ， 例 如 在 庭 - 
入 空 间 中 我 们 是 先 给 出 每 点 的 一 种 特殊 的 a- 环境 ， 然 后 再 定义 一 般 环 缠 以 
EFS. A, 有 时 我 们 阳 要 利用 在 一 点 的 一 族 特 殊 的 环境 来 定 交 开业 ， 

XX GS, CEHA, x€S. XE Gn 是 < 点 的 某 些 环境 所 
坡 的 环境 娠 ， 如 果 对 z 点 的 任何 环境 了 必 有 有 Uea) 使 得 UcF， 那 末 称 
uwm E E s 点 的 环 十 基 . 

Bi£g?spE EA ERRE, zcH. Hx Gi) 一 人 (5 rlr EER, ME 
EREE s AAA, TA, ar(e) — (O (x, n] e 是 正 有 理 数 } 也 是 区 点 的 
Ag E. 


i24 žk RtH 


中 理 1 US, OMER Q1) EE m SER MENS, BREDH 
iR ARD. 

(NI) de VER OD) gH Eon 

(N2) RHET U, UE Cet UEa Gr) (B 9 UCCU C1 US 

(ND EE UER OD, ii B. yCU, IRGA VEM (go fice VOU. 

证 ”由 于 境 的 定义 得 到 (8YD。， 当 区 ，PaE G0) IN, UL (VU, E e i 
且 . 也 含有 3s， 起 站 它 是 点 的 环境 ， 由 呢 (四 ) 是 环境 基 的 定 交 有 VEE 
得 UCU NUn BAREND, PIENS): i Uewe) NUR U ENE. dn 
JE gCU, UK U E y RE, T Qu GOD JE y BUSR IAE, 有 VEN a) d V CU. 
WEHE, 

ERZAR V XGA Tg LSETSET1dM EE 521 

HT-ENEC EE EE ETAT E ET SEIOES 3 101. 1-61 
Ep bHDAGEQND, (N2), CN3), WEGE 1 9E — f i EC B (an) 
RAG dE x 点 的 环境 基 . 

证 “我们 利用 Ui), 5 ELEWE: EERE PETAR 
X0 42,| ACA Y, PERE r, 性 意 取 (n) th S I EU MIFE 


U- U v, 00.1) 


B U), ES 造 出 的 这 种 类 型 的 集 避 的 全 体形 加 上 空 集 多 记 为 多， 现在 证 
EVE UR PISA Af, 

(i) 我 们 对 每 个 LES 县 一 个 VEN Cz), 由 0t Co BC BE 1 EO AEQ D 
Fa S= |] UE, BAG BIRATECOD, ARIECOD EARLIER, E 
iE(08). 设 Wa, WatE, 性 取 

yeW —W; W: 
ETEF, O= D, RFG D, W= LL) vin RARE Ui (o, 使 得 t 
AEA 


UP 2), ABA CEUC.) MUR. yeu, CW, (CU, — US (2, R), B 
ANGA V.Eat (an b BE VLCU,.. dT Vu V.Eot GO, WRN. 对 
dé ycW 得 到 下 yE 红 Cy), BU 


H 1 
reh re Nvr 
rsi »=1 
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w-ljv, 


这 样 一 来 , WEE, A C RAR, 

还 要 证 明 Grm), z€8 ERRESA C R E E. 首先 说 明 每 个 
QD RETE SR. ER, RUE HEC. DB OUR IR 0, gy, HUBER U, 为 区 
XLHDAnU X Ehe, Ele, 任 取 区 在 8 点 的 一 个 环境 9， 由 于 OE 区 ,根据 


Q0. 0, O= L] 0, 因此 必 有 某 个 ES, Ucaro e f 8EUCO, 由 条 件 (3) 


REG 


HE 


di Véae (3) (E18. V UC O0, WEL G4 D. g68 是 环境 基 . 
Bua PEH HUE 15. nU 09 —1- d E, 由 于 对 一 切 zE3, Ha) 


CE, BAG Hur U-l]ue. xibk dmg X GUERRE 
AGA 


元 素 , 对 任何 SEU, 必 有 arii OC CU, A= |]  ococe. 
parc. 

BUAC€-G. Wh, 

ko HIA 2 中 的 拓扑 区 为 e), x68 导出 移 拓 扑 . 

如 果 我 们 要 给 出 折 扑 ， 根 据 引 理 2， 只 要 给 出 请 足 条 件 (wl 一 3) 的 桌 庶 
ma), ES TT. 

例 3 我 们 考察 例 pE RA) 中 任何 一 个 子 集 8、 对 每 个 SES, E 
TER 4 和 人 尾 嘉 有限 个 m murs Xa 下 ,定义 

U(fizi, mu 0 mglgeS, |g(z.) — fir |a, 1,2, m) 
RRE m mU xum za )]n 为 自然 数 ， x 6X, a0), EB 
4 (f), FES WOB A ÓECN D, (N2), ON D, HH LBE2, CRAE Bo dn dh C, 
使 n (P), FES 是 环境 基 . l 

RATEM EE A, — HE ERA d h 3A A AAA s. 

定义 ” 设 (5, 多 ) 是 一 个 拓扑 空间 , {zx} 是 号 中 的 点 列 , zEB。 和 如 果 对 于 了 
ETIRI O, 有 自然 数 N. 使 得 当 IN 时 , 2,50， 那 末 称 z, et th EOE 


. c 
SUTor. iBA re —— x mk om. 


我 们 米 证 明 , AMEA S HIRES EKAT f HEER TE: 
G 
4A fr >f. 
党 证 充分 侍 : 设 名 ->f， 对 任何 X, ERES e, BFU? E 


rr 一 
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TIRE, 这 时 必 有 自然 数 N, 使 得 当 nN 时, FLEU Cf e, e), MA | fa G0) — 
Tjee, MELO RbREUESECT f. bg xgk. dn f. KbRDUEORT f, 
RET fMMUGIIRERO. AM m.s Qn €X, a0 MU (i zs …, e a) CO. 由 
TAFE aer f, xg v. UTE ELA, 使得 当 REN, IM, (Fal) 
一 了 zy) | «2, Bb FUERON max, s, Na), MRH ncm IN ME 

FnEU (foa, n nua aco 


He. 

XX WE GU) Amia. aeS aR x 都 存在 一 个 环境 基 
az (2) e nj Pii, 那 末 称 (8, 您) 是 请 足 第 一 可 到 公理 的 ， 

ER ERAR, P 是 满足 第 一 可 列 公 理 的 ，。 因 为 局 人 ) = (0e, m) ir 
为 正 有 理 数 } 就 是 点 的 可 列 的 球 境 基 ， 可 以 证 骨 ， 对 王 例 3 中 的 s Heu 
R(X), 当政 是 不 可 列 集 上 时， 它 不 请 足 第 一 可 列 公 理 ， 率 实 上 ， 假 如 满足 第 一 
TJAM, *Pf—0, BER DEDSGEX(u 0018-12, ds) —U(S 
z(U. zia, BR A—inU1i—12,- mQ,ae1,2,-) ETAR, h 
TARTA, BU X-A Ri, IH xcX—AQUUEdEal0. 3E fom 
357 U (O; us m. EARE 

tatl, t — 
Tio, 了 EEE 一 
属于 如 (0), =l, 2,-—.. [HUE pGD CU (0, sa a). BEREIT RR] m, Q0: 
U(0, xg a). iX Eb BUE. CO] EGER BEA EU. DAEA 8 h, 248 Hob 
RD, 而 下 是 不 可 列 集 时 , miaa ROO Ai EA — A FLA ER. 

可 以 仿照 外 4 定理 二 证 明 下 面 的 结论 : 

383 设 (8, CO JR IRHFRZEII, ACS. KUBA Z0 BH, IME A ENK 
EXT. REPE ME ICEGEE T E EET T SEM 
4E fr c DICAT ABS -点 时 , 4 是 闭 集 ， 

因此 , 在 请 足 第 一 可 列 公 理 的 拓 赴 空间 中 能 如 用 牙 鼓 点 列 的 极限 来 描述 
闭 集 , 也 就 是 猫 壕 拓 扑 ， 和 但 是 我 们 注意 ， 引 悍 3 中 (5, 区 ) 满足 第 一 可 列 公理 
的 条 件 不 可 除去 ， 

Bia 设 豆 是 实数 直线 , 但 其 中 规定 拓 夺 站 下 : 4 G-(F—BjBXR 
中 的 任 一 有 限 子 集 或 吉 列 地 集 或 罕 集 或 RU. GIN ZEB IB (OU, © 中 没有 
一 个 收 襄 点 列国 此 任 取 (RB, 蕊 ) 中 一 个 不 周 的 集 A, EZ 4 二 [0, 02) ( 它 的 
佘 集 不 是 开 集 }, 它 满 是 这 样 的 条 件 : “4 chr ico eu ste DT A dh rn 


p) 
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(NA 4 hid ak SUR eee D. FEX ATP AE IRE, 

VV P kĘ ALSE- RET ZA PRÉS Sr RD rd EI E E Be A PAER OE E38 折 
TOY. E A S M AE nF. 

EL BoA EIE mA MEG AQ AICACH AC ER AS. 
Aa A, IRER EE IMPEIEÓM., 

SE 3B. i 4 是 一 个 定向 举 序 集 ， A ece AEM AEG pS aa 
BURL aequ. ACAI A ESRAR | l 

BAHN AA Aati A META RO AER, ERE Aa ENY 
让 号 一 种 特殊 的 半 序 点 列 . 

S55. CS, 区 }) 号 一 个 拓扑 空间 , ES, Gt (0) & m HRS — T HERGREGE, 我 们 
Ti ax Ge) rh Hsc UCCV BETA V «cU, Mak ERARA MUT E 然 
9t (x) 按 逆 包 合 顺序 成 为 定向 半 序 集 ， 对 每 个 UEa), ERr EU 那 术 
他 ED) 就 是 一 个 半 序 点 型. 

我 们 坝 在 把 点 列 收 伍 的 杂念 推广 到 半 序 点 列 ， 

XX GO GEIRR. {ra AEA E S rBoETJE SRM, ES. AnA 
t RIR T- PR BE O Jof A 中 的 指称 4 EE AoA M 

ENS 


TRAE EC HER HESS AEA} ESCT x. 记 为 n ean E ry. 

Tr EE dy Hausdorff 空间 中 主 何 一 个 收 化 的 半 序 点 列 必 然 只 收入 于 一 
d 

例 5 AAAA S 中 的 半 序 点 列 rs. 

利用 平 序 点 介 就 可 以 描述 六 集 , 因此 也 就 可 以 描述 拓 扩 了 

引 理 4 S UO E -Aba ACS, MEKARSARI 
Ab A hit A ET aF aT Aa IBS HR 

证 必要 性 : RARR, {rn AEA E a RREA J, rr daR 
ztA, PIR S— A XE c f HER, h mu oer 必 有 2.E8 一 4 XX rA Gp, WA 
tiA. 

充分 性 : E A dg E SEPPFE R A ACA. NMIKBECT Ap o0 
IE S--A FA TARRE, DA 2S4, 而 已 对 zw 的 环境 基 arn) 中 第 个 
MAU DUE zutA. ice nonas, UC (tz)7 CARET xf, 但 是 x&A， 
这 和 假设 冲突 [gk AGLI. utt. 


Cn MF CURT: EE rap RR e Rr e ESTAS n 
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EN RESER, GC. v-1,2 X Eh nd Znm CGICO. AER 
Hh G: EAE DE E r E 

我 们 注意 这 上 办 G ap T Cn GLAR HT RE G,— C, XR EDU 

SA CERT ER JI I TA ER HORT CE Lde d] CALI 25, 

引 理 5 SEE, 6. »—1, 248 ERST dad, GIC, Wein. 


. E G, 
ACA) ARS ripe AH, ES. R m; WE Ti >En 


HAR EES pa EA aI Oy. e A n P db E Pc T 
一 点 ， 

证 因为 对 r 的 每 个 环境 Oe, ARA OCGS Boe n v cech S oc 
立即 可 以 得 引 理 5， 证 毕 

讽 如 在 一 集 好 中 一 个 点 列 {z 由 和 如 按 离 散 丘 扑 收 盘子 zo, 那 末 当 4 充分 大 
后 ra to Bic eS AS (I nti IET mum, 又 他 中 任何 半 序 点 列 {z， ACA) 
ACE FL de dp HCM, FERAT Spe -点 ， 

Xn X HARAN bk BOO Bele 

pie = sup Fed- gG)l 


Prae iR TA S bo E akak at od. HUER gee E a f 均 
ANE EEA 

EA, Hata REPAS IE 8 4 的 定理 7 BR. 

我 们 现在 把 度量 空间 中 的 致密 闭 集 推广 到 拓 直 空间 。 

XX — EOS, GE — dndb dL ACS. 如果 4 中 的 任何 一 个 点 列 (ul 
BE TARAH AF A bi s, 那 束 我 们 鞠 称 4 是 列 紧 的 ， 

TERTE EES HHA ARAPE AAE ELA a TF AE S: 


SEE, ACS. (0, ADESTE, me oia 
AEA 


10, A€AT/S AI — IEEE. An S XLI dnd) zal, {0 XCERAROE SR. K 
称 它 是 一 族 开 覆盖 ， 

x X BRO, GNE f IPAE TRI, ATS. fme AWS FERT -iE HO., ACE 
中 必 可 挑 出 有 限 个 1 0), RE BERE A, OR ES AiR. 

报 据 $9 定理 9 和 定理 10, 当 苞 是 由 虑 离 导 出 的 所 外 时 ,这 里 紧 集 概念 
Tu XI Ets — x, X MILL AE RTE HE 8E as f] rjr HU c de 1] 6 Bj Bc RAS neo Rs de 
Wo. ARETE HAARA R PRESS EUR RAERGX IIIA E 
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不 一 发 的 . 

芷 离散 打 扩 空间 (5, Orb. 只 有 有 的 有 限 子 集 才 是 紧 集 :; 608, C) 在 平 
玫 的 后 扑 空间 有 时, 8 S ho TREE UR ER. 

我 们 更 可 以 把 55 的 过 续 映 时 概 念 折 广 到 拓扑 空间 中 末 ， 

ES 8, 6,0, v2 1,2 是 两 个 拓扑 空间 ,4C8 了 是 Ane, BERE. 
对 于 mid 如 果 对 于 了 Cxo) 在 €, 中 的 每 个 环境 Off GO 8r 2 TEC, 中 的 
环境 OG EB 

FO) (14) TOU G2 

MRIS XE 和 A AnGtfoXk A LARERE, MEE f GEHE 
Ia 

AER MRiEBEBEBRES CX ATAOH dg OCC. 

£000) = (z12€A, f (232 CO EG. YA 
例如 当 €, »-1,2 4&8 EHAA TF GT, T p DR 
Ilo r> r, £s 

FEAS, ČD AHS, GO ADER IA 24) 25: e IR D] TELE Pe f AE GE 

定义 FES, CORS: 62 pI RR, mE f ELEC mE 
Kena 产 ! MEE, SIE RE S EHRM, 

当 了 是 SoS, EAS ARRE EAR S ORAHA ER E 
是 E= {f (0) OEG}. 

在 第 三 蛋 中 订 论 过 两 个 空间 的 梯 积 ， 在 $5 中 讨论 过 科 积 底 虹 空间， 再 
ERTE 3b E SLE HB ADS HI, 

EX. E05, 6), v—1, 2 RA tita. $ S-—SLX S, 我 们 作 


G—4 [f oti xoro EE, j=1,2} 
À 


CEA uA E MKII, OE, COSIOS, CORRERE, 
WS, EDX G8, E), 

A OPUBnTRZRS f NCS: TAE SIME T I HRS eR, (一般 
说 来 , ez mi y Ap SE E E odes e Ro Nos Bum SESIO ZR 4 1. 

Ti Ans n, EIRT ERGE Gi) 5g (En, G"O Bh fa FPBUR ET JL IE BT RS 
厅 室 间 CE * m Etny, 

2， 括 扑 线性 空间 

比 荆 范 线 择 空 曲 更 为 广泛 的 是 度量 线性 空间 ， 


Gees 9A one A es de M Rum - me, má 
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TE WR DOEA ERAN, ROM KH aE e F LB: 
H. i ER tAE S ELEA. 就 是 说 : (8) Ma OE EER Anat 
Aant, Ia) CR, Eya, Ya >y, MER mb you gs (OO NOXAE IE E 9: 如 | 
JÉ das OF, aua, {i} CR, xí, HR apta aa RER GR, o) 
足 一 个 庶 量 线性 空间 ， 

特别 如 果 (B, 站) 是 洛 省 的 度量 线性 空间 , LUE UR, 0) Xe 38H CE rechen 
空间 { 它 与 57 习题 10 Bog X feda dS EK SL I 36 — tn), l 

B HE MESI ARM MERRER, RAKEAN ZE 线 
性 空间 的 麻 量 线性 空间 如 下 ， 

例 7 AAR S1 例 4.5 中 的 ss EA. C" La, 车, 它们 都 是 度量 线性 
空间 而 不 是 黑 范 空间 , 

现在 我 们 可 以 进一步 推广 度量 找 性 空间 的 购 念 ， 当 巴 是 实数 域 就 复数 
域 时 , 我 们 用 O ARF c BGB BE EIU LAC Fd. 

EX HRERS F ERIEN, KE, Od — 1 indh 
空间 、 它 满 吓 如 下 的 条 件 : 

G) (R, G) E Hausdorff 空间 

Gi) 吾 中 的 线性 运算 是 连续 的 : Cal miki i, g) Iz gy 作为 

(B, Œ) X (R, E) (R, CO 
(I HERE iE PES, EL COO Hrs 3€ (a, 2) ras 作为 
(F, (£4) x (R, (S) —> (E, ©) 


Rug HE B E e£ fg. 

MEER, G2 是 拓 直 线性 空间 (或 拓 朴 向 量 空间 )， 显 然 如 果 (R，P) 是 
一 个 度量 线性 空间 ， 在 及 中 按 距 离 p 引 入 拓 反 区， IRR, C) 成 为 拓 提 线 插 
"RH, 

dtr Vr Ac n dct Fo REF iio RhE, 

定义 ” 设 豆 是 实数 域 或 复数 域 玉 上 的 线性 空间 , (a, aCATRER Ef 
一 谈 拟 范 数 , 也 就 是 说 , 它们 是 五 .上 的 一 族 函 数 , 满足 条 件 CO dE PE. ni) 
时 和 (的 六 GDF tE: Gb ACF, CR. pg (A 一 | 天 | 了) (iii f 
RER: Hr, ERB, se(r-a0 Xp. -bpaGO. fü& E 12b JE AU 
(x): HAA ER, Ab 250 时 必 有 aC RH paQr) 250. 那 末 称 OR WR {px. 
acAT RR C EO OUS ER Pe WI, 

特别 当 二 是 可 列 集 时 , FR ERT IMARA, 
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BB Ia, 52 EARI, C" la, 51E Ca, 07] LERTA E 

e Bru na RR. RIEC e B1 ESLA -- FRUI FOE 
(el 7 max 27 Cei, zCO"[a, bi, n1, 2, + 
XcRE C" a, b] ERAT ao o1, 2, E ROG ERE AEE TRI, 

B9 EXA- ROODE XELERA AIE AE I. TE 
REA) LÆ SL ER p O), Exh Pi pD -]fGD], fEROD. 3E 
ROC BPCO EX R AML O A E 

LLL SEES PEST i R, aE Pa EA) E ERER E, RRF 
513 的 一 族 邻 域 莫如 下 : 当 368 时 ， 任 取 有 限 个 antea iA, ERER e, 
作 

U(zia, On 有 一 人 了 (< 
XT ER, jd 
aL) —(U (xs an rs am e) a D E EAM an n EH eO) 

形 末 容易 验证 它 满 足 引 还 1 hg CHRON D, N2) (N3),. B 8pm 2, EUR 
Hl gini. SEE dut e (ras EA Oh A RL R 
扑 成 为 拓扑 线性 空间 ， 此 后 对 赋 ( 一 旋 ) 拟 范 线 人 性 室 间 总 是 这 冬 地 引信 折 扑 . 
ax FE 8 pD ES HHR PES 8] SC m 0 y E rh e d de PES IE CXCTUR m odis 
由 来 . 我 们 不 准备 介绍 了 ). 

8 中 的 不 动 点 原理 可 以 推广 到 局 部 巾 的 括 太 线性 空间 的 情 膏 ， 

EE d Gehauder-Tuxouos CAPE EA) URGERE 
TUR, AGE Geo BAT REdA XO f E A—À hA, MRDA 
PEA fi S) fOn =p. 

KATREM ERLE 8 ]. 


COT mmm mn rm mee mm nail 


第 五 章 ” 有 界线 性 算 子 


$1 有 界线 性 算 子 

1， 线 性 算 子 与 线性 泛 隔 概念” 算 子 袍 念 (参见 第 一 党 $2) 起 
源 于 运算 ， 例 如 代数 运算 、 求 导 运 算 , 求 不 定 积分 和 定 积分 ,把 平 
三 上 的 向 量 绕 坐标 原点 旋转 一 个 角度 等 等 。 在 泛 函 分 析 中 通常 把 
鼠 照 称 为 算 子 ， 而 取 值 了 于 实数 域 或 复数 域 的 算 子 也 RAZ AR, 
简称 为 区 函 。 本 书 中 着 重 考察 冉 范 线性 空间 上 的 线性 算 子 ， 这 是 
线性 泛 函 分 析 的 主要 研究 对 象 之 一 ， 

定义 ” 设 4 是 实数 或 复数 域 , 他 及 了 是 域 4 上 的 两 个 线性 空 
ig, 也 是 了 的 线性 子 空间 , 了 是 吕 到 了 中 的 一 个 映照 ， 对 4+ED, 记 Y 
经 T 了 陕 照 后 的 象 为 Tz 或 者 T(z)， 如 果 对 任何 xz、yED 及 数 a, PEA, 
RER 

| T (ax -- Bg) —oaTr1 BTy 
就 称 卫 是 线性 算 子 , RD ETHEL Alo (T). WR ART 
—(Tz|zeD) 是 了 的 值 域 ( 或 象 域 ), 记 为 统 (T)，、 取 值 为 实数 或 复 
数 的 线性 算 子 严 ( 即 255(2DC A) 分 别称 做 实 的 或 复 的 线性 泛 函 , 通 
—O WX MESE GR. 

本 书 中 邻 后 所 讨论 的 算 子 ( 泛 函 ) 都 是 线性 算 子 ( 泛 阔 )， 

下 面 举 一 些 例子 ， 

DUX WERE 维 ( 实 系 数 或 复 系数 ) 向 量 空间 ， 在 R" 中 取 一 
组 基 {e es s enh 和 应 于 任意 一 全 ax nBEQLO, IERI» R" 的 算 


FTT: Mi men 
r=1 
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g= Tr= ye. 
ifii y -> LQ4,,u1,2,--, n. EX, RREH T iA RE 
v RIIA BTE A F. 算 子 了 显然 由 阵 
CL DU Bs, 有 时 就 直接 记 为 ?= (4,,). 

反 过 类 ， 刘 卫 是 RR 的 任何 一 个 线性 算 了 于 ， 由 于 人 Te, 是 ei、 

.ex 的 线性 组 合 ,所 以 必 有 阵 (2,,), 使 得 
Te,- te b i Egen 2 一 十， 2 {1. iF 


四 此, pro inse B, i TRUE VERE RE Tu — 之 49,e。， 而 这 里 的 y, 


UE un 即 卫 是 对 应 于 隆 (5,,) 的 算 子 . 


由 此 可 知 , 在 有 限 维 线性 空间 上， 如果 将 基 选 定 后 , 线性 算 子 
与 矩阵 是 相对 应 的 . 


i$ 1, 75, wr) 是 一 组 数 , 那 末 当 s= a. e, CR 


N= Ba, a. 2) 


4529 R^. LHP. En. An fh Om? 上 的 线性 兴国 ， 记 
&,—[(e,), v:=1, 2, n. 3888 f Hoi MEA, f ARRAL 2) 
形式 ， 由 此 可 知 , n HER METRI] ESRTETE ER SER C! on) 相 
对 应 . 

例 2 WI Blat BRRR ETR, MARBB) 


WR P(E e Dye Y 


POD) :a 7 P( att) 


ATT OUE eomme e. meee- e m me Reemi 
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是 Cere, 可 到 C [a, 四 的 线性 算 子 . 
d 
: P| — 
fiz(t)— (js, 
是 C*[a, bJ ERMEZ, 
A3 ERREARI 
Tigar (Cw 是 定数 ) 
是 忽 上 的 线性 算 子 , 记 做 aJ， 称 为 相似 算 子 (或 称 做 伴 单 位 算 子 ). 
如 果 a 二 0 时 , TEPAT WKO 当 a 一 1 时 ， 称 为 单位 算 子 或 恒 等 
Sei. 
BA. 设 (Q,B, yr) 是 测度 空间 ,(s,t) 是 (Qx9,， BxB, p 
xu) LEJRE, 并 且 | 
MEOD OLOR 
由 Cauchy 不 等 式 容易 知道 (参见 第 四 章 § 3 的 C3.5) 及 例 1) 
(Pa) (5) -[.&6. ta(1)dp(t) 
EEQ, B, DLO, B, DHRERT, ERIMERA TR 
理论 中 最 基本 的 算 子 之 一 ,通常 称 为 Hilbert-Schmidt 型 积分 算 
子 . 
BIS. 设 z(tEE( 一 co, oo), BKAT 
(TE) (0) = | e's 2) (RT :z(0)1—9 3(3)) 


是 (一 oo, 00) C( —o0, oo) 中 的 线性 算 子 。 
特别 , 对 性 何 固定 的 aoE( 一 oo, co) 
fir(t) (0) 
(i L(—co,coo) Efg£& ETE eR. 
HESJA 5 PETS SR Gi OE 09 — 9 JL (e BE. 
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XERE f ARX LRE. MEF peA 
(rf 750), 那 来 对 任何 实数 (或 复数 , 视 空间 和 为 实 或 复 空间 而 定 》 
c, RIKTE 

Lef) = {z| f(2)=c} 
AXAR "6 7; PR UE f =e. e= 0, 超 平 
HLA X RETER, RAA f ES ia 

ffl in X EARR LASER DE 1 中 记号 , 任何 一 个 线性 泛 

A f EMC. 2), 这 时 超 平面 就 是 通常 所 说 的 超 平面 
tir, HA Anta =E 
线性 泛 疼 了 除了 可 能 相差 一 个 常数 因子 外 ， 可 以 由 它 的 零 空 


说 决 定 出 米 ， 关 于 这 一 点 证 明和 如 下 : BoA ea R 


AK f WERN, BRNA. Eyer, BET fO 750, 可 
以 作 ze — 223 AS PREA f (zo) 一 1， 对 于 空间 互 中 任何 向 量 w， 作 


t] Sy —r—f(r)x,s Br f G)-0, Byte. Bburfgrex. 
SS y C, 使 得 

rc-gV-f(x)r, — (1.3) | 一 
mE g 是 互 上 的 线性 证 畏 ， 也 是 
以 为 零 空 闻 ， 那 未 让 (1. 3) 得 
到 


ES 
&Y 
b 


ü 


——————--cÀ 


g(z)-gGQ) tg Gf) 
—g(n»f(z) 
*—Ha€Xmir. Ub RUSIEUR 
等 式 : 图 osi 
g—^9(x)f 
EHE y 与 了 只 相差 一 个 常数 因子 9 Gs. 
分 解 式 (1 3) 可 以 接 形 象 地 说 成 : “ 非 零 线性 省 有 的 非 零 空 


126 LLL Eie A RE ESICT- 
实质 上 站 一 维 ”- 

我 们 也 很 容易 看 出 , S A ERTETE UR fg, 如 果 对 某 个 ce 关 0, 超 平 
in L.CP E BEER EOD $8, 从 而 超 平面 f=e (o 是 任意 非 零 数 ) 
HUE TS —6' —3&, HB E HE Hn GO) — wn GO BSEC 

f-9 

2 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 ”在 度量 空 间 中 已 介绍 这 过 
义 映照 的 概念 ， 线 性 算 子 由 于 具有 可 加 性 ， 所 以 关于 连续 性 有 更 
进一步 的 结果 . 

定理 1 设 T 是 赋 范 线性 空间 文 到 峨 范 线性 空间 了 的 线性 算 
Ten BiT EE Pr. (T) ES, MREZA) Eiki k. 

WE HER T ORECECOD, Ren EDT), Hx,92, TE tra 
Herra HGS T dixo 处 连续 , 所 以 当 #->oo 时 ， 

Tirat = Tga Te +T ryt ro 
因此 Tr,->T4, 邵 了 了 在 z 点 是 连续 的 . 

出 此 可 和 要 验证 线性 算 子 全 是 和 连续 的 , 只 需 难 证 下 在 z 一 0 点 
连续 就 本 以 了 . | 

He 有限 维 赋 范 空 问 中 线性 算 子 是 连续 算 子 ， 事 实 上 ， 央 
HEE $ 972 $812 已 瑟 明 有 限 维 莱 范 线性 空间 中 依 范 数 收 化 等 
价 于 候 Euclid fE 2e, kir TREES. H A ERR TL 
空间 中 一 切线 性 算 子 是 连续 的 . 

EM WRAT TI RERA pi mA N a 
一 个 有 界 集 ， 就 称 人 是 有 界 算 子 .不 是 有 界 的 算 子 就 称 为 无 界 算 
3. . 

toS E PESE A R ULT ER TEUER 375, 

通常 我 们 说 一 个 绕 性 算 子 全 是 全 到 了 中 的 算 子 是 指 CC» = 


用 Zorn 引 理 可 以 证 明 ， 任 何 无 限 维 鼎 范 线性 空间 上 必 存 在 定 
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Jt (E A ti jR) E CR EX PESE". 
定理 2 MTERA REUOEIEqE zx [IY tE 
子 。 孝 末了 是 有 界 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 常数 型 之 0, 使 得 对 一 切 


EX l 
[Tx] M EE] (1. 4) 


证 GEPTGRROHARBHSRRCCT, WRT GR dERREDS (sivi 
—l,y€X Hh Hk —401 FAR, 所 以 有 一 个 常数 M 60, EEES, 
有 [Ty SM. S z—08f (0.4) 自然 成 立 ， 当 xz 关 0 M, dé g— 
TaT 335 d ys, 得 到 

EAE: 
| "= 了 < 
ISI CL. 23E— Ea C X Me 3p. 

反 过 来 , mE CL. 4) y, Ver 在 一 有 界 集 Ap, HARRAK, 

(EEA rS. Aseh. 4),539 — 2€ A 
Pr MEK 
和 4A 是 有 界 集 ， 证 毕 . 

本 书 今后 如 无 特殊 申明 ， 有 界线 性 算 子 的 定义 域 信 (了 TT) 总 想 
定 为 是 金 空间 ,有 即 乡 (T) = 二 也 因此， 对 赋 范 线性 空间 上 的 线 往 算 
子 , 以 后 就 可 用 (1 4) 作 为 有 界 性 的 定义 ， 与 此 相关 ， 引 入 下 面 渤 
本 概念 . 

EX RT 为 赋 范 线性 空间 X 到 赋 范 线性 空间 了 的 有 界 算 
子 , 称 iral 

z 
ITi-sup qui 
ANC T RSEN. 
由 定理 2 立即 得 到 有 界线 性 算 子 的 范 数 是 有 限 的 ， 
APA ERTERE ET, RAD 
Pzr e], (CX) i LA) 
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漠 且 还 有 如 下 篇 单 性 质 : 
ETI =sup|Tz} =supį Tef (1. 5) 
is L Int 
事实 上 , 显然 | |zsupizl zsupl Tz]. 3 —J i. 对 任何 y 


£0, BF EEREN 1 的 向 量 , 立即 得 到 


lur y [^ 
| egrest 
ERER ERIS AIT <sup] Teh, 由 此 得 到 (1. 5). 
显然 , MT — 7 单位 算 工 ) 时 ,ii 一 1 
PATENA TE e y ARS, (TURIU $22. 
Ely P bd RR cO. LIR. 
现在 举 一 个 具体 空洞 丰县 体 算 子 的 范 数 求法 的 鸭子， 
例 7 对 任何 fELLa, b], fE 
CF Pz) - HE (1. 6) 
ie T WU La, b]-» CLa, DIATE IGI T E 1. 
事实 上 , 任 取 fEZLa, b], fS] Po Lor 


IZflosa, n max (TPC) =max | | SO) 


pb 


«max | IC asc] Leona 


| - 1 "m - 
Hi ITIS. 另 一 上 方面， Wf b—ua 显然 jfollz= 1, JB XU 
! —& 1 £1 Bod [^ 1 
IT] -supi Tf Z2 LPS —max| E mri 


BUT BEANT E= L 


$1 有 界线 性 竹子 1239 — 
WF. O X BEAE SCHSRECTUHHRR D Eo, b] ZTa, JRR TH, 
IRITI = (b-a). 
ask b. TEX fL Ea, 53, EI —3, 由 于 
irm Pl roa emp rra 
hrb h 
«| JOf 1d; —(5—a) 


WT. 38, MEME Lol E on, Fl 
函数 


ARIF =1, 而 且 
asl 


infu fa a f. "n(z—a)dz 


二 | Mz 
ati 


1 
所 以 及 有 IT E2sup ITf.|;—05—o. HBiütTi-(05-—2o. 


一 般 说 来 , 求 出 具体 算 子 的 范 数 的 簿 并 个 容易 . 

我 们 来 证 明 圣 于 线性 算 子 而 言 ， 有 界 性 与 连续 性 是 等 价 的 ， 

定理 3 线性 算 闻 是 有 界 的 充 要 条 性 是 了 是 连续 算 子 . 

证 显然 , 有 界 算 子 在 点 + 二 0 是 连续 的 ， 由 定理 1， 有 界线 性 
SE T AMEER, 

反 过 来 , 没 了 是 连续 的 线性 算 子 , 我 们 只 需 证 明 


ME 
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Mo— sup! i (L7) 
BARI, EM e oo, BRER RD = KEERA}, 
i f Tel — 2, co, ARAR RAA, da0. gi T es 


性 , SERETy, 90. (EXC E ETy,] — 1, 这 是 矛盾 ， 因 而 Mae, 
即 卫 是 有 界 算 子 ， 证 毕 . 

ALI 到 例 6 所 举 的 算 子 《〈 按 所 指定 的 定义 域 的 空间 各 
象 域 的 空间 ) 痢 是 有 界 算 子 , 读者 自己 可 以 一 一 加 以 验证 . 

本 书 今后 如 无 特殊 申 图， 连续 算 子 的 定义 域 总 是 假定 是 多 室 
间 . 

显然, 并 非 每 个 算 子 都 是 有 界 的 - 

例 8 ” 设 X 是 [a, 6] 上 具有 连续 的 一 阶 导 兄 数 的 函数 爹 体 , 视 
义 为 Cfa, 吕 的 子 空间 (就 是 说 ， 下 中 的 范 数 就 取 为 O[s， 杂 的 范 
数 , 即 当 zEX 时 ,jz 上 = maxlx() 站 时 ， 天 也 成 为 一 个 赋 范 线性 空 


闻 ， 在 X 上 定义 算 子 力 如 下 ， 当 zeX 时 , (Dz)(1) 一 和 z(t)， 那 末 


六 显然 是 下 到 Ce, 四 的 线性 算 子 . DD 是 无 界 的 ， 因 为 如 果 取 z(t) 
—e71679, 容易 算出 lz 01, EE Dz,— — 2677979, e, 4 n 
cotf, [Dz] = 2c. 

FRERET EHoARPEIR Rf, UC AE UE HR X 
到 由 实数 (或 复数 ) 4e e BEC HOER EARRA C ATH, IRE y 的 
SHE I DIOALNERCE, BIUEOSCT LEER RUE AR EE TUI REREH 
IT GERLLUISIOA HF f OAS AMIO = IAE), 
因而 线性 泛 函 的 范 数 可 以 写成 

IF] =supi f2) | (8) 
UFRPE REH TE MRGE Pe M Op Po A 
定理 4 ” 设 世 是 赋 范 线性 空间 , f EXLREZE, 那 末了 是 


$1 有 界线 性 算 子 141 
XE EAR (ped f aue RH — {al fir) 0) 为 下 中 的 闭 子 空 
H. 
证 必要 性 : Wf EERME pP. HREF, Ta >rt, mf 
的 连续 性 得 到 f(z)- Hmf (re) 二 0， 因此 ztE， 所 以 是 闭 集 ， 
充分 性 : ee He mE fI B5, 那 末 sup, PCS 


co. Reh A Tru EA lell, fen lan dE 


= Tn 1 
^h G3 fo) 
IES Ad = 0, Blkg.Cor. Bi T 


AM 


| 3. |- 1 
HG GU 
ARREN >g ab fpe) 


和 .4 为 财 集 的 性 质 予 盾 , 因此 了 是 有 界 的 .证 毕 . 

3， 有 界线 性 得 子 全 伟 所 成 的 空间 ”现在 RTA SAREAT 
之 间 的 初等 运算 . 

设 六 ,了 是 两 个 线性 空间 ， 我 们 以 (KX-> 了 ) 表 示 由 芋 到 了 的 线 
性 算 子 的 金 体 ， 类 亿 于 函数 的 初 畦 运算 我 们 也 可 引 人 算 子 的 初 累 
运算 . 

54, BC(X —F), a gti, PERCTP AB, «ARTT: 对 于 任 
fujzcX. Hx 


-一 出 t 
HO», e^. 这 


—1,H! 


(AT B)z— Az 4- Bx 
(a A)x -a( Az) 
WAA -4R AREETA >Y). fA BHRT AS BER, gA 
Aj x I AWER. 容易 知道 (XY) 按照 上 述 的 线性 运算 构成 一 
£ Ss RI. 
设 Z 是 又 一 个 线性 空间 , 如 果 BE( 工 -> 了), AEQ >Z), FEX Bl 


ee 


^ 142 ER dO ECT 

ZATA F: 

(A-B)z — A(Bz), zeEX 

显然 , 4.B RC X BLZ BGERMEWCT, BRA-BOSRET- A SS B PAL 党 
BEHAR, $REJ,SpX —Y — ZI, dr3R A, BC CX X), BIG ABC 
(XX), FER An (X X) ERR Lib iki WR BUR 6 — ZR 
ERAD, FT AAi. 一般 说 来 4 不 一 定 等 于 BA. UR AB 
—BA, 就 称 4, 五 是 可 交换 的 ， 

当 瑟 .了 是 贼 范 线性 空间 上 时， 以 里 (三 ~> 了 ) 表示 由 五 到 工区 有 
界线 性 算 子 的 全 体 ， 假 如 4 BCS(X-Y)3SDRATBES(OX-Y), 
€ACSCX Y), 3x 8 o 是 任意 的 数 , 并 且 

[A BISA 18] CL. 9) 
jad] =la] EA] (1.10) 
58:50. IERRA, EFO 办 可 证 有 明 如 下 fEHRGCK, 那 
未 
[CA3- Ba x [As] 122b E ATTE 4-38] Lol 
SICEIESPABIET 
从 而 (1. DRX.. AERJ 0, 而 141=0 只 限于 4=0. 所 以 得 到 
结论 如 下 : 

定理 5 RI, YERERE, BIY) XAY KH 
界线 性 算 子 全 体 , 那 来 最 (于 一 了 ) 按 通 常 的 线性 运算 及 算 子 范 数 成 
A EX FE E [RH]. 

此 后 , AWR BIMA, RAES Y) TOS Eun 


G HERRAN, WEHE pE TER y, 规定 了 积 n yCEOR AAT 
A FE COE ERE AER: 当 218,2EB 时 ,z+ (8) 一 Gr GO SERE RO ERU Zo d: 当 z， 
gmzsEEB. rt(neei)e—cm(gdazíz, (gnebi)exk —qmdiexs GDH a EE, r yEE M. 
alay) — or) y=x (oy), MESS EZ E EE CR. Efe pari zcv 2p cy. VELLE 
Xm. 


$1 有 界线 考 算 子 143 
线 杜 空间 ， 特 别 , 对 于 工 上 的 全 体 连 续 线性 泛 国 有 
定 兴 ” 议 世 是 赋 范 线性 空间 ， 互 上 的 连续 线性 证 国 全 体 记 数 
X*, CRAT E ER PE XR EC EE ER. B ECCE TUNE I m II ACT EE 
"SiH RAX Dustí seis, 
WX ER ERE, 当 A, BCSQX ODE, 48 也 是 有 界线 
性 算 子 ， 而且 
HABES AET (i. 11) 
"SC E, aC XI 
[ABz[ D AllBzl< ABe 
从 而 得 到 ti. 115. 
iib RREA EZH 闻 时 又 是 代数 , 如 果 潜 中 元 素 
IPE qoi gd 
Fey stall] (1. 12) 
SUPR ORGEEATRqUEEK. BEL- 是 典 草 代数 ， 完 备 的 (作为 赋 
范 空 间 是 完备 的 ) 冉 范 代数 又 称 为 Banach 代 数 . 
如 果 在 一 个 Banach 代数 中 ， 习 法 是 上身 有 玄 元 的 (或 称 单 位 元 
的 ), 称 它 鸭 具有 过 元 的 Banach 代数 ， 
定理 8 设立 是 赋 范 线 性 空间 ,了 是 Banach 窒 间 ， 那 末 吕 (下 
一 了 是 Banach 空 间 . 
证 BUDOJÉSSOXY)m-—-A[ ox, 并 且 是 基本 的 ， 估 对 于 
伍 何 2 半 0, FEN, Hin, mc NIB] 
(TaT ple 
周 此 对 任何 zSX, 242, mz NRI 
IT Tlelel (1. 13) 
所 以 固定 > 时, {x} 是 了 中 的 基本 点 列 , 由 于 了 是 完备 的 ; 所 以 存 
Es, 使 得 


y U lim, 
n 


144 TRA ”有 界线 性 得 子 
MEX TAB: xtmRAaGCX ATri—g-dmTau. RAT 


是 科 ->Y 的 线性 算 了 了 、 在 (1. 13) rp, 4e mco, 就 得 到 ， 当 rN 
和 


HT e Fite. ME ERIH, n INTEHE 
iTa T] =supl (Ta T)a] se 
x[- 


Hl 7, —TcC30X-—Y). Ml Z—7,-0O7—7T,€8(X—Y), JEH. 
lim 17, — T — 9. 


BLH B(X -e ORTAM MRIG RERA urhe. 

H3-T Sc d A e re AHE VE OR eh, IN SEA RC 
WAHR Pra EIRA] Fu X mie. 

定理 7 Mita Runs dee zr fn Banach, 

eik, BAIA E e EARRA T 05H. 

定理 8 XË Banach 空间 时 , Jo 980X— X) ERU A 
的 Banach 代 数 . 

有 关 共 往 和 空间 的 某 些 甘 本 向 题 我 们 将 在 下 一 节 专 门 讨 论 ， 下 
lin 35- - 些 Banach 代 数 的 例子 . 

例 8 设 天 是 赋 范 线性 空间 ，B 是 级 出 音 位 算 子 了 的 伴 数 wx 
爹 体 所 构成 的 集 , BB (ml. «€A), ARE Banachi. GR 
OX, RA 局 和 数 咸 二 ( 事 数 的 绝对 村 为 范 数 ) 所 成 的 Banach 代 数 - 
是 同和 构 的 . 

1510 WX —Z(a, 区 ct 起 [ee b] E 893E SEES, EET. 
Via Ez fS X XMR mF: EAEL, b) 

z PEJS (1. 14» 

显然 , 算 子 2 EX XTISEGEEOD, GDECCOUERBURT. 4r 
AudHf.otB 
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z] e max]aC2)l G. 15) 
Ot IHES ELa, 5), BT 
[aC smaze) | lucu 
Bie | max] aCt)]E HP], 办 此 lz] max 1205]. 男 一 方面 , 闲 区 
间 上 连续 函数 [2 C0) | 的 极 值 是 可 达到 的 , BH to 
[2 (19) | =max}z(t)], S EA 


因此 , od FE hif ez 0, df X gH: EICTa, b], BESI 

ie(£o) | —e- felt)! {1. 18) 
io 2g EIS ICRE, 4E L Uo, bp fim Fs 

0,t£7 
jd 1 
$* UI 
S ERFACE)ZE0, BI F oi RE OL 16) 就 有 
JL aseor-otcoa s icona 

E If] |a (ti) | —e= max a(t); —e. 世 就 起 说 Ir Emax]z 
(| — e. Reo, f£ 3) [T2 max]e( 051. E ECL 15) sr. 


Q. IDRA: ja RB C (a, 如 中 元 素 x， 作 为 LLa; b] La, 
WREEF (TAEA AE Banach Arja] € [a, 5165 
元 素 的 范 数 是 一 臻 的， 

此 外 ， 对 DLo, 的 中 的 所 有 元 素 z， 按 (1, 14) 方式 把 它 作为 
Lia,b]-»L[a, 如] 算 子 时 , 显然 构成 一 个 代数 ， 叉 根据 (1. 14) 以 及 
€ [a, 81 是 完备 的 , 易 知 这 个 代数 是 Banach ear, Ete, 

站 一 个 Banach 代 数 吾 中 , AR B bg A ox nS XE BB 
的 乘 靶 是 可 交换 的 ， 即 rizs= 一 razl MP r 是 可 交换 的 ， 如 果 甩 
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中 一 切 元 素 彼 此 部 可 交换 ， 就 称 互 是 可 交换 的 Banach 代 数 ， 设 引 
x B TERMI f- xd, nous 9d Ide ik. Jr ACE —4 
代数 讨 ， RES QUE B 的 Banach 子 代数 . 

简 言 之 ， que AE BanachfC& B Ay Banach T42, 3 HISUROS ZE UE 
xs RORIS DESEE TOS 126 8. 

定理 9 设 卫 是 Banach 空 间 , A€:B(X 9 X), SX XD — 
Bisp5 AAT osi SEIZE AES CX X» fy Banach 
FRA. 

证 EEB DRET RC, DEN, 由 于 
CA=AC, DAAD, E SHEER T B. EA 

(aC -- BD) A—aC A - BEDA - A(aC) -- AQBD) = ACaC + BD) 
PIHE (aC -= 8D) €3X,. 即时 是 线性 子 空间 ， 

AHENATA C i DIGTICDCT, sk E. 由 于 (CD)4= 
COA - CCAD) = (CA) D (AC) D- ACCD), MEDEX. NU, 
RS OXo X) toit 

最 后 证 吕 .是 闭 子 空间 ;如 果 {Cs} 是 中 4 中 的 一 列 元 素 , JFC, 
—CCB(X-X). HRA fex 

Cf -VinC,f (A. 17} 


HF A ZEE SEES, di i CL. 1417 就 得 到 
AOF) = AlimC,f —lim AC, f= lim C,Af 


MAHER OL. 17) b f, EIR 
A(Cf) -CCAD 
WDQffffe€x, HU ACf—CAfF. WE 4AC-CA, BD CC, 证 
i. 
Banach 4C A iz p 2 dr pos WREE $2. STRE: 
在 本 基础 教材 中 多 介绍 , 这 里 介绍 的 已 能 满足 本 书 以 后 的 需要 , 者 


kx 题 147 


kiir A 3i ibo ip, 
Ae WIESE EE- PRETI] E His Banach 代数 的 一 个 下 述 结 
n it BEBanachfC fr. 则 对 任何 z== 极限 


in i z^| 
How 


TEC ila BEF int [2] . 
证 arsit js" 上 显然 Himw ia r BAREEN 


lim lz?^|sZr (1. 18) 


出 下 确 界 定 光 ,对 任何 正 数 6, REL m m3, 使 得 
Sr) e 
SSHEE fa E] ER Cn. A DE E Bkn Lu, OL EL m, 适合 
n -k,m Fl. | 
重复 应 用 (1. 42), 使 可 得 到 对 任何 Jejel Mam 


1 
A Ta^ s emat E a pam 15 
«beu Gant 


Bi 
Jim jaf sr 十 ee 


Jie OQ 就 得 到 (1. 18). HEH, 
显然 ,定理 10 对 赋 范 代数 也 是 成 立 的 。 特 别 有 如 下 的 系 . 
R RETCB(X—2X), WoK BUR 
lim/]2^] 


dESQXSHXT intVTT] iT" 
J3 H 


L AED Lb, WREE E s= 7» isse, HER oa m maxi d. R 


LESS 


ubi 


148 AnEk ARRAT 
BI lcpOIYXGOT EEG RADE m E e MER 


it (Scie) 


SZ 
urwi pira 


1 


mad 55 | 29 xc [ln sz P») 


pul 
2. FEBREM REIS Lo (002 92D rR RET T HET iam GEH, T= 
{gj}: 其 中 
dam bum, B 1,2, 


r=l 


nm S usur) eem Lc EATE ON RRSEWCTLX 


1 
g 
Hir be gete B TATARAN. 

3. VEKG EL m, PUDEL GU m IL + 证 明 


T, FE) pls] K a, WFD dy 
是 LAGU, m) — £8 GP 4m) 的 有 有 界线 性 算 子 ， 
4 T&C a, 到 到 如 [La 可 的 积分 算 子 : 
(9) GS P KG, De(O di, peOLa, b) 
Hp K (s, 0) a, b] X a, b] E SEE HRER E, EG 
Iri max[' [K(s, D | dt 
5， 设 T 是 C[a,3] 上 有 界线 性 算 子 , 记 
Ti*—f.Q), a-0,1,2, = 
EMT ARREA [fO YME AGES 
6. XRT EM CHE Bet Jl X BL PE RE AE Y NOIRES. dum Tear 
HEr -(rTro0pGnc. GDTGRGSRNORD ZXT MR NEN. (0D 
PETENS 


7. wA RC (a, bi RAMa, SARS ASAS 2 


3 g 148 


128] C Fa, b EE MEE Op HUE I E. 
8. dE OLO, T]CK 是 自然 数 ) 定 广 


lia — mES ign 


5k H3 s BE f Jm, ales E, 开明 OCTO, 1 是 具有 玄 元 的 Banach iige. 


9. 4 KC ACRUÉCHOR USE n BOSE RR AUN, "m 全 体 , m, 5E 


k-0 


Sá NODE ir, FEE BT IR DIDA E n PS EE IE SEL OX [I|] Yin. utin 


Kann 

KE" ERG zy Banach 代数 . 

10. UTEM 全 体 五 lk, MERR" RARI Fia 
Ter, b=4Pr Et Ft, 

s=} A op 

Wik Bo DEO. HAED lul, BEN i 是 其 有 名 元 的 Banach 
代数， 

1L. 在 m] 12E CIERRE ATP: 当 a (ej b= (B, €U M, 

ab — 1a, Bat 


WO £^ 是 Banach 代数 ,但 温 有 么 元 ， 并 求 出 Tim la. 

)2. WX LA FEES, 

O 和 如果 于 是 世上 有 界线 性 算 于 ， 那 末 必 有 有 常数 AAA STD, 
对 任何 自然 数 (T— AD ^20, 

Gi) 证 明 不 雁 在 上 两 个 有 界线 性 算 子 ALB, 使 得 [4, B] I OERLA, 
Bl—AB—BA, 称 为 A,B IHE, 《提示 : 用 反 证 法 ， 利 用 (让 ， 可 不 怒 设 
B*z-0(n—1,2, «), RUBRO AD AURI D. RRRA B") 一 aB* 由 此 
I PRO | 

13. VET MH PE EISE X BUE CET ROER TERE AT CD) JERL E h 
集 ,证 明 TA 是 卫 上 的 西 集 ， 如果 X Y MUBEODU BAUEN DI, T EERTE 


ME Sun GG AGESEI 
TALAD = OA A ERR, TA ETEA, 

14. FIARE MA LIETE, 56S. UEM 

Q2 EPEE ACO RR ii DuC eeii Eti d e f ehej, (x fex) 
«er, {e Emeh, $a FOr) ze 38 A 3 

D M feH, LG. ds faee) a Eaei Ae nlt, dal f(r)- 
cy, {el fx) cep E A 

GiD LDA EE EM -AAA ER R, S EE, 


$2 RIESAME A E 

L FASZERT YT 应 用 泛 泡 分析 的 一 般 理论 于 
1L fiber, SR a LR, Dc or ha] XE SEE EE TE BR DG — ORG, ME 
体 了 解 一 个 线性 空间 成 的 共 辆 窗 间 X7 pf CIE EREE 
用 的 ， 在 这 一 段 中 我 们 要 把 一 些 常 用 的 窄 间 如 P^. Loo, 也 等 等 
Wa Meg s n] 28 2): 11 9e, 

Ei eT TA TR] EHE, 

EN WEXQY PS EGG ARM EH], UXA Y Bul EG, ifi 
HXH EX, üUx|-—laf, JIGERRUJEX GUY 的 一 个 保 范 算 
F. MURRER EN, 又 是 线性 的 , 而 且 还 实现 也 到 了 上 的 一 
一 对应 ， 那 未 我 们 遍 称 是 到 了 上 的 ( 保 范 ) 辣 构 映照 ， 和 如 果 空 
章 下 ,了 之 间 存 在 一 个 从 五 到 了 上 的 ( 保 范 ) 同 构 映 照 ,我 们 就 称 芳 
ju Y m. 

知 黑 

Uig Uy . 
是 实现 了 蕊 到 工 揭 一 个 同 构 ， 我 们 把 Ur REGE x 与 Uz 
视 为 回 - - 69 , 于 末 就 可 拟 把 下 和 了 同一 化 而 不 斯 区别 . 

EASy h, 常 拒 丙 个 同 构 的 空间 同一 化 , XE XE IE BS rn 
一 个 基本 的 观念 . 

一 盘 说 求 ,一 个 抽象 的 赋 范 线性 空间 , 如 果 能 与 一 个 具体 的 赋 


o l TI GEHGAMHERWIEUREOAEME 5 
ieri a REA E a A BUE A RA S e A RS 
—RGR. RRE R aA EER RA Rm, ME 
9E X* x RATERR EAER ERER EPIS ERR. E 
WED DRIE BEX MOPROÉ SU c3 ROS, 使 得 从 中 元 素 
芭 线 性 组 全 在 中 和 密 ， 这 种 元 素 集 告 称 做 赋 范 线性 空间 下 中 的 
IER. RIZE SD 上 的 形式 表示 由 来 , 再 利用 中 元 素 的 线 
HACE ph IAE EAA 了 的 连续 性 ， 从 而 把 在 了 上 的 形式 
ex dis, 
(=) PARRA 10 E. 


DERDE SI [2| < col AI — (er ser) 全 体 按 通常 线性 


BRAEM Iel =F) le 所 成 的 Banach 空 间 ， 六 是 有 界 数列 = 
cra Xue) 侈 体 按 通 常 线性 运算 和 范 数 x1 一 sup [x,| 所 成 的 
Banach 空 间 .( 风 第 四 章 $2), 


Tg U sg 825 -- 99 for" ng t Èa 一 (0, 1, 0, 1, 0, T), n —1,2, 
"the 因此 对 任何 x = Ce, T2, DEL, E 


z—lim e, 
AHERE, i, -7f(620021,2,72. BF, miiie, l 
=} Aege”, 8 B. 

Indos (2.1) 

fi t- (kn U: fins ifle, en f(o, 2. E 

JR, U EREE, HAJEE f Wk BR ES SE n —U f, WHIU fI 
«t. 


DFU EO * 8 En f e Ege iet, MERRIE U (0) * -= 


— M a o 


152 第 五 各 有 界线 性 生子 
>, 3 H.JU F1 zz | fT: HEPS h, es fa OEE, HF supin] 


=j cootl Ra (r, m EDE, Dir EI Ic 级 数 ， 


BADOT, BERIHA R S, 因而 


jG)- Sian, . (2.2) 
"IA 3220 ERZA, BA f£ AE ER PEZ ER. MB 
HOME AES ‘x, = bel 


r:l 


有 即 了 是 六 上 的 连续 线性 还 国 , 0r EL 


TESTIN (2.3) 


-由 (2.2) BixEXCIDIZ ER f ERRE fe) = 二 加 (i 二 1.2,'"…*)， 即 
Uj-s. RRB U(IO* — 0. RE EA Uf leifi 
BERGO ROR, REE tm 大同 一 化 ， 所 以 可 以 说 
Uff x se Rp LT, MUN - rn. estive, (OO UR 
ERRA PRESS, Bru AEREN R AREER 


+» » è e p ù n 034 a 9 k > y > 9$ ù ç - 0» —— 9.4 4 a 4 4 *» * * 


e 4 ron 4 4 ^a ** c €» F o o: 


E. " 有 的 书 中 常用 “= 
TUR" =, EAR DEC BL. 


C) Pü«cyc MEME 


URS [z, I * «oo USE Gris zs. 2 B A PS, 是 按 n — 


(ES EE J soismascn ri SU NE du! fd —H. TE 


Cc Hu 


E R AT b 9E Be 


$2 3EHHRPEIE SR sm EE in 153 


foffz (C79), iim =f le), v =l, 2,7. HEL, Iy [tco 作 点 


JizU? — (1,7? e, ek P: 0, — erg. 
(nr e, vsum 
D, vom 


显然 , x" CIS, 由 此 得 到 
fem) = Da, n= >in, l? 


ze 一 


e IPIE (Ew J 


— PEE 


(Èm. «y ESTE 


Piep moo, BER REUS EL 
Inl. «tfi (2.4) 


这 时 , 对 任何 x2 二 Cz, zz 2 €07, B Holder 58 35 £8: 
Seic (Zia (Èa d —|nidzl. € 2.9 


r-l ral 


HUS mnr, Eika. ENDE, 由 


n=l 
z lim F140, 和 fx)= ini! Stn 
得 到 了 的 与 (2. 2) 形 式 上 完全 相同 的 表达 式 
.f(z) = Dms, (2.2) 


164 AX HARANT 
作 (2?)*>1r 的 算 子 
U: f (fle), f Cer), ter, f Cen) t) 
显然 口 是 一 对 一 线性 的 , #EIUFISISI- 
反 过 来 ,对 任何 9E1t， 由 (2. 5) 就 保证 用 (2. 2) 的 方式 定义 的 f 
是 1? 上 一 个 线性 泛 卫 ,由 (2. 5) 又 得 到 
IESLTE (2. 6) 
即 让 (2,2) 定义 的 了 是 1 上 连续 线性 泛 孙 ， 
显然 ，f (ey) =h， 即 如 (D0) = 如 从 (2, 4)、(2.6) 容 易 知 这 
URUN AT 上 保 范 线性 算 子 ， 在 同一 化 的 意义 下 ， 就 得 到 
(rti 
RIEK Mpol >l, 5+1, Hes 1E- 
数 , 如 果 把 ?一 1, = ood R RR Hg O, R 
Q')* - llo Gry* Goo pz, Lap m1) 的 特殊 情况 ， 
RINER (U)*— P, BD US dA ISDRE DEP. REENER 
COELI MECIRESCEEI EE NOE EE NE 
GUAE o n 1). 
下 面 用 类 似 的 方法 考察 函数 空间 . 
Cz) LCa, b] Cl«pcoo) d) dé SE zr fb JE La, b] 


Quen 


AE pL1 的 情况 ， 利 用 积分 的 Holder RR, 易 知 对 任意 
fx BCt)e Lila, b], 


Fz) =} CBO, «COELI 0) (27) 


是 L'[a,b] ExESRHOPEIZ A, JE BL VF [38 e 
{E Le, b] L7[a, b] RUE. UT; BO) f. BRUTE 


u LL $2 AE ARER ETE HA Ho PE R ss 
ERPE AFR, GREIE ALSA RIN EWE: 
G) L?[a,bi | 4E fiu E RER PEIE E. f. 必 存 在 ACEL Da, b], fE 
(2.7) ]£ vs GD PET ec. 
*p FE fapte ta, b], La, CIV RETE ER X 2 
. I a 

"o i. tb 
由 于 Ca, 81 上 任何 阶梯 函数 必 可 表示 成 fu,|1E[a, 如} 的 线性 组 合 ， 
HUE S6Amü. delta, 5] Ye L^Ta, RAE RoD 
(u, tefa, 6]). 对 任何 给 定 的 JEL [a bD*, & gCt) m fQCu). 
由 于 e 0. BON g(a) 二 0. 下面 还 明 9(t) 是 全 连续 函数 VEO 
AT 中 互 不 相交 开 区 间 ， 令 g,-ce t 
《这 里 0, — axg(g (t0 —90000 BER 


$1igi0—gG012 31e, Gp —-9gG)) 


1-1 


foa 
=f ` E) 
"m 


SI e Ss pl 
d=1 


出 此 可 知 g (EEEa, 的 上 全 连续 国 数 . 
z p RAAR, irie EED Ha = acia 


= b, fe, n Cm P(E) = D CeCe CE) ta CD) E, 由 于 了 是 
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£X FEIZ ER. PILA 


T m t 
fCe)- Detg(ts) — y(t 1))=: Ye ' 9g (Ed 
Ei k= iE; 
= KORIE dt (3.8) 


iB uEBRC2. 8058) La. bL EA ERU E TRIER o ngon. R 
KE IEAA UU WT NERO, DTEGEUR IM >, DLE 
AETR S pah EPG ELM, Ies ESEM, JE HS CO 


ling,().— Bit, BU UL ELS) PEAB A E FORI 


Je 一 wj 一 (上 lpo o 
R FÆL [a 的 上 连续 线性 开国 , PLA f£ (02 =lim f(g,). 5» 
Jr ig, 利用 (2. 8)98 o, Roat EHE ESL Ies CEg COL M ag CO). 
g'(t) f&wpgum, Nam STELLE Fe dali ei xt p) 18.59] 


fiv) =limf (Pa) E lim | pOg (t)dt 


-l'eco'coa 
即 (2. DIA RB LES TRAER. 
再 证 明 g'(t)e Da, DO: SAG arg g'CO, RRS 
OGIFT eE, 4 1g'CO jt Ms 
IO] 0, HERI t, —1,2, tt 
x AA T STER A. 应 用 (2. 8). 
J UPEN ad 0:2 1T, 


1 


«un([aecomay 


$2 itta HTE oh PEERS EL AL i57 


， igCt)|s, 3 ig'Ctoltm 
(rco, 1 0, — KE acl 2, 
Ti 
(Pasco un 
BEA n co, f f 00 g GOEL Ce, 61, Jf B. | 
ig'li (2.9) 
相应 于 给 定 的 f, ah eg, RE. 9), En. AT AE 
G), OD EK, iri EAH — E PEL La, 5], (2. 8) RIRAL T, 
HETER | 
Fio) — [ect y Cod 
Beg Se bj, MEAE (LPa 5D*.. t pb Do, 51 EB SEU 
HARR EAL a, bp PILAM PEL" La b], iti 
HRA A Cos), REBEL oboe 0. AR f GRO E 
UAR fF BE ESTER, 所 以 
jGp) = limf pa) = Him F(j,) = F(g) 


SKOOL 
iiie, p> LIH, LCa, 5189 do 7s HEL Ca, bl 
ftp: i, q colt din TAEA EN. EEEN 
181 的 定义 是 
ML. l in Sup. | A 2l 
EA ERMEE T). 
特别 (ELa, 5) * = Fefa, bYOHDZA(a, 5] EAIA, n 
CL Ça, bD JERÆL Ta, b. 这- d fe S arb ERR. 
(3E LARA IB EFE — I 3B EDO RE TEE MERE ILC La, bl 
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XedküRüteduikfR£à DS A ER FE AR QE ER PETS [ape 
一 个 基本 定理 ， RD e HE dp E PR 
2. ERREZ EAE 设 下 是 赋 范 线性 空间 , 刀 是 它 的 子 
空间 , 如 果 已 知 了 是 定义 在 人 上 的 连续 线性 证 务 , 我 们 要 研究 和 如何 
fu f EMRET EIERE F, 并 且 保持 范 数 不 变 。 就 
Eih: F=f), z€C, mA lf].—|F]. 这 里 
HfTa*- sup 1f(2)] 


feit 1 
自然 更 一 般 地 对 算 子 也 有 延 四 的 问题 . 
X WXQY 是 赋 范 纵 性 空间 , 4 是 ZOCAYCCT XO IY rp S 
RRT, SEVEGC CD. 如 果 
lAle= sup fáz] 
Feat 1 
RAN MR AEG LAW, XR lAl: 为 4 在 上 的 范 数 . 
设 4, 吾 是 默 范 线性 空间 互 的 地 空间 估 赋 范 线性 空间 工 的 两 个 
ERRET, WRB E AEH A £(A)C (OD, FEX 
€ CART, Az — Ba), BICK 
|B]— sup ]Bzz sup Az 51Al 
liz'is 1 


Kis at 


所 以 算 子 延 拓 时 范 数 不 会 减少 . 

定理 1 设 瑟 是 任 一 南 范 线性 空间 , Y Banach hj, X 
Gis XR TERME ER. AC aY mAAR. SK 
A5 p XE SEE X X4 Y HAARET B, J Aiten., HB 
— i41. 

证 KEX, BAG p- scd n. fx. x. HF 

] Az, — Ars |] Ald — xm 

MM 因此 { Ax ) EY vRASJEUE LE, HY 

26 & E. ES Ar EER, (X ExLXET- Bàn P: Sp AE 


$2 EARE ANAREM 159 


Br. limAr, (2.10) 


nom 


AEREE AG Br RIKAT Gr) B ERU EK Lo Am Rn rs 
那 未 由 eaen, ENARA [Ara Arn ->00 PELA Ba =- 
lim Arh EI Ba T1 REE, Pal cG hh, Hz, =r, t =l, 2, 


st HD SIDAAGÉ B E AME. RRRA AE tE EMH 
B X LITER f. 

FARAR, ERER PAR, AASA 1825—27 
ifi, 由 (2. 10) 得 到 


上 im 


所 以 召 是 有 上 界 算 子 ,而且 18| 志 1 AD. BEAT BT = 
MADERA E AE BRA GCTICNOEA 个 
有 界线 性 算 子 0, SEXE REX, Me, EG, rx, fta EBT, 一 
Az, — Cu,, BB, C 的 连续 性 , 即 得 
Bz-limBr,-lmCrz,—Cz 


nm noo 


ERGRBUAXCURGRAGUN. 利用 这 种 延 拓 ， 我 们 就 不 
HAJRIT A DEROA) 总 是 并 的 闭 子 空间 ， 因 为 如 
ERAR, 总 可 以 把 4 唯 -地 延 折 到 名 (4) ER. 这 种 延 拓 定 理 虽 很 
IE, A DNS. AZ CARI A SIRE, 
一 个 算 子 能 否 保 持 范 数 不 V EAA 上 去 却 是 一 个 复杂 的 问 
题 . TRAE REFENNIE TIT, IET 
ARE BI TETE ER 2 Fr HEU SAIS. 

定理 2 ORB- E&i, Hahn-Banaen? iz X RAS AE 
空间 ,G 是 互 的 线性 子 空 间 , 对 于 给 定 在 G ETE HR TEIE ER f. 
必 可 以 作出 到 上 的 有 界线 性 证 男 ,使 它 满足 条 件 : 


LO OL O PER WZa"uswi 

G) MzCGBj, P(r) = f(xy 

Gi |flo-- iF]. 

为 了 正明 这 个 定理 ， 先 证 明 - -个 引 理 . 

引 理 1 hA ERMAR AY Wik H T 空间 ， 
gr) 为 子 空 间 4 LAINERS. TAE- E EXA, 
WA 是 4 与 名 张 成 的 线性 子 空间 ， 那 末 在 A Ei A ME SERIE 
ZA g, BOE 

G) S xCAM, g(r)—9(2) 

GD gil, = gh 

证 A p JEE yE etir GEA, t ERR). HF 
TEA, A 中 的 元 素 # BIRTA 

gE bry ZEA, —co-telco (2. 11) 

由 y EET eht ERE, WRR gil Ht Tao EA tE 


(—99,90). Mtt Bua, 23, A 这 是 不 可 能 的 ， 因 而 只 有 
=t. MEARS. HR As 中 的 元 索 总 是 分 解 成 (2. 10 的 形 
式 


-我们 先 分 析 一 下 , 如 果 9 TAERA 三 的 线性 评 国 9 那 末 
m g 的 线性 ，9: 的 形式 必然 是 这 样 的 : C CA. gi(rd to 一 
qiz)ttig(x) CEY Egi Cro). 因此, 我 们 在 A, E EIE B8 gi P 
下 ;对 于 =A TEA t2(—coo,o0). 规定 

gi) 7) te 
利用 (2. 11) 分 解 的 礁 . - E, 就 知道 9, 在 4 上 有 确定 意义 , 而且 是 4 
EIRE, HEBPO—GgiOnO, 而 县 条 件 全 成立， 现在 就 是 要 
t 


D $M yr | 
ay l Fp: = (agit Par tiati- Bas 
pit 
gitag.- Pg) = glez Pes} d Garde fides agio | BgiC(n) 


$2 3éiIRMEIE IA TU SEL EG 16i 


Wu Une, WRGD aoar. 
H PARERE AGARRE: 1m am dela. B 
以 只 要 证 明 可 以 选 记 ,使 得 它 适合 平等 式 
Ig GO 《5 ossi) (2.12) 
EA k 只 要 到 c, ERR 
"TORETISTIPTEEEETA (2. 13) 
对 证 而 EA, EC oo, oc) BRE BERIEA T. WAE. 13) HR x 类 
—z, £28 t, aki 
ga) tee — [grade ol Q. Ae 
ju C2. 130 UJ Kc th iz e i 569 (2. 140 £l ace RR E (2. 12). 
BLUES 13); 4 t =0 时 , 对 一 切 6, (2: 13) XJ. 
(70 uh, 记 u=, AEC. 13) 88 -F 
Caen ghialy 1 gogh | ucA (2. 15) 
UD 6S0, dou! BER OL 13) 09 


giu) -igialu'--cmlsze, w EA (2. 18). 
因此 , HEBER e, 使 得 (2. 15), Q2. 16) 成 立 , HER (2. 13) bu 
LR 

正面 还 明 可 以 让 到 e 8(2.15), (2. 160 LE, HT ju, wE 
AM 

gta) iglu) -g(u ru) slgialu ; u'] 
giam asl Tbu'—u D 
PHEA, SETERRIT) u, u^ CA yr 
gw) — ig laje — zal sc lode zo! -g D (2. A7 
2m id 
Mhra) c inf{ lg du F zof —9 0) 
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m(roy “supig Cu) —|glalw’ — z|} 

根据 (2. 17) 得 到 MU) Sml), WIE FUETEXEIC- -个 。， 适 合 
M Gr) Ze ez m (9), Hl Je (2. 15), (2. 16) 成 立 , 因此 (2. 13) JR ir. MA 
而 (2. 12) it sr, 这 样 作 的 g 使 (ii 成 立 ， 证 毕 ， 

定理 2 的 证 明 (D 先 候 设 科 是 实 的 赋 范 线性 空间 ， 了 是 实 
ARTEZ, 在 此 社 况 下 米 证 明 椒 定理 ， 如 果子 空间 GAX, WUE 
在 外 任 联 一 个 zs VEG 5j zs 张 成 的 子 帘 闻 记 为 如, HEIM 1, A 
THE f ERR G LARREA fi, 而 且 保 持 上 fl = 和 上 s,， 如 
果 0 仍然 不 是 世 , 碍 在 G1 外 最 一 个 zz, CA G 路 成 Ga HAGI 
TE 1 4# fi EHIE G: E HARTE fe HIAfle— M lo, 一 if Jez 
dmt 85 T de, Jie AATE Ae 2 AA RRE, Hi 
Vie CR de 

然而 上 述 的 证 明 是 不 严格 的 , 因为 延 拓 的 手续 是 无 限 的 , 一 般 
说 ， 不 大 普 通 数 学 归纳 法 所 能 证 明 的 范畴 ， 为 了 把 这 种 无 限 延 折 
过 程 的 可 能 性 确切 地 表述 出 来 ;我们 用 Zorn 引 理 加 以 论证 ， 

WE Lim TG T AR PE DER MEI ER 9 的 全 体 ; 

Ci) 包 (9) 是 XX 的 线性 了 空间 ; 

Gi) g 是 了 的 延 折 ， HI (9) 2G, iH Egi, g) = 
HOP 

(ii) g 在 定义 域 DO LAR, EB 191 sew — M To. 

BAF PAET: 如 果 g. $e, dug. 是 名 DE 
Hl 45(9,) 2£29,), MAH EZO gir) 一 (2)) 就 规定 

Fa <p: 
TR, GE ME IE pE ARE, A7 EF pArA, 我 们 
KERZ UH EX, ERZAR 如下， 名 的 定义 域 ZA) 规 
RA 
Ug 


4 2 连续 线性 区 的 的 表示 及 开拓 00 165 
当 x€Ó UD, AE ET, HB re (D, ARE BG 一 
gix). 

4E A EFA ENM 0) FEEN A AEE Bn 
A LEDE), 并且 有 Se. E EDN Cg) WE, ARA 
gi) 二 (7) 二 h(x)， 事 实 上 ,由 于 儿 是 全 序 集 ,不 妨 设 ge A 
IE gilr) = gs), 

(2) HKE ^ EREZA. 因为 如 果 x. ED), BE ga 
pem, Rf EZ), PED), HUE TAE ARIES TES 
Po 这 时 r, yE ig), EE at tE A a, 8 

klart Hy) yg (ar i By): ag, Ce) | Bg (y) =ah(a) - Ph(y) 

(3) BE k 29 f RREH. A rEg hh, Ef gm, 9 
fG). HEAR AG) —f(», 

C4) WEll fle WR EZ, di geT, Sd R = 
g(x), 所 以 


EAGLE 

MAAD 上 有 界线 性 江 函 ， HIA «flo. EAEE 
数 不 会 减少 , PLTA] — Loo. 

(5) WEA RT HS ER. M ges M, LR D) COO, Ah 
的 定义 知道 对 于 任何 2€ 0 (9), Ala) =g (2), BI g «ch. 

Il Zorn BRAE, EF vU EHBEKE. VEF RESHRU IE 
X. RGEWEBDZ(GO-XGRT. 

如果 OU") e X, Wie DCF), F 看 成 引 理 中 的 4 与 g, 根据 
HEYA EF, F <o, ME DO MISC EG ZK, BB gu oe x 
RUFIEBUOKGOMUR. KA O00) — X. 因而 下 就 满足 定理 的 要 求 . 

当空 间 X 是 可 析 空 间 时 ， 证 明 这 个 定理 可 以 不 利用 Zorn 引 
理 ， 事 实 上 , 由 于 下 可 析 , 所 以 有 点 列 n anan BEX p 
BUM. (EG 与 zi 的 线性 和 得 到 Gu 再 作 G, 与 x 的 线性 和 ， 如 此 


i64 JEH APART 
AR r RAR- AR Pure] Ga a= 1, 2, e 

GOCO CC- eEG, Ce 
PARIS L 里 次 地 把/ 和 还 拓 到 G, Gaon IARE fi 
fj FEBR msn ML fa 是 fm REG, OE EHE n. Mule, 
Ifl 令 


G, U Gy 


TEC, KIEA fa WE: EG, Ih 

Fola fal 
Dim fe Ea 上 的 有 异 线 性 江 男 ,而且 是 f, 的 延 折 . AmE f E 
G. EIEI. RRERMÉ.Io.— fle. BUT a) CG, PILAE PET TE 
iB] C, fr X p 39S. BER HIER! L, f£. 立即 可 以 保持 范 数 不 变 地 延 
HRX EARS ZAF. 4p E mili FBreEBIUD BEER 
的 了 . 

OD 现在 证 明 当 部 是 复 空 间 肝 证 范 延 拓 定 理 也 成 立 ， 对 于 

TE— SEE PETE f IE 

f Gy - FILED, gu LEG) FD 


AY BIS fi, fo A f. ORA HEAD. XUI fa fa 是 EQ) Else 
PS SEREZ LIRR HEA, 所 以 了 的 实 部 、 虚 部 闻 
应 该 适合 | 
fia rif] ifla) = i) = filiz) -ifslix) 
取 实 部 , 23 ac 4C) fon — —- fO. Bib SX X 
Fr) = fil) —ifiCin), EDF) 
XX PUT F RTELIB ERKA f eel. BE 
二 了 及 | s HfGo iFa] 
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BrEX f, X EARRA, HAITI 

ARIRE f aE GC OX 上 的 ， 由 于 及 亲身 也 可 以 视 为 实 
^3 [RE A ARA Ez 08 DL Be HIE LP ER, 立即 得 芭 革 上 的 实 达 续 线 性 
ER FIERE FIG) sfiia), EG, BifübeselFh 用 到 在 关上 
EZA PF. 

F(z)—F(sz)—iF,(ix)zc€X 
最 然 当 CG,F()ef(r)—fiG)—:fiGm,3-H. 
F(zxtg)- F(x) EF) 
Ant a 是 实数 , IA Far) aF), SAA 
Fea} re Fir) biFQx)-dF(zr) 
BrDASA abi 为 任 一 复数 时 ,有 
Fila tr) sF(azr) ! iF(Bx) — (a iB) F(x) 

IUE F A JZRTEIZES, SIE -点 xC€X,?4 F(x)ss0 gp, 4 


0 -argF(x) 
Bis 
OszF(r)e U.-F(et'z)- Re(F(e zx)) =F le r) 
Sifleke si- Hlolzi 
因此 


FEE) le" F(3)| | Fadel 

EFES if e MEEA, SEXECOR OD. HDT FOR fux 
in. AAIE S fis. ubt. 

注意 , 一 般 阅 求 , G Elf —43 FH PET BR TIC HE CCS t Hut 
FRX BEARTA Fk, WAARA, BI RE EAR Rz: 

Bl i X-—mF, BEX E r= (r te) atk, xb ls] 
tjm] XE G(0x,0), f EZXLEG EEA, file, 0)} 
=f, BATEGI E tk R BiA MEA |f(G 0)}i |ui! 


:08 nó HGNGEEWT _ 2 
=- |, 0p, Bllflcs- 1. fn. Ef B,X EIERE 


[Filen 22) unc prl smaxia,i8)4:,2:] 

BEA ELSE | | 13, FP SERE f£ IREE LT ER) SER. 

Jd XR EGHMUMSUS PO: CO ERR uETECB3EPUY RERO IG, 数 的 
如 下 性 质 , le] =0 d dRx-O". AED. dExESER IE UE REEL 
换 范 数 为 壮 范 数 ， 所 以 定 玫 2 XAR ER 

定理 2 (Hahn-Banach) 设 瑟 是 线性 空间 , C EX KRIET 
zi] 又 设 六 上 定义 了 一 个 半 范 数 zx)， 对 于 如 上 给 定 的 任何 一 
个 线性 花 范 f.cH E E AR I 

k= sup  !f(x)|-—co 


Ff, f BREE X EMRET Fo 满足 条 件 
sup | |F(x)|-—-& 


这 是 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ( 贼 半 范 线性 室 间 ) 理 论 中 的 一 个 基 
AGES. 

(Gi) Hahn-Banach 定理 是 纯 代数 的 ， 盟 然 它 假设 了 线性 空 
间 上 有 范 数 或 半 范 数 ， 但 是 定理 的 表述 征 明 过 程 部 没有 用 到 空 
间 的 任何 拓扑 性 质 ( 或 极限 贬 人 多)。 对 于 定 建 的 纯 代 雍 性 质 ， 在 第 
4 小 节 中 将 可 进 “ 步 看 出 . 

3. ZEHSSERGOEPEBUEIH) 证 国 延 拓 完 理 蚌 一 个 非常 有 用 的 
定理 , ER 了 本 节 下 而 所 介绍 的 击 外 , 令 后 也 是 常常 此 用 的 .下 面 科 
用 Hahn-Banach 定理 证明 注 足 一 些 特 处 要 求 的 有 界线 性 DEBRIS 
存在 性 定理 . 

设 关 是 典范 线性 空间 , G 是 耳 的 子 空 ]，woS 和 。 设 了 是 下 上 
MEER EZR, 而 且 在 如 上 为 0, EE AA 

|f Crm) {Efe OF) (2. 18) 


5? ESRA A AE dE BT 


m p Gs, € "Tm v, dn fon] G Wk em CAS pus $5. 

PA eld GrG, ff Ta — ro 01S, G), Beo Ha vio 
FORES E 

[Fali if Gs on Ex Mf Ins 290 7 f 1o Go, G 

克之 ; 我 们 要 问 :; AbfpipXcddu 83ERUXESREXEIEEN f. EG 
ROMA. MEIE (2.18) 式 中 等 号 成 立 ? 这 个 问题 的 回答 十 肯 
ER. 

定理 3 DMA LRP, G Ri&TET Bh EX, mE 
d: lro (D>0， 囊 未 必 存 在 了 上 的 连续 线性 泛 冰 了 适合 条 性 : 

G) rEG BI f(x) =0; 

GD frd) -d; 

diii) | 着 全 二 

证 ”考虑 由 如 及 ro 所 张 成 的 子 空间 4， 由 于 rEg, MAA 
中 任 -~ 元 素 x 能 唯一 -地 表示 成 

z= tr (L'ER) 
此 时 规定 
g(r)-— id 
IR 9 是 4 上 的 线性 江 随 ,而 月 gtxo) d, X 2€ IH, glr) 0, 
HIA g xi 6E BUD G), GD. Fa P 
[zd — la"! tral Elle x 7626 M61 ela G) 
Jé ld a 

PEL g BA bAT EEA, Bigh 

根据 Habn-Banach 定理 ， 有 上 的 连续 织 性 江阴 f， 它 是 
g E, m ELI f£1-—19gda. 由 于 f 是 9g 的 延 括 ， 所 以 了 也 适合 定 
WS) E GD. Tiri. 18) 

ap 

从 E91 BERAE 证 时 


a cx um ere S ee ie M8 s 


168 "Unt 。 有田 号 竹 算 子 
F 面 是 常 被 引用 和 的 推论 . 

A1 设 XX 是 赋 苑 线 伯 空间 , 对 任何 0X, 020, BEE A 
上 的 连续 线性 泛 函 f. 适合 

G) fF (we) 一 EME 

Gi) [f|-1. 

证 只 要 将 定理 3 cB GOROSO)RBERIDAT. ub. 

因此 ,在 任意 非 零 赋 范 线 性 空间 上, 必 存 在 非 零 的 连续 线性 汉 
晴 ， 而 且 在 无限 维 赋 范 线 钼 空间 中 必 有 无 限 多 个 线性 无 美的 连续 
RAOL), 

ALERA WFLA RO RRRA TÆ 4X E 
RERE A f, EER Lo = {ri f(x) =e, 2€ X, ceki, 如果 
对 品 中 所 有 的 点 成 立 着 fO eOR Ja), 就 称 马 位 于 超 平面 
L. 的 一 人 出， 如果 进 一 步 有 24€ N Dou, 就 说 超 平 面 工 ,在 zo 处 支持 
着 (E 5. 2), 如 果品 是 艺 中 的 球 1 上 中 委 站 系 1 便 是 说 : (ERR 
面 jzl= 王 ”上 的 每 点 zo 处 , 必 存 在 
一 个 在 ze 处 支持 着 O 的 超 平面 
Le. ERN, 当 2€ OO 时 


iq 
TGESHIE EE 
mA. fio = hei 7. Le 
HAR 1 又 得 到 一 个 重要 的 国 5.2 
推论 : 


R2 WX 是 赋 范 线性 空间 , 对 任何 CX, 那 末 
jz - sup | fs 
fli 1 
[ex* 


82^ 连续 线性 省 国 的 表示 及 延 招 169 
gs A IEEE] UP FICHES UTRES PESE i, BA f, 
fxk* 


下 二 使 得 fixo) -- [us 所 以 SUP [Fizo =r. HEP, 
fex" 

A EETHEN EU SESEGE EB Ert HER REED. Ee 
ith 430 PE EAE, 

定理 3 iA EDADA Rt DX Bgmppie, Auji 
toC A, BE LEE YE SER PEIE ER f. ERO fn — 1: (D 当 zE 
A fig, f(15«1, 

i RHE h ERDA HoE-—MOHRERPEX. Ted B bA 
还 将 介绍 一 种 形式 , RAE DE EBORE XR, 可 参看 [4]. 

MEF) PEER E E pA E ie Met C[a,b] .上 连续 线性 
T ER BS Az, UIS HEC a 61) * OESE Cie, dl 的 具体 形式 . 

棋 据 第 二 ,同音 的 介绍 知道 Fla, 5] EB SERE TES IBI V Ta. 6] 
的 线性 子 室 间 , 对 十 任何 ge VaDa, 01 (BD g È g(a) 9, EaD E 
ARRA RE ZERO, E Cfe, b] ANEA F, n T: 

F,Cr)-— l'zcodgCo, zCC[a, 5] (3.19) 

恨 据 第 三 章 8 的 广义 ( 带 符号 ) 测 度 论 知 遵 瑟 是 C[a, 5] 上 的 线性 
iE ERI HLIUME ode $8 定理 3 09 4 Jail LPs CD c] n CO fdg] 


5 
max laO WV Qn. cie 
IED leig] (2.20) 
这 里 的 人 = V (D. BREL F, EAH, BD F,CCDa, b]*. 而且 


FEl SU igh- Pr 是 Vola,5] 到 CCa b]* 的 线性 算 
T. BO 20) nU EE, H. Ug elg]. 


170 Agni 有 界线 以 算 子 
利用 广 世 神代 的 蜂 一 性 ， 易 知 让 还 是 一 对 一 的 ， 因 此 我 们 是 
SE EPA CD ETE FEC[a, 51*, - E TE4E Vola, 的 中 某 个 9 使 得 

FT) = l'scodgco, z(t)€C[a, b], . (2.20 
BIZ QU) = CCa, 6]*, i H GO [PE ze [gl Hit Ug | 9 9D» IB UE 
HT C[a,b]* 与 Vola, b] 起 线性 保 范 同 构 ， 即 - 

C[a, b]*- Vela, 5] 
E A (F. Riesz) i2 f Æ C[a, b] ERgik Se HEIZ IN, 4A 4 

HE- -Ay gcVo[a, b]. ER z&C[a, 6 HH 
fo» =f a(g) (2. 21) 


HIFI = lgt. 
证 ”我们 仅 证 CCa 妇 是 实 空间 的 情况 ， 复 Ola 6 空间 情况 
由 读者 自己 证 明 .首先 分 析 一 下 , 假如 对 给 定 的 fL RR OL 21) 式 
的 9 存在 ， 如 何 求 出 9? 根据 9g 是 广义 测度 ， 并 且 9EVo[s，51， 
得 到 | 
1E =o a, £D = xis (det 


其 中 Xion (四 是 [a, EIIE, 我们 就 简 记 为 X, 并 规定 Xa 
0， 这 样 就 启发 我 们 应 先 把 CO[a, b 13TH BOTE ER. f SEE SUE FO ERE 
空间 Bla, b] 上去, 然后 由 延 拓 后 的 泛 孙 在 X, LORE g, 
E Bla, 如是 [a,5] 上 的 有 界 实 请 数 全 体 ， 按 通常 线性 运 咎 及 
BRE 
[o] - Sup, lr), zxe B[a, b] 


所 成 的 赋 范 线性 空间 , 那 末 CCa, bI Ba, 6 的 线性 子 空间 , 根据 
AEM, f HEA B[a. 5] ERAF, m B.IFI— f£. 
4 
ACES FCX),  Caxiésb) 


$2 S3ESEH EEIE BAT E i7 


MERY AGO RTI FEIE C O[a, b] ERE. A WEN EDE 
Via, b]; 1t 

外 一 和 < 
i e, =sign [A (£) (5.0 ], WR 


之 RLE —5( 019 STe D (E) h(E.1)] 


B | n 
k =7 (ex A) 
2l i=] 
所 以 


站 CE ké EI FD [Eje 
Fur i-i 


显然 Bla, DLL ES Tes O6, a RBA LIPI =NI. 
所 以 
182 M) Itl 
期 Bc V[a, 5], MH 
Vosi (2. 22) 

根据 第 三 章 86 定 理 13, 存在 JEV oLa, 51, 在 的 连续 点 z 以 及 6 
E, r) - 2) —h G0 GER E ka) 29), WE V GO V. (0. 

我 们 来 证 二 

P(z)=| z(t)a9et), z(t)€C[a, b] 
事实 上 , 对 任何 z€0[a, bl, 在 [9,5] 上 选取 一 分 点 组 


ac tt = 


i72 Sack FAHAT 


WR t7 (61,2, Rm--1) 吉 是 AUOD BOE ER. mi B. Tim m max 
(tU — E191) —0, WHER 2 tH, (E. Bla, 的 中 鸭 数 


Za) — S at P) Goo — Xm ) 


站 一 上 


其 中 x, 表示 [La, 的 特征 函数 ， 根 据 z( 缚 的 均 色 连续 性 ， 容 易 证 
Ediz, —z|-0ChLSS Puze 8 aid. BF 


Fn) S a P) IP) 一 ED] 
k—i1 


cm 
actin (eaim -scinol 
k51 
[ 
ZI Say )OGqe— Xp, ag 
DL 1 
b 


-| za COdgtt) 


根据 关于 广 冬 测度 的 积分 控制 收 人 就 定理 { 见 第 三 碍 $8 定理 3) 成 
AGE 


lim (ra) =f cdg 
另 一 方面 , HFF MESE, sECla b] AR limfel =0, X 
得 到 
lmp(zs) -= P(z) 一 KGz) 
所 以 
fG)- baec. s (OeCLa M 
由 (2 20) X RU Egi. m C 22), LA 


191: V t9: ; M Gol 
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PUARE = 191. 根据 第 三 章 定理 8 的 系 , 9g eR E, 

六 以 后 算 丫 谱 论 的 需要 , 对 本 定理 必 一 明显 的 推论 ,并 对 周期 
商 数 的 情况 指出 类 似 的 结论 . 

R 设 P 是 [a,5] 上 多 项 式 全 体 , 把 P 作 为 CO[a, 区 的 线性 子 空 
间 . 设 了 了 大王 上 连续 线性 证 国 , SUDORE f DRE HESE dO EX, C La, 5] 
上 连续 线性 泛 阔 ， 而 且 存 在 唯一 的 g€Vo[a, b], EREN 2€ 
C [a, b], RYE 


f(s) ={| «(04st 


证 由 第 四 章 86,P 在 C[a, 5 中 秽 密 ,再 根据 定理 1, f aE 
一 地 延 拓 到 C 的 上 .由 本 定量 就 导出 系 . 

设 Cs, 表示 以 2r 为 周期 的 连续 函数 g(t) 的 全 体 ， 按 通常 的 
线性 运算 以 及 范 数 ol ax Io) 形成 的 赋 范 线性 空间 . 
EV. E V.0.2z bri AR P 

limg(z) —g(0)—0 


的 函数 全 体 所 成 的 线性 子 空间 ， 和 定理 4 相仿 有 
定理 5 设 了 是 C4, 上 连续 线性 泛 函 ， 那 未 必 有 了 叭 一 的 ge 
Va, 使 得 当 zxEC:。 时 | 


fo) 一 | «casco 


LE 
fH V (p. 


这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

类 似 也 有 下 面 的 推论 ， 

X 设 了 是 周期 为 25 的 三 角 多 项 式 全 体 ,工作 为 Cs 的 线性 
子 罕 间 。 设 了 是 了 上 的 连续 线性 省 男 ， 那 末了 一 定 可 以 了 唯一 地 延 
TER C. 上 的 连续 线性 谤 国 , 并 用 有 了 叭 一 的 gEV a, 使 得 


174 on E d VERE 


Kao) - | sde) 


证 略 . 

4。 测 询问 题 ”现在 再 给 出 旋 国 延 拓 类 型 定理 在 经 红 分 析 问 
题 一 -测度 问题 上 有 趣 的 应 用 . 

从 测度 观念 来 看， 寺内 格 积 分 成 为 比 歼 曼 积 分 更 强 有 力 的 工 
县 的 关键 在 于 鞠 贝 格 各 分 是 建立 在 可 列 可 加 测度 基础 上 ， 而 黎 晶 
积分 是 建立 在 只 具有 布 隐 可 加 性 的 Jordan 测度 ( 定 义 在 区 间 集 
-上 上， 并且 等 于 区 沿 的 长 庶 ) Eoo 从 积分 来 看 , 总 希望 可 测 集 的 类 全 
大 ( 襄 味 着 可 积 国 数 傅 多 ) 僵 好 ;从 记 和 分 析 来 看 , 非常 重要 而 有 用 
的 经 典 调 和 分 析 理 论 之 所 以 能 建立 ， 主 要 是 依 氨 了 勒 贝 格 测 旗 的 
平移 不 变性 ， 因 此 普 提 出 如 下 一 个 问题 ， 在 (例如 ) 直 线 上 是 否 存 
在 一 个 测 麻 能 够 具有 如 下 性 质 : O 可 列 可 加 的 ; 《ii) 一 切 直 线 
上 子 集 都 是 可 测 的 ; G 平移 不 变 的 ; Gv JEFA RY LATE 
一 个 有 限 区 间 , 倪 如 [0, 二 的 测度 是 有 人 限 的 )， l 

An ME SK Gi), EA Sb DLE RE ER CD. GH. Gv) 
ARRIER GD, AR, di Heaviside ERA P2 (73 ULER 50 dE 
MWERA, QD. Gv: 如 果 放 弃 要 求 (iv)， BA, CERN 
一 切 非 空子 集 上 测度 值 为 泡 限 人， 空 乐 上 测度 慎 为 零 的 测度 流 清 
RRQGO, GD. mRG)—(v) SDRBIE ADIRE DUAE HE CT ffe 
B). RERA I 3k Hp BS IO 3h ULP MR DEP HERD, {X 
BUR BUT 45 JUGE HESSE RES E, Sp SCR DL Cm, 1), 
m(E—1, 2) AE AE IR, 

如 里 把 可 列 可 加 性 要 求 (i》 降低 成 只 要 求 : ()' 有 限 可 如 性 ， 
Banach HER T iiie (D, di) Gi, Gv) AME ETEW. WFAA 
R E TTEA RE Br PE (Ga EEA ER). 

32 BOERE AX EKRA, 并 满足 


(D CETE AEM a0, x5 X, plar) apr) 
CEREZA), MOYt f X Wy pcd LEAR EZER, Od 
HOSTE EA, fz)-«p(r) IBR FEER EIR PEZ EA 
F, # Btt ai X 

Fr)zpQr) (2. 23) 
5S6 42r Us SR Cz BRE RE doe ER (i GEB REGE 25 ] BR. 

定理 5 存在 定义 在 [0, 和 的 一 雪子 集 上 的 非 仙 函数 » ,满足 

G) (ARRIT H PE) X} FÉ fep E, Paci, D, EO Es C, 
vE U Fa) =v (E) Tya); 

Gi) 24 E JE[O, D eb Sp pL ERE vE —mCE); 

GD 《站 移 不 变性 ) 对 任何 ECE9, D, ac[0, 1), v0 一 
p(B a), DE Bb E ra— (rd a(modl) [x& £); 

Gv) (反射 由 不 变性 ) 对 任何 EC EO, D, »CE) Sv» — E), 
这 里 1 一 B={] 一 x*]xEE}. 

证 a Alo DERIK AAi RITER ERRES AEA 
E EHETE E T(R} a pie fardE SUPR f, E0), 使 得 

O "& fear 3E n. F Eh UL RR, P — (D [ fGye, 

GD F(f(z-ta))- ECCE Y), DEB x--a 是 x 十 ntmod1) 的 简写 ; 

dib" ifa an = FG Q2. 

An KET pE, 只 要 令 vE) (X AERE FE[O,. DERRER EO, 
易 知 > 便 是 满足 定理 台所 有 要 求 的 在 限 可 加 测度 . 
xHEd fear. MSA, c0) 上 以 工 为 周期 的 玫 数 ， 对 任何 n, 


EER, 邻 


1x 
Mif an t as) pn 
n 


a ik Ee uo SACR. 


176 HRE ARRET 


pif) - inf Afify ap) 


[4 
和 和 


TER, Ef a20, plaf- aptfi, PE pD e Lika mi: E 
GEU, IPER eI TETE di ctas Pro, Bus EIR 
Hije e ap Spi te, Mig Pnr, DS Sp SE 
maai a Pali ed, 2, en tg h, 2 o mY 
EH Mus nas Pom Up nm te) atat Bo 


gir Pf er Bota) 


—c xpo 


. 1 11 1 
+ sap IDES geo f) 


pes pipe 
令 c-»0, fin p CO e Gt EIRA I 
DESEE 13: LEGI ME LSAT DUIS 
现在 证 明 了 在 &w, LR JOD ROO DES E, 对 任何 el n ass 
JG) = if Lf Gi d) f ata Mss M(f, a, a.) 
Aci JOD p. 


RRG 2, Ja AREE 天， 合 对 任何 fe, Deh iE 

HA TEO. PEEN Z, REG: 在 取 n ELO, 1), 对 任何 fear, jagir) 
—jfüdm))—fGo, Ht 

q,—D, A= Fy, a (n7 Da, 


易 知 


(gia) tg (ste) tt gt (5 1)4)) C Gi m ) f(x)) 
inllfl— sup lf i. 由 此 可 知 


一 


hig GPE sup Mg anc a.) AA 
A nco, 就 得 到 了 (D «0, 用 一 f PCEF, AMAR COH 9 0, 好 一 上 (一 各 
Z0, AEAEE feo, T, (9) 250, £g ILBràB 3 — 019g, P, 09) —0, HE 
Hf(z- a2) f Go. 


SEHE F. JE Gbib PERRA. DU 4-.— eTO, 1). f(x) XO HE. nCf)mO.BPLA 


A el 177 


HB -d 0. 


WAA GID. A YEr HANED HG), Bán dg 


VD dii’, gere 

án RECO, 1) 于 的 v GRAA 6 HEBDO. DAI BE CER EE {一 co, co) J. 
Bd, XE f BRE o, cool) -- BL EE LAE, BAART Inte FEE 
"Hir 3E 1n He En HC. JE Bm ap DDR UT NE E E, vE) —mOD, eah v XAR 
反射 不 变性 . 


3 N 
l. 证明; 对 任何 FELr(— co, co)* Coe» p21). AEk BELI eo, 
eoe) ii PC 有 = AOB, feto es oo) iir. TER 


iH Fh p le Lr'(—co, ceo) 到 Lec — oo, co) f PR E S PETRI A. BO TEE A3 3L 
下 (一 00, o) te L*(— co, co), (Gr Yl LCa, 8] 9a Lei co, coo Bi 
缆 粹 六 空间 L,— dflf€Lr(— oo, o0), 在 [一 n, 2389 s h f G2 一 分 , Eam d 
个 FeLr(—co, ood FeL^[ —m, nj”, HH Z^(—n, n] * -Le[— a, 81 来 
证 明 结 论 ， WEO, DAC- co. o Run SkinfbpRiS, d L?( 一 00,00) [fry 
M fe Le(0, 1) E35 8D, 

2. 4 51H 3 的 结论 推广 到 Le CO, B, i Com p28 1) GO, 此 地 (人 B, 
uM ES o A RRE V f, 

3. CD) RX, 了 是 两 个 典范 线性 空间 ; 在 XCXY 上 规定 | p= 
max Ola, lal, HEB: 对 任何 FEX XY, 必 存 在 唯一 的 一 对 /€X*, gcY*, 
使 种 Fir, p= fga WREE X*xY* EIEI, 00 fll figli 
IE Fh if, 9) BOW BR IECX X YO* 到 X* xY* 的 保 范 线性 同 构 , 即 在 这 个 
XX P. (AX) "= X* XY*. 

Git [Da Eit Ei X EAE, ex, 人》 G — 1, 23A 


zz Xr PAX EEUU SE leli = dieit- [ixl] i (kmaxc lelh, Hel). 
EM: PECX, | 用 * 的 充 要 条 件 是 存在 fieXT G1, D, BEBE fit fe 

4. WEL E Banach 空间 导 的 闲 线 性 予 空间 ， 并 且 存在 五 的 有 限 维 子 空 
i| E (dimë =n), fi fa E [VL (0T, X= hi E, 3x Bb 4- E — (er C|e CE, ELY, 
IEN X.b.— UE L. HORIA Du 3C fo ERARE 4e o X rb opo x Fe pis 


Ms LER 有 界线 性 党 于 
pj, JELET E e XE n, 


3. BHIS GO) frctyesó, f (ro, v kat, OE BL FÉ EDITO 1] ÆX 


ESAE (V iP copa. uem OG -D 是 Banach zi. (i 当 


FCX* W. fife g,6X, 对 m fex, P =| F'COgL COdU EIL F t > gr 是 
X* B X P PEER TET H, | 
6. HUE RARO PRPEREIR, zn rH, an a, 是 -- 组 数 ， 证 明 在 吾 上 上 
TERETE f 适合 
(i) firo =a, v=], 2, ^, 4 
— Gb HISA 
KERRIE: 对 任意 的 数 {1,…、 iu 都 成 立 着 


k k 

un - e 1 
Tita «MIS tus, 
»—] *—1 


7. Bra ced {fa EAA BUE LE EE TR] X EAR X PIA E. 
AE fao ~as, a, PEA, SISSE (n E fa ERR. ESI 

fi) (sat, fat EHHA, {rah {fa BANE, X" pR: 

GD dn (a, E FIRI ta ESP Estena 2Ed， 那 未 必 存 在 {fa), 
使 得 {zo}, (FO EIE. 

GD 在 五 是 线性 空间 情况 下 , 对 任何 一 旅 终 性 无 关 向 是 {zsl, 必 在 在 一 
BOR EL SER TETE fat, 使 得 falta) 二 6ws, JE BL (CFA USD E HEC SE Y. 

8. W fa, n0, 1,2, —— 是 一 列 数 ， 证 明 存 在 Co, 0] 108 ERE CHR C 
a (1), 舍得 

f? raat =o 220,1, 2, 


成 立 的 充 要 条 件 为 对 一 急 多 项 式 pO — Xo, t" RE 


2. ca, | «M max jate) 
r= PR 


Jc 5g M S — E 
9. iC, (—co, œ) E t EER (— 00, co) 上 适合 条 体 lim f(z) —0 的 连 


KARS WEEN REAA M EER, S eC (— 00, 00) Rf, 
规定 
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lr max izt} | 
这 时 C, C06, 00) 成 为 Banach cji, WE FO C, 《一 co, ee) IUE PER ME E 
H IER EUR Ae CER LARTA a (0. 使 得 一 切 260. (— 00, ceo) 成 立 着 
Foy sda) 
l0. d) XJE Hi A LEES, qais e de es 数 在 内 的 所 成 
AREER NE, dupl de MEO FEX, sup]f Go | MIfl, WX 
LEESE E F RHEA S FOD RO) A AEXESETEES, EIFS 
MEC). 
GD BEER C,C— co, o0) L ETET ER, UE IP EE Bg. 
lL dE. RERA TEEA z= {x,} dt due Hus Wm 


lal - sup[ zs 


A Banach 室 间 ,证 明 ter 2* — P, 
12. M e zR pika Ta] x — x.t AE EORR T- E fed, WEA 
c* —4n-b af, E ae 基数 } 
xk H 


fo Go 一 limz， 出 一 人 YEc 
换 们 话说 , xpi feots Ho g-—io.)€6U 和 常数 使 


fi) — 7» nu. 十 slimz, {X= {za} €) 


d-I 
i E. IR els dat. | 
13， 存 有 界 数 列 空间 '1” BfTEABS RIEN FK. HEA {ah (bel, 
(D Fila, =F (fas); 
GD Fila]: i Piba =aF (das) - BF (bat), a, B 3E fs 
HD. n4) a, 750 1,2, 2, MÆ FCfa 10220, 
(Qv) do, AE AR, 那 林 lim a, «Fia, plim dn 
(v) Rd Him a, 存在 , 那 末 F (12,5) —lim an 
Eig F]Ua D Lima,f Banach EW., xe: DL PALA ES] E 


Banach 极限 在 讨论 经 典 分 析 和 SEP ie ride tul RB E HRUN TA. ORE 
E id MÀ i 中 学 列 (is s 04, 1. Ga Tia- uu aU, d£ plan etn Mi” 


TU o oec i vimma meree e aE a o, 
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paete ph B e-—(d,d, e, e0€M, SEIA F.O|FÉ 1 
Fig)=1, F|y —0.) 

14, i X, YEW tA Ata, WEAR ASh JEH Box Y) 
是 Banach *x fa, If d Y 453 Banach faj (E AXE S1 NÉ Bus m 
jor, 


83  dtteseis] dtp V 3 

fE 8 1 pp ded lp Z8SLA, Tiai EEE RIEA FHOE 
4a 2x [alu xo Ub PE A Hu UeBe snp, JPPIESRIRII ELE 
f. EE dE BE CE 69 IESU Oi ME, 并 研究 器 致 窗 性 , a 
rp AREE Eai payCUE SE D. EAE MAR RIE EISI 
XEM REAA b e a boi PL, a EUR UD T Jy mi H9 NE RÀ. 

|. DREHTE jX RME Shj X" Aeg) deg 
条 ,出 于 X" hab ERUETSIB, bog dese] CX^0*, 把 它 记 . 
JO X**, Wu X'* 是 于 的 第 二 次 共 刘 室 间 ， 继 绪 下 去 就 及 的 三 
wR X***—(X5*, 如 此 第 第 ， 这 些 空间 之 间 自 然 起 有 
PRÉS. REPERTI X** 的 关系 ， 

Xp 4T eA, fE X” DRE at 如 让 pfextA 

| it) fE) 
显然 ,这样 作 的 2 是 X^ EBOTE IA, XT 
iz **Cf£) Lc OE fT da 

所 以 x** AER, JEL l dm], WE 2** H r ER 
的 ， : 

EHI RIER E], DUE IM r*t* (E X) EX — 
X**üs DS ER PEECÓ. UC 

Ci) (ax Sy)*" —az** , By**; 

Gi) petje du, 


$3 A ge ax le] 55 EAA T 1Bi 


证 OO AH. SkurGD, AAE e a 就 可 以 
Y. XHERBI 22:0, (iz ei aC Ho Bm eet fX". ffl =l, 而 
F frs tel, Pele t leto — [0 fO — dad. Ete, 

lg X GROX AR eeatt a fR, ACX MRE 
PEJN X 与 充 是 线性 保 范 闭 父 ， ERRAT ertt EX NJ 
XARRA F). adf, AREER x Bla 和 
z'*. iiim X $0 X RAA- 这 样 XCX*S. 

EX RARER. Au X—X**, wX EA 
RI. 

4 X ALLIES, 革 * 也 是 自 反 的 ， 事 实 上 , BAA 
《+ 二 了 + 例如 当 1<p 之 0 而且 aA piod UR M 


Ms ORE L^ [as b]*= L'[a. b], LCa, b]*= LLa, b], ERR, 
L'[a, b] AE BLEU, IARE RE, a MAR] X. 即便 是 完 
ki, KZRA. pim Elab] 就 是 一例， 为 了 说 明 这 个 
dex. 我 们 先 证 明 . 

定理 2 设 XX 是 赋 范 线性 空间 如果 X* E, MR X 
Ab 4 AE ar prs. . 

证 由 于 假设 X* 是 可 析 的 , 所 以 在 X* 中 有 一 列 {所 }， 它 在 
X "o SHORE EAS. EA Js 由 于 sp If) e LS 


dE X PR DEER EG EAT xs BREL f Gn E93 这 时 把 {xn} 张 成 


X HATEHA TEENEI Xn 如 果 X S epp, MRE KEK, 从 
mÆ X* 中 存在 fo 上 fol =:1, 而 且 当 EX, br, fa0r)-0. ARRI 
Ei 8 SA n 


Ifa - fal =| faltu) — f(x. 一 Felka) | -L 
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这 与 {ft E X* (t5. GrH] EA EH HS . BiA X dep 8r 
i, WE 

从 52 HE 7 RAAN, X 的 “ 维 数 ?不 超过 X" OS THESE, 

MAE iE FRA La, DARRAR, BWR ME 
L'[a, b] E co, BH L'[a, b;** — Lila, b], RF L'Fa, b] E 8EBI 
的 , PELA L^ La, b]* HIZ EEr. PERE S2 知道 D Ca, 的 
=L”[a, b], FA?" a-cAb M, px ida, 和 的 特征 AR Ziani CU 
是 L^[«, bj Qu A4 Gr STR] LO — ME CEA A 29 BO I] fe, IEN 
As A 时 


Xie — Xa = „Pin sup [Xima Krell)) - d 
Vp poU bl E 


B {Xiana} REREAD 1. dpi Mel RO ROR REP, ABA Bi 
[ae 机 未 可 能 是 可 析 的 ， 因 页 D Le DIR ELI, 

Bi M2 局 发 我 们 于 此 生 空 间 X* 的 性 质 求 研究 原 
KERRE. 这 个 方向 的 进 … 东 的 发 展 就 是 局 部 凸 
拓扑 线性 室 间 理论 中 的 对 位 理论 ， 它 对 于 研究 空间 的 拓扑 结构 是 
很 有 用 的 , 参见 [4]， | i 

2， 莫 子 序列 的 收 伍 性 ”在 经 时 分 析 中 , -- 列 函数 的 收 敏 性 党 
党 用 到 的 是 处 处 收效 和 - 8 Mie Bic Bs. 由 于 所 考察 的 问题 的 需要 ， 
KERA RARER ARA. HFE TEARRE RRA 
lc Op b e ak, 好 常常 用 到 下 面 几 种 形式 的 收 敏 性 ， 

OEN 设 X,Y 都 是 赋 范 线性 空间 , 如 果 An ACB(X Y) n 

2,…), TE JAn - 4] 0, EC AL) AERE RET SUE A 
或 称 为 一 数 收 化 于 A d P EX, CA, 02 19, EO FE 
CAE BARPA iB MEALS, 或 45( 强 ) limd 或 4- 


(S) limdan An ROS SETS EX, 这 及 任何 fe Yt, FA) >f CA), 
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RUF ICA BIER A, 记 做 ADA R A= (ID Tim, sb 4 一 
(Xon, o 

DAR Mn CAL) 一 至 收敛 于 A, REKAT A MRTA) 
收 分 于 4， 必 然 是 弱 收 敏 于 4， 下面 的 例子 说 明 它 们 的 逆 命 题 -- 
最 不 正确 

例 1 《 强 收 化 而 不 一 致 收敛 的 算 于 序列 ) 在 1?(p 之 1) 中 ， 
作 “ 左 移 " 算 子 4 如 下 : Moe (zt zz,…)E1? 时 

Az — (£3, Ey, 72) 

显然 , 4 是 有 界线 性 算 子 ， 而 算 于 序列 :4"} 强 收 化 于 零 ， 事 实 上 ， 
AHER z= (8, za Az 一 Crt ma te), A |A] 


( 3 is in, ax ier Bi E A210, 即 {4 中 强 


KaT, BE{E C EHR- -REAT 事实 上 , 令 es 
(0, 777, 0, 1, 0, 0, oO (RRR n TRAL 9b, 其 余 为 四 ， 显 然 
LIT Bi ATP: ema 因而 {4"} OR XU 
GF. 
$2 (器 收 皱 而 不 强 收敛 的 算 子 序 列 ) dE UG DipER 
FÆ AHAS E: 1 s= Ce m 0€ 
Art E Flm n=l, 2, 


L 
[Ant — Aszlo—lzies xieslis— [511 27 


FAS x50 Rp. (4. Te AERE SEU, AA ru. xb C^ 下 任何 连续 线 
TEE EA y CHAT i3), Hp y — Cy: Fz a 而 且 yoc)-» wy. 
Jib 3s 


TR TER ”有 办 组 性 算 子 


gCASx) T gx es) =E Ms 
iB P Eiyulto5, iii y,—0, Bl y(A,x)-20.. 这 说 明 {4,} gole St 
引 理 1 jX EEk CES OH, Y JE Banach 空间 ，T,S& 
SOX—Y), 58-1, 2, Un UREA A CM B1 UT, D LM, 8 —1,2,.:--, 
TEE X WARTE Z, 当 rEZ HEET SE, IREBE 
算 子 TEB(X —>F), Bri (T) 880 T. T, mE. l 
ITE lim], 
证 任 取 EX, HT Z — Xo AS i0, 存在 €, 使 得 
lz—z'j A 
XATT EAn BIUUECR E RRN, EO a meN Br 
War Tute | 
于 是 | 
EET — a Tar Tm Tm 
SOT Dz 
2M tr- -g| 十 村 < 
所 以 {Tux} 是 Banach 空间 上 中 的 基本 志 列 , Eae. fE Xo 
YOR ETAF: +F zxE 忒 , 令 
zi> Tr-limT,ax 
APERIT ERHET. HFH ac X Rp 
Paj —limiT,z] < lim|T, zl 
所 以 了 是 有 界 的 , HEA 
有 sm 


nw 
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XT AZ ES 841143 LA RAKARE. 

EN BO EMMAS LANERA, 如 果 
ti fX, Bl f. — fl 0(n-), REAT f. 
iU fof x folim fa, WRIA EX, falz) fC), SIE 
EHB ERF f, Ye fT f, R= limf, 或 fW 
limfa, 

注 ” 如 果 把 泛 函 看 成 算 子 的 特殊 情况 , 即 了 是 -… 维 空间 时 , A 
子 座 列 的 一 狼 收 伍 概 念 就 相当 于 泛 卫 序列 的 强 收 敛 ， 而 算 子 的 澡 
收敛 和 弱 收 全 都 相 当 于 泛 函 序列 的 骅 * 收 敛 ， 

对 于 赋 范 线性 空间 生 中 的 序列 {zn)， 遂 常 订 以 引入 下 面 两 种 
Vic gk HE 

XX o DX RAGHMETx (.)CX. ecX. mls, 
Loj >O RF, Cn RAF ro. MERE EX, fin f(x) 


Er, PR x) SS ARTT. ro 记 为 2 或 x-0W) limz, 或 ze 三 
(W)limz,. . 


fr e le 0b 2 SUE S E T RTEA, EE ERE AL, Tea t P c 
数 收 级 . B s 
ERI HEX Y EXER, (AOCB(OCOY), dk 
(A, BIBT. AC OX» Y), 那 末 极限 算 子 4 是 唯一 的 ， 特 别 , 如 
ROME X EA RERE A, BRAF f, WA FRE i, 
证 O WRH AA, BR AA, AA, MARWA 
fiAx) - f(A'2), z€X, fEY* 
JA ii f(Az —A'z) —0, 35- B) FEY * 成 立 ， 所 以 4z 一 4iz 一 0( 如 果 
不 对 , (A A) 270. HUBTEHR ICE RI, 必 有 foE7*， 使 得 为 (4 


| 186 第 五 章 ”有 界线 性 算 子 
—A')zn):50), BEEN — UI EX, Ax — A'2 —0, BIDL AS A, OR Y 
是 一 维 空间 BR' 时 , 就 得 到 证 困 的 结论 .证 毕 . 
现在 再 举 一 个 弱 * 收 敏 的 证 曾 序 列 而 不 强 胸 化 的 例子 . 
A3 —-EEL[O,2z]1 EBSIEIEIHEI 
AES -[ v(t) sinnidt, ELIO, 22], n—1,2, 


CE "UtSECTE GET BER OU RR-A DLERS ID, mU Sk 
FẸ, 
zksk E, h $ 1 rn OL 35) RAA fa] max] sinat] —1, 所 以 


U)ETORUEDCTSE, ARE S kre: S r0) 是 三 角 多 
项 式 时 , 用 分 部 积分 可 直接 验证 ， 当 aoo 时 , fale -| sA 


cosntdio0, TWEmBIfI-La-L2 -. MASHARA iE 
L'[0Q2z] 中 的 稠密 性 ， 立 即 得 到 对 任何 x€L' C0, 22], 


f.» in zt) sin ntdt-»0 


一 般 说 来 , HTAA ak. Sulis f S T BE HN TE RE RC I rds 
fe gx cos s rp. Br LOU Hm ERU C Co Ee PER PEZ I8] 7I SE GEAL FS IRI 
儿 种 拓 林 ; 

定义 WEXST RN EISPETSIM, 在 线性 空间 IBUX YO ERR BI f 
HAFLA P TE E REOR 2 Ja i t dH 线性 空间 : 

G) mci] dr SEA DELE TER Sc PN | 

GD XP ESO A se XT, 由 它 科 引 人 人 的 拓 填 称 为 强 拓扑 ; 

Gi 取 半 范 数 芒 a4 | |sex, scY*y. nmistisLA ite dt oo og dn 
fh. 

ER, B(X->F) pR iASBGEXBHBS EON. WD TA 
分 别 等 价 干 按 一 致 ( 强 , 弱 ) 拓 站 收效 本 A, 

一 数 拓扑 强 于 强 拓扑 , 强 拓扑 强 下 高 拓 丰 ， 而 例 1、 例 2 告诉 我 作 在 一 
RER F, 一 发 据 扑 不 局 于 强 拓 盾 , SR pe OR TSITT 9918 fb. 

EAST IEEE FEE RI X Bat Bac H] X xS, FASIA SR FR dI 
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ma F AAA. Em 

GO) Biz fI, fex, BESLAL RIR EA X* Emt 

GD MPR Foo | ee XY SES LA ARA 称 为 X*. LAR Hd. 

3.899 «m TE. GARE MAEHE s] X * 中 序列 的 弱 * 
IC RES, — fc AE EE TESA CE BEC RI P ERE PC 9c ES rp fH 
38AL10S £8 "T ULDS E BE Sb t iH SCR EP x SCORE E SCU9" 极限 音义 下 
的 致密 性 . 

EX deo Xpmdtuszi] X" HTE. An pfi 
(f). EE (EX Egg ERTEAN ah Sed d uS" 致密 
(5090. WRES ARA TAa gto Rog me 
TOIR) 或 者 按 度 量 空 间 一 般 术 语 称 为 致密 ( 列 紧 ). 

HP rsEISRESOT ka, MAARE XA RE Ug SEES 正 
Jua] $9 " Ut BE A ALRRIE 3x — F6, 一 般 说 求 , SO Bea SCR ck 8E 0 
致密 集 ， 俩 如 ， 例 3 pii {sinni} SC L'[0, 225; * rni do Sg 
集 , 但 不 是 强 致密 集 ， 

存 Banach 空间 中 , 要 有 界 集 具有 致密 性 ， 只 有 当空 间 是 春 限 
ig AbCDüEfU. (RI TUS POTE TPEXECR BOSS, Chzxi] X oup ELM, 
TE3E Bü E] X * pt pe St OF A REPERI SE Sr EAE — 8 f) 

定理 4 ”如 果 赋 范 线性 空间 立 是 可 析 的 , Sabi gs n] X * nn 
药 任 意 有 界 集 马刀 是 弱 * 致 蜜 的. 

证 RPX 中 的 有 界 集 ， 任 意 在 鱼 中 取 一 列 {esj， 那 未 
TERMO, 使 得 

lel M, n—1,2, --- (3. 1) 
HFAA, BE {zr} 己基 JPígXCpÉ4TE. di (3.D, A 
Gs GO redeat PS: 
Paa Pi) Pr CEs s Pn E, e 


T MERER 基 有 界 的 . 


HEC 8u& WRWNET 07070. 
A BRAE, dio dcm (e). F B E TOLREGE: FH IER s 
而 在 zx. E. CESAR (0. Ce BEARR, AMARRES A UC OX 
子 到 
Qn Gg), qos Cra), ns qas (Ta), n 

如 此 继续 下 去 , 48 8d Án P o aA ERO ME 

Qiu Piet Pry 

gua Pan tu Paat" 


LETTET RArFRE AREA PART. 


其 中 {gr} C ios e k zd, á, ttt 而 县 对 于 每 个 LIT 存在 
Jimeus Gro) 


MG. 2) d BEDS AR EAT p E He] 

: Qui. Qua, tt Quy tnm 

容易 知道 1g,,} 在 {zs} ERA. MAHORA, 3E ELI E 
M, h3 1 知道 必 存 在 gSX*, Rie T EX Egg" KAF. 
us. 

可 见 , nr Br ER tE i X ea X^ 中 单位 球面 大 其 
IE, BESRA TAX EERE, X* 也 是 无 限 维 的 ， "" 
Uqa 8 9 uH 14, X * 中 的 单位 球面 不 是 强 致密 的 . 

XPAS I] X JR — s 8E BERE, 也 有 如 下 的 定理 ; 
定理 5 PIERREA, RARA X EE Id 1E: 
E EEE EE HG 

AEREA E Pe eb B t RE KCE PIOIUIER, H PRAN 
AUR. 我 们 略 云 有 关 的 证 明 , RATAA AAE ARE Ie ERU 
论 中 的 一 个 读本 定理 , 它 有 有 不 少 应 用 ， 这 个 定期 在 局 部 是 拓 盾 线性 空间 前 论 
PaRI RITE ADJE H, 这 个 定理 是 一 般 拓扑 学 应 用 在 渗 隐 分 
Aib ORE BO d ze. 


， $3 XmeWSXSRf — —5— ——— 2, 

2k FEL ECT EA TE P5 A BREER, 4 TELS (UL HB 
HHEN TEAR d t5 ge Scu RR OR. 

4. HMAF JRE un 维 线 性 空间 , e/、…、es Emi 
dk, 五 表 澡 再 上 线性 泛 函 全体 所 成 的 线性 室 间 。 在 如 中 可 选 出 
HE fn fatt fo; 使 得 

Fale) Âu H, 7 —1,2, n 

Ai ERA AE Ce) RHR. VEA 是 吾 上 线性 算 子 , 在 基 {e,} F, 


相应 于 阵 Ca... EN r= Tie h =S» pgs 
hidr} =È z,y.f.CAe,) 一 之 on 
-Dsn = Eafe) gx) (3.3) 


Hh g, = Xe. g= Me. HIER RP 起 专 ， 就 相应 地 产生 


一 个 g€E', JEH. A 一 9 是 线性 算 子 ， 记 ?= 4 根据 线性 代数 
知道 ， 4 是 E'OXE' 的 线性 算 子 而 且 它 在 基 {f,} 之 下 所 相应 的 阵 
正好 是 ta.,) 的 转 置 阵 (a,,)”。(3. 5 X RES 
RUAT) = CA* b)(x) 

更 在 将 这 个 概念 推广 到 一 般 赋 范 北 性 空间 上 去 ， 

定义 iaut EH AARRE Y h A R 
TOR T, ADAUED Y* R X^ 的 算 子 4*， 使 得 对 任何 REY *, 2€ X 
(CA*R) (x5 ALAZ) (3. 4) 
HPRH A* 是 A RAT S EBENE. 

由 前 所 述 ， 在 x HEERTE £X PES RI n ZR Kb SEC T- 936 e RR 
于 转 置 阵 . 

定理 6 RAWY ERHAN, SD ok 


ee Ces me mass nm m ES rm c i iie e mE m ns 


190 ZHR Oa EXT 
G) Hg AEB (X53), HAAT IE HEBES 
(ii) BEES A 一 > A*, AER BA 1) 8 B QY*— X Tg fi d 
线性 算 子 ; 
Gii) ZyseI105 
(v) X Z REGERE ESSI, BESZ), HK 
A* B* = (BA)* (3.5) 
证 G) 对 每 个 MEY* 由 于 
EI EL | 
EK r ACA), RARI X. EUR PHAR ETE ER, 把 它 记 为 A*r. A 
此 
PEWIESPIET (3.6) 
BAR, b A*A,ACY* 是 线性 的 , 所 以 ATE (Y*— X). 显然 满 
X (3. 4) B8 R-P- A 是 由 A 唯一 决定 的 ， 由 (3.6) 有 
lA*] «1A] 
Gi) MAREA EREEREER] >JA]: AUR A-O, RE 
o, 所 以 只 要 对 4 天 0 来 让 明 . 对 任何 EX, 如 果 dz 天 0， 
ULA Ema, 必 有 ACY*, 1A] — 1, 使 得 hCAz) -= Ax], 于 是 
[Az] =A CAL) = LARES A*A En EcL A* LH A acd 
对 于 4z=0 的 z. ExtEPADRGE. BELL ERE z 都 成 立 , 即 有 
Ja]sja*i. oE, 1A] — | A* BIRR AH 4* 是 保 范 的 . 
iba, BARCO (XY), A AL C 和 声 的 线性 就 得 到 
[(a.A 4- 8C) *h ](z)  h[ A+ BO) x] 
=qh (Ax) + Bh(Cx) a. 
-[(aA* + BC*) ERIC) 
因此 A A* 是 线性 算 子 . 


T imh” 分 田家 示 冉 范 空间 六 及 其 共 元 空间 X* 上 的 单位 算 手 . 


M RN i91 

Gi) HEH ACX*, x€X, ING. 4), Gxlü(r) - hü xm =: 
hr). BU Pxh—h, AFE REXI or. BTA If JE X* Efe 
$ ix. 

(iv) 对 任何 gc Z*, EX 

[CGBAY*g](z) = g[L (BA) 2] —gLBCA2) ] 
- (B*g) (Az) — LA* (B*g) (2) 
由 于 对 一 切 EX EAR, 所 以 
(BA) *g — A*(B*g), g€ Z* 
jx gefE(3.5), IEEE. | 
既然 映照 sic e*t X EXCBRUISIRE c RAR HRAT. 自然 
也 可 了 雇 把 算 子 “要 入 "第 二 共 轿 空间 . 

设 4 是 赋 范 线性 空间 XX 到 赋 范 线性 空间 了 的 有 界线 性 算 子 
A*tjkY* 90 X* n  FSEER C. mBRlA*I-TAL oxE, AF 
A**—(A")* gp X** 到 7 了 ** 的 有 界线 性 算 子 ， SH lAt"]— 
14*1， 于 是 当 rex, JEY* hi 

(A* *z* ) (£F) =e * CA* f) — A* f(x) = f Ar) S Ar 
由 此 得 到 


(Az) ** — A**a** 
JR dE X gx A, I, FIRA F, 那 末 上 上 式 便 是 
Ar— A* tx 
这 样 恒 得 到 
定理 7 设 和 .了 是 冉 范 线性 空间 , 4 是 互 到 工 的 有 界线 性 算 
F, 5X, YARA X *",Y** 时 , 那 未 4** 恒 是 算 子 4 EX" 
EER, 而 且 1.41 — 1 4， 


ES 题 
NE LERITELILUMP X SX GLISSE 


182 HR ”省 界线 性 重子 
Wu Xt ou o X Um uu, 


2. WEE CIa, b] rre xd BAF xs 的 完 要 条 件 是 存在 常数 
M, Eije EM, n —1, 2, 7, 市 和 对 第 个 Fea, b] 


lim Taki) —zs(t) 


GE: 在 证 明 ||z | M (n 1, 2, 0 EE B Es, XE BK — A deu E jR 
Tür atk HM, 

3. BIEREN, 于 是 下 的 闭 线性 子 空间 , 证 明 : iAy CH, 
TB. 5 ao Bf, x, — (UD limzs, 3B zcM, 

4. WEBS 中 不 是 自 反 的 ， 

5. EA I: 中 萎 舍 弱 收 项 的 点 列 必 是 强 收 禹 的 ， 

6. VAR Ito pmD 上 有 界线 性 算 子 , 和 如果 适合 Ael—6.4, n—l 

n | 

2,4 W 6, (0,0, 1,05), DES AGENS FS, 并 求 出 上 4 及 A*- 

7. iE X, Y JE PEE EIE. A —BCOX FD, ACBCXTY). 


-f EN 
O EA agg ama a 


" 强 uuu, A 

GD ME Ae co A BER A c A" 

GD 如 果 4, o4, BEREA EY, Atge > At 

8. KE KG, 4) €70,19, 11, f£ £70, 17 LEE EGET 

Go on [ee fana, FELLO, 1 
RU E 的 表达 式 ， 

$9. 证明 自 反 的 Banach Zril X J& 8f Brito c SER E X* 是 可 析 的 ， 

10. WLJEWEESETRESERBDIXGEPEX uL Liate EX", rë te) 一 
0,:€L), lS L*— X*"/L' (提示 : 用 泛 RR REA CAU IE Te f E XUL 
Fi L* yf MEI US, Xe fef f), EELER., andi ERER 
fosil, SEE CX / D) * — L^ Gig HERE JEL, 定义 PG) f G2. 269€ X 1L. 
Up fi T RERE HD). l 

11. GEB] Banach ZAX E B sgx mwA(piE A IERTA 
*É xti. 

12. BRZA X p IEDUE SE TE Do cR. 
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13. XAEEEREEAIFAX*GBxm. 

14. WX E Banach 空 间 , Y ARES, EARN RZA 
JE R PEREY A Use deg G LOS SE d AE HE QU EA PIDE ODD, 

15. VEXS Y RP NEHMEN, (A) CB (XY), An ROS ERI 
aC X, {Ant A Y PERA, 称 {4 小 为 强 基 本 序列 ; 如 果 对 性 何 6X, feY*, 
HIC DPEITIGEJIEMEIT TII 

证 明 GO 如 果 {4 小 按 算 子 范 数 是 基本 的 序列 , ALa, IRA 
RATEMA, 

GD MRA ERE EFA EBK, kA GAA, 


864 道 算 子 定理 和 共鸣 定理 


在 这 一 节 中 我 们 将 介绍 关于 Banach. 空间 中 算 子 的 另外 一 些 
基本 的 定理 , 如 北 算 子 定理 ,共鸣 定理 以 及 闲 图 象 定理 等 . 

1。 逆 算 子 定理 ”在 #1 中 我 们 介绍 了 线性 算 子 的 加 、 减 以 及 
乘法 运算 ， 这 一 段 就 是 要 考察 一 下 算 子 的 “ 除 " 法 运算 ， 这 是 很 重 
要 的 运算 , 因为 它 和 解 各 种 方程 密切 相关 . 

庶 召 及 五 为 两 个 集 , B 为 一 个 算 子 ， 其 定义 域 (B) CE, 值 域 
ACE, WRB Abu pim BS, HE Z) 上 到 AM) 上 一 对 一 的 
WR, (Em $2 iE BARAT BU 存在 ， 它 以 GAB) 为 定 
义 域 ,以 名 (本 为 值 域 ， 容 易 证 明 当 如 是 线性 算 子 时 ，B-! 也 是 线 
HAP. 

XX RX, YENREREZN, 又 设 吾 为 线性 算 子 ， 
£(B)CX, ACY, WEERT 8-! 存在， 而 且 AB) =Y, 
以 及 BU 是 有 界线 性 算 子 , 那 末 称 如 是 正则 算 子 . 

EBERHART, DO) CX, IG) CY, 并且 B^ 存在 ,显然 

BB-—isg, BB'—Isy 
其 中 Zo, Loco DAETA (B), AB) 上 便 等 算 子 ， 反 之 ， 
如 时 有 了 到 吾 的 线性 算 子 C, 使 得 
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CB= Tg. sy, BO =F pte (4. 1) 
那 末 B87! 必 存在 ,而 时 B =C. 事实 上 , EUM EE RES n6 £ (B), 
A Br- Bx 那 来 站 一 CBa =C Br, 二 加， 所 以 五 是 可 道 的 ， 由 
于 BC= Lco 国 此 对 任何 EZO Ati x—0y, [EB Br=y, Ui 
ADIO. I-P, XJ CB-154,188| 99(B) C Z(0). 
从 而 £8(B)--2(0), herm 
BO-(QCB)B'—COBB''-—Q 

特别 , 当 (0) = 了 ,并 且 C 是 有 界线 性 算 子 时 , 由 上 面 事实 立即 得 
下 列 命 题 . 

引 理 1 设 XY、 了 是 两 个 赋 范 线性 空间 , BEB (XY), B$ 
正则 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 CCS (了 -> 到) 适合 (4.,1). 

系 设 了 ,了 是 两 个 赋 范 线性 空间 ， 又 设 ACSBOXY) 是 正 
则 的 。 那 来 4* 也 是 正则 的 , WE H CA") — (A7), 

dE 由 于 A EB (V-X), IB. 

AA =y, A 1A-I, 
再 根据 $3 定理 6 89 Ci 有 (iv), YEAR AR GE B 8] 
(A D* A* Fus, A* (CA )* — Fu 

由 引 理 1 得 知 4* 是 正则 的 , HEEL CAO = CAT, 证 毕 . 

XXE) 设 蕊 .了 , 允 都 是 赋 范 线性 空间 , 如 果 AC? (XY), 
并 且 是 正则 算 子 , BEL (Y 2), 也 是 正则 算 子 , 那 末 B4 REX LZ 
上 的 正则 算 子 , 3EH (B4)! ATR, 

证 根据 假设 ， 存 在 定义 在 了 和 名 上 的 有 界线 性 算 子 B-! 和 
A7. 显然 
| (ATIB OBA)=Ty, (BAAB O —H 
由 引 理 1, AB SE (BA) 7. ERZE Eth RESET, 
所 以 BA 是 正则 的 ， 证 毕 . 

如 果 革 、 了 都 是 赋 范 线性 空间 ， 了 是 下 到 了 上 的 有 界线 性 算 
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子 ,并 且 实 现下 到 了 上 的 一 一 对 应 .这 时 ， ERE BB ' 存 在, 而且 
是 工 到 所 上 的 线性 算 子 . 8B “是 不 是 有 界 算 子 呢 ? 一 般 说 ,即使 X 
是 完备 的 ,五 ”并 不 一 定 是 有 界 的 ， 下 面 是 一 个 反例 . 

$1 ik BEA X (c Cla, 吉 中 的 积分 算 子 : 


Gg) (划一 | (rar，wEsC[a, b] 


HAE Ceb] HRAJE TAS y COO, Ha Hog Ca) =0 的 国 数 
y CO f dm Bs CRE CL[a,8] 中 的 范 数 成 为 购 范 线性 空间 ， 这 时 B 
是 由 Banach zxíi| Cla, 0] 到 皇上 的 -对 - -的 有 界线 性 算 了 于 .但 
E(B 'y —. (OD, B RE $1 Du 8 cpi SET D, 那里 已 说 过 
它 不 是 有 界 的 . 

然而 ， 如 果 值 域 也 是 完备 的 ， 情 况 就 不 同 了 ， 这 时 有 下 面 的 
Banach jf 7 T 3E BB, 它 是 深刻 而 应 用 广泛 的 定理 . 

定理 2 (Banach) j X FYE Banach #0, Bj X3 Y 
上 的 有 界线 性 算 子 ,并 且 实 现 六 到 了 上 的 一 一 对 应 ， 邦 末 , AAF 
BU 必 是 有 界 算 子 . | 

证 WA, BC :存在 并 且 是 线性 的 ， 主要 要 证 明 BO ERSA 
的 . 证 明 这 一 点 的 甘 键 在 于 《其 实 是 等 从 于 ) 证 有 明基 中 闭 单 位 球 
$4C0, 1) HR BS.(0, 1) 能 包含 着 了 中 某 个 开 球 Ov (O0, eO (UE 
Hh e ERTES). mfeA 

BS,(0, 1) DOr (0, e) (4.2) 


便 有 78s (0, ccs. Co, 0)， 即 对 任何 yssr(o £) 1B^' yi 
1 ARIS I. R0 B-' AR. BP EARN RE 
(4. 2), | 


To HAREAN KF, WARTE RET BET zr [BL RR. 读者 注意 
3X xum. M oH 2 FAR, A TA ARR. AEF. FY 
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引 理 2 iE BÆ Banach i] X #j Banach 空间 了 的 有 界线 
Hix-C. mH BX- cy. Iati Ai a0. ded 070, [ER 
BS(0, a) d: O(0, ad) BT 9E. 


证 由 于 不 = Ü so, v), 所 以 了 一 BX = as 5. 因为 
完备 度量 空间 是 第 二 类 型 的 集 CBE ie 87 定理 2). 所 以 几 有 一 个 
正 整数 ”使 得 BS, v) fe Y WEAR OG m rl, M=, 
今 证 B8(0, a) fe OQ, aó) 中 稠密 ， 这 只 要 经 过 相似 变换 和 平移 就 
行 了 。 事实 上 , ER yE0(0, ad), MRE 

go dod LE 
属于 球 C(g D, BEDA SC, v) rh SURE Cu) Ro (1), 使 得 


Brega, Brp —> Yo "e (k— 00) 


所 以 Bhat Fo )oey, Mi EA o7* 2 65 (O, a), HDA BS CO, 


四 在 0(0, a3) chis, WEHE, 

当然 ,就 引 理 AARI, ARI EMEREAN, 结论 仍然 
RX. 
特别 在 引 理 2 中 下 a=1, 得 到 BS(0, D 46 (0,0) cbe K 
面 利用 肖 近 的 想法 证 明 B5(0,1)20(0, 2), Hei e. 


引 理 3 设 8 是 Banach 空间 到 Banach 空间 了 的 有 界线 
性 算 子 , 而 且 BX = 了 ， 那 未 . -WFE e>0, $18 BS(0,1)0(0, 
£). 


证 取 s= 访 , 这 个 5 就 是 引 表 2 中 所 说 的 5. HR yo €O(0, e), 
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因为 BS(o, 4- yte o(o, D ye, BA aes (0, -yh 使 得 
im 一 Be 一 二 
因此 y =y Bz E00, 2) m BS(0, zr t o(». i2) 中 稠密 ， 
BH n6 S(0, 2), 使 得 
iy Bub 
Wy -y Baca BG, er)eo(0 d). 这样 继 续 下 去 ， 得 到 
a "ES(0, gai 2, …, 使 得 


ly BG one aod 


[-] 
因此 zo = S ias X, ifi H. 


[E IM) Iz x 
7-1 


Hr. 由 BB 的 连续 性 
go =limB (sy +2 b y) = Ba 

M 5s(0,1)20€0,2), JEM, 

利用 引 理 2, 3 3r UD noc RoUURC-E PERITO E BH, 

对 于 非 一 对 一 的 有 界线 性 算 子 8B, 有 着 比 定理 2 略 广 的 , 也 是 
TEES PT JP S LER, 

定理 3 JJH, VRBE Banach 空间 下 到 Banach 空 
ip Y HARRES D, An BX =Y, 30K BOEGTRRTEOD 


Q REA GL RLLUEd x S 5. 
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证 dE X p FE, HER BK 中 一 点 Brunck, HE 
证 明 Br, BK 的 内 所 好 D. 由 十 下 是 于 集 ， 必 有 各 的 5- 环境 
Olp DOCK, ERER a- b, 这 时 S Gr a) CO Qr, b) C K, 因 此 
BS(z,a)CBK 

1 r EAR, 4 是 一 向 量 集 时 , W etA {tyl yA, A 
末 Sirpa) =z tS, 97、 因素 ， 由 引 理 3, 有 BSQx,, a2 一 吾 z 十 
B8(0,a):2Bz,4-O(0, ae) --O(Bz,, ae), PAVA, Bao 是 BK 的 内 

EEE $4, $5 中 将 给 出 赣 算 子 定 理 在 算 子 谱 理论 方面 的 某 
些 应 用 .这 里 先 给 出 它 在 范 数 等 价 性 问题 上 的 应 用 , 

EN BXH, EX ERAS DES h lele. 
果 存 在 正 数 e. 使 得 

Izel clrls, sEX . (4.3) 

F h 对 四 和 是 连续 的 , EE 弱 于 | e RE e AFI. 

RI] BESSER] MAFI- le 2X CAE PUL RE 8 9 Bp X 
Jiti itie SEP. 

例如 ,在 CCa, b] BEI om max [COL zl, 一 ) O tat. 
由 于 | 
Ie [laco latolaco - a) 


所 以 全 小 SS Tl do. 

引 理 4 iblis Ph EREZA EAN EE. 下列 命 
RRE. 

O Pb STI] 的 充 要 条 件 是 Lh 是 赋 范 线性 空间 CX, 
| 12 上 的 连续 困 数 . 

Gi) ARI BLESS IE T2. M 1: 10* CCX, piot ox E" - 
是 集 含 论 的 包含 其 系 ; 并 且 存 在 正 数 c, 使 得 任何 JE [t 
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Hf loszelf lh, xx HAB GA, DER f EX, [10 * EE S. 
Gi) 4p [-], 与 上 i SEPTIES CX, P2] 0* CX, 112 5 这 
“:* "是 集合 论 等 式 ; 并 且 存 在 正 数 e, clee), 使 得 对 性 何 
"n Id90*, efh self helh. 
证 G) 必要 性 HERI x yEX, 由 于 (4.3)， 
zi Igblsix—shselz— lo 
Bip b CX, Pio LEZAR. 
充分 性 ”如 果 (4. 3) 不 成 立 , REGE EEG) X, fehl, 


4 二 1, 2,…, fifi zoo, 因而 和 i hæl lea FOEX, B 


EAF 
a a A A e| 不 收 做 于 1ohh， 这 与 


bih AECX, Pio ERU ES PA S EE NUP E. EEE 
G) WE fF JEX LRE K, 并且 fe CX, pior d Xn 
的 点 列 {z,} 按 有 .js 收 化 于 zs， 由 (4. 引 ， 那 未 [zs 一 x 上 一 0， 从 而 
Hrs) 一 了 O21->0， 即 fFECX, Liot, RÆ, X, Da 
{Fl 
对 每 个 EX, [10 *, 由 于 C4.3), 所 以 
Ml sup IFO |< Mh sup leh Seif 


EON BFI ll SNEKER LEFI e hR 
EIE 348.1 LE 10072051. 1 28:3 MANN 
"Fit Banach 空间 上 有 关 范 数 等 价 性 的 定理 . 
x34 ” 设 1-1,、1.1: 是 线性 空间 世上 的 两 个 范 数 ， 如 果 X 
” 按 这 两 个 范 数 都 成 为 Banach 空间 , HELL BF D Fas WE! 
旋 世 器 于 |: Makefile DU gr. . 
证 OX EBEATINO,-[-GO,I:1)08 858, 
HF (4.3), 


Tm mne n M mM upe LAAPE js mum rone HR sm em Amm mis n sc. 
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Hp = ei elzts 
所 以 了 是 Banach £xigl CX, 1-120348 CX, d LO RU FER ETRE P. uj 
ZR, ZJEQX, PIDA OG, bip 上 的 一 一 对 应 . HERTE 
I'(—DA4B RH R65, 因而 存在 正 数 o Cin e MT 使 得 
ixl; — M rhe nb 
这 就 是 说 1 l EFI te HEE. 
定理 4 晓 是 道 算 子 定理 的 推论 , 也 是 泛 浅 分 析 中 常用 的 定理 - 
定理 5 (ERER it X, YERA Banach zxjB, T 是 
ST) (CC) 到 了 的 闲 线 性 算 子 , 如果 SOT) X it iR pb T 9s 
lal, 那 末 是 连续 的 . 
证 显然 乘积 空间 互 x7 RE Gab Ie dul R 
为 屿 范 线性 空间 , 而 旦 很 容易 证 明 它 是 完备 的 .个 的 图 稼 G(T》 = 
ia Tx) IC £9 CD) ECT T EXE, 易 知 G(T) REX xY Hik 
性 于 空间 ， 由 假设 GOOGR OX xY 中 的 闭 集 ， 所 以 Q(T) AcEr Bei 
81, 3) || RA Banach 空间 ， 又 (P) 作为 下 的 线性 子 空间 也 . 
AR pras, d 名 (2 本 身世 可 以 看 成 Banach 空间 ， 我 们 作 G07) 到 
DMF Bü: 
B:(z,Tz)r—z, EDT) 
这 显然 是 线性 筑 f. mE. 
| 五 (z， Tx) ] = ja] MC, T2] 
BMRELBJGUCÉ NE. MA A= 20) WBE aT E: 
的 算 子 . EEB E— Ah $3: E $ rme EL A Ta T2. 
所 以 (zi Tx) = Gu, Ter), XIRA BEU RRR, RAAT E 
PR BU 是 有 界 的 ， 
1G, Te) | = 1872 E87 "iz! 
Bie Warp G, Fosa ei, 这 说 明了 是 有 异 的 ， 证 毕 . 
闭 图 象 定 理 在 验证 算 于 是 连 线 算 子 时 是 当 要 用 到 的 转 别 是 
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用 汉 函 分 析 方 法 研究 偏 微 分 方程 时 这 个 定理 比较 重要 ， HT. ertt 
4r 95-4 € BE AGES IE CPEBS XE, ERATE CLER uS 
Pa s a Bod pk TE BITE NU ym3EARPpB. kie 证 某 些微 分 
ATERAT., SIRGRBERBDHBISEBOEUEHPEXÉXESXE D. Ie 
外 在 讨论 Hilbert 空间 对 称 算 子 (SULAKE $9) 时 也 要 用 到 六 
图 象 定理 ， 这 个 定理 在 局 部 凸 括 拉 线性 空间 理论 中 也 有 进一步 的 
推广 . 

2， 共 哆 定理 it 工 了 是 两 个 Banach 空间 , (7,14€ AE X 
到了 的 一 族 有 界线 性 算 子 ， 所 请 共 攀 定理 , 就 是 : mT. red} 
XRX chARA4SER aR Y 中 的 一 个 有 界 案 {T,x|rEd} (DT. anf 
3zE4}+ 有 界 )， 那 末 算 子 族 {?.jrE4} 是 一 致 用 界 的 ( 即 { | 于 |rE 4 
是 有 界 数 集 ). 这 个 定 埋 也 是 Banach 空间 重要 定理 之 一 . 从 上 一 世 
纪 中 叶 开 始 ， 在 几 个 不 同 的 数学 领域 里 发 现 这 个 定理 的 一 些 特 殊 
情形 ， 例 如 Fourier 级 数理 论 中 迪 , 布 百 . 需 蒙 (P. du Bois Rey- 
mond, 1876) £6 H T xk £k ER I FP) Fourier 级 数 发 散 的 例子 , 陶 普 里 
3k (0. Toeplitz) fir i pg xe (H. Steinhaus, 1911) A F% 
数 求 和 法 的 结果 ( 见 后 面 例 拉 ，Hahn(1918) 关于 插值 问题 的 证 
321; 以 及 勒 风 格 , 许 耳 {I. Schur, 1920), Hahn (1922) 5t A X: T RA 
法 与 奇异 积分 问题 的 研究 , 在 这 些 工作 中 都 发 现 了 同类 欧 定 理 ,在 
这 个 基础 上 , Banach 与 Steinhaus 上 共同 提出 了 这 个 一 般 定理 ， 有 
时 也 称 它 为 有 界线 性 算 子 的 一 致 有 界 性 原理 

共鸣 定理 由 于 来 源 广泛 ， 它 的 证 朋 方 法 也 很 多 ， 我 们 这 里 先 
应 用 定理 4 KERE, 

定理 8 (共鸣 定理 , Banach-Steinhaus E ER) WX -E Banach 
空间 ,了 是 赋 范 线 性 空间 , (7. EA EAX RY 的 一 族 有 界线 性 
HF, AUR XE EX 

sup7,z] oo (4. 4) 


MOTUUM n c HURTS ae S nem pa RR m n ma mass e mm ii iim 


z02 Aio “有 界线 性 咎 学 
3E SCIT T. cc ATH FH. 
证 任 取 一 个 指标 we 4， 令 ASAU ia), WE T.—I. E 
Banach Fax E E33 xe —7 1 36 c: 

Iz | 7sup]T.z] =max( fej, supi7.z ID, z€X 
EF IT zi — lel, PEEL jio n], X HC. 0, lhs, PT 显然 
请 足 对 范 数 的 正 齐 性 以 及 从 1z 有 一 0 推出 z=0 的 要 求 ， 今 证 三 角 
不 等 式 也 满足 ， 事 实 上 , 由 于 

VP Gor D [Tel rT lsuplT.sl rsuplT y] 
— zii dal; 
因此 
Iz +yli sup] T. +p E Eel Hf. 

REEI h 成 为 Banach 空间 ， 事 实 上 ， 如 果 {zn} 按 
Lh 为 基本 芍 , HP ISE Do WA) HL LE REIS B, Ae 
有 xs fESMz—5.]10. 4G HD Ih aT zo: 对 任何 e> 
0, UTEN, nomm N 时 


[za zi 
即 当 rE ALB IT. Gs m) |. 4 mo coi ERI 


VT Gs) EC 
所 以 当 az N B | 
Iz, zol 


BI (2,481 - 1; ica T zo. 
根据 定理 4 必 存 在 c0, EPI] ele DE € X 成 立 ， 
BREH TI | eC 4} 是 有 界 数 集 ,上 界 不 超过 e. 证 上 毕 . 


$4 NONECT E PURUECPS E HE 293 
"Ra A Hw EE E ERG jEBH 2; 2E. 
证 EX Emi iA 

p(z) 一 SP 


jk EE HO TAE: 

() g(x) 是 拟 范 数 ; 

GD XHE—M 0, S£ (iz|pCx)« MH HIB. 

TEN CO ARR. A BEGD: BNOGIT r| SHEA pA 
dk. 因此 | 


{zlp( cM) f) GITE M) 
TE 
是 -- 族 闭 集 的 交集 , 因而 也 是 闲 集 . 
jbX,—(zbpGl«Rh BKL = 1X, HX ANA, 
k= . 


BEULJA -0 X, FER Q(zo, DHAR, Mhi, X, EB] 
Ak, 因此 X, DO Cry e), 所 以 对 于 X, HEA 2250, 必然 


e x 
zo —2]«] To | A £) 
PANT 
e x 
(se t$ x, Kz -< 
由 所 序数 的 性 质 , 立即 得 到 
z È t 
(ep) Rp rng m )em 
WENER WAK ERA PO «Ple, BET e| adul, Mm 


2b EIT {<M CEA), IER. 
利用 共鸣 定理 和 3 引 理 1 证明 中 有 关 极 限 第 子 范 数 的 估计 ,， 


E 
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立即 得 到 Banach-Steinhaus 另 一 个 定理 ， 

xgXB 7. uEX Banach 空间 , Y Eite, T} CB 
(X SY), MIERA 2€ X, Pun) e x DR EE TETE B CX Y), 
使 得 {7。} 强 收敛 于 外 ， TIH UT HSin}, 


利用 共鸣 定理 可 以 讨论 Banach zz ji] E 3 3648 zx [al rp S 5-6 
RHE, 

EN RP ERRENA A ie a 的 子 集 ， 当 按 
HARER A Of dERE M, bx feo, If) M). 
称 中 是 强 有 界 的 . inso CX, 数 集 {f(x) SSP AT BK 
全 是 器 * 有 界 的 . 设 和 4 是 XX 的 子 集 ， 当 4 是 有 界 集 时 , 我 们 也 称 有 4 
是 强 有 界 的 , 而 如 果 对 每 个 FEX", (fF) IC AVE FEE, Sk A LES 
RAH, 

TA, hA, ARAR TAD BE HUE SS "UR FIL WAR. XIN 
为 致密 的 数 集 是 有 界 的 , MACHR REDRE ARE. A 
MARAR’ BAR” SUBE ELR XCX"'*303 0$ s 88, 立即 
可 得 下 列 系 . 

3X XE Banach zB 3e X UBEQ'UE ARD dE UG E 
dk. 特别 , 可 改 得 到 

) X" FEEDER JG 

Gi X*':büg*seus SR A UE: FG 

(ui) 典范 线性 空间 互 上 任何 弱 有 界 集 必 是 强 有 界 集 . 

由 上 面 的 系 可 知 ， 评 范 线 性 空间 区 上 集 的 强 、 器 有 界 是 一 致 
的 , X * E38, 83, 09 45 FI 4b I — Sc, 所 以 在 任何 情况 下 , 只要 “有 
界 ? 概念 就 可 以 了 . 

3. 共鸣 定理 的 应 用 共 玖 定理 在 谱 理 论 中 的 应 用 我 们 将 在 
$5 中 给 出 . 下面 给 出 共鸣 定理 在 其 它 一 些 数学 问题 上 的 应 用 . 
这 种 应 用 是 很 多 的 , 这 里 我 们 只 赂 举 一 些 . . 
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H2 i121, alt) Æla, b](—oco«ca«b---Foo) «p ER 
数 ， 假 如 对 任何 EL La. b], 积分 


facoscoa 


存在 , Si a (t) € Li[a, b], 此 地 方 十 二 一 1( 当 # 一 1 时 ， g--05), 
证 作 有 界 鸭 数 ia],(f) ( 见 第 三 章 二 3)，、 利 用 Caj 4 二 1, 2 
- {E LCa, b] 上 线性 泛 函 | 
FG) =f «CO Da. QD) dt, a6 L^ [a, 可 
利用 Holder 不 等 式 , 易 知 F, BAJAME, BER IECODa CO E 
JaC) | fatE) 1， 而 且 已 知 [g(t) aOR, ARE 
定理 | | 
lim, fr) = [coco à, z€L?[a, bj 
由 定理 7, PG) -lim P, G) EA R RELE. WRR LCa, 8]* 


-L'[a, 0), FETE MAEL Ca, 5] 使 得 F(z) =| sco eco ar, 2E 
L' La, b1, Wt a = Kian BADE a=, BiDl CEL Ta, 6, WER. 

例 3 ELOEPLAGKIDILOLIIUE, ERNE, i 
常 引用 机 械 求 积 公式 , MELEE 


M 
fa C7) = DADAR) CEE VU EM RT eb (4. 5) 
K-10 


fosse CO IB [ sco itur. PEE, $E Gimp- 


son) 方 法 等 都 是 这 种 类 型 的 近似 方法 ， 

BETA AALO, H., o PEAR RAUA, 
AP, es 4 让 后 ， 等 式 (4 DYE ST ARC Ca, 5 上 的 连续 线性 泛 
EB fa， 现 在 的 问题 起 : VES FEAR PET, ERR 天 在 每 一 点 *EC[o b] 


206 — l SAE ARREAT 
ERAF E [ «coa. 


定理 8 (斯 切 融 洛 夫 , 全 区 Crexnos-Szeg5) 机 械 求 积 公式 f,(2) 
XHE— Wil *SCfe b] ( 实 空间 ) 收 化 于 | oco i 的 充 要 条 件 是 : 


LI] 
O LIP M, DAP SM; 
k=0 


Gi) 对 任 一 多 项 式 =C), f. GO» | 20 dt (n0), 
证 首先 证 明 
f= 214] (4. 6) 
k=D 


事实 上 , 显然 成 立 着 不 等 式 
[FAE | E | ATUM lef, xECLa, 5] 
AAH, 对 每 个 % 可 取 [ 必 的 上 的 连续 国 数 x,(f) 适 会 
2 
WE Ied —1, 于 是 


Èn 
ifa n) | = 之 | Ag" | 
=0 


因此 (4. 6): or, 

利用 (4. 6 及 共鸣 定理 便 知 人 是 必要 的 , if Cii 8 43€ IE 
然 的 . | | 

反 过 来 ,和 如果 给 定 的 分 点 组 序列 和 数组 序列 适合 条 件 (i)、 (ii)， 
其 中 所 是 由 (4.5) 武 所 定义 的 C[a 5] 上 的 泛 函 ， 因 为 多 项 式 全 
体 在 空间 CLa, blh, H 83 引 理 1, 必 有 CCa, 5] 上 连续 线性 
IER, 使 得 对 每 个 zEC[a,5]，fa(z)>J(z). 但 由 条 件 (ii), 对 多 
项 起 a(t) 

lim, (2) | z(t) dt = fr) 
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出 的 连续 性 , 对 任意 的 xECfe b1, 便 有 
f2- [sc 
"AERE, 
RO OW AIUTO 那 末 对 每 个 zsC[a b] f GO) [ adit 
JR HERRERA SA C), f. Gn) a0 Qe». 
证 当 44" 演 0 时 ,定理 中 条 件 (i) 含 有 条 件 (D， 事 实 上 


EM ka = 


SAP DAP =f >f dir= 0-0) 


所 以 有 M, EORR. HEA 8 就 得 此 系 . 
例 4 RRK LRAG ” 设 有 数 项 级 数 


a, lag t--—as 
具 部 分 和 是 sn - 2 ja., 如 果 有 数 ?= limsw 我 们 就 称 级 数 Tas tk 


Cauchy EX npoR n, 3? 称 为 它 的 Cauchy 和 ， 这 就 是 通常 的 级 数 
fn. 
如 果 给 定 一 个 无 限行 , 无 限 列 的 阵 Cua), n, E—1, 2,…, 4E 


Gu 一 yT8 n—1,2,-- (4. 7) 
假如 对 每 个 固定 的 n. (4.7) 中 级 数 按 Cauchy 3€ LU Ok, m EL (o, 
der, 即 有 o, c, o, 就 称 级 数 La, 按 阵 (ao 广义 可 和 ， 并 称 c 


ITUPMACIION IM PEN EST 
就 是 Cauchy Fn. XWA E P (Cesaro ft (C, 1) 求 和 法 的 求 和 阵 是 


Tn o a 
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B 0 1 
1 1 | 
l> = 
|? 2 9 
‘Ilio 
(18 3 8 | 
和 | 
3114,15 | 
n y "n 路 
We 
相应 于 此 阵 的 os 为 : 
A 
o=} s 
ES! 


CE AE Ya, BU n 个 部 分 和 的 算术 平均 )， 级 数 的 广义 求 和 法 很 


多 , 是 经 上 典 分 析 中 一 个 重要 分 支 . 
IPE Geo 给 出 一 个 广 芯 求 和 法 ， 如 采 每 个 按 Cauchy 3& X. 


Uc ox i SR Me So bE Ca) WRAAD, p HOARdE n 等 于 


Cauchy 和 , 就 是 说 只 要 ss, MET, = 2 au sins, 这 时 称 这 
kl 
种 广义 ck AREWA. EI cR Rule. ERO Toepliz y 
BT-EE, Hue, DpoRORDEJEJERUAS. THE T- RERI. 
定理 9 (Toeplitz, 1911) — (a,,) A T -E£ (Je 98 AR FP e 
(i) lima, —0, k—1,2, --5 


(d) lim Deal 一 


FEES 


(iii) MES JUDA 21,3, 
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2 WEHHGX AP 5E ER, 先 证 一 个 类 似 于 例 3 的 引 理 . 
引 理 5 i c ERARA a= {zw} 全 体 , 按 范 数 


Iri —supjz,l 
nol 


所 成 的 Banach 空间 ， 叉 设 {ox} 是 一 列 教 ， 如 果 对 每 个 4 一 {xs) 
£e, 数值 


fx) Xs, 
存在 那 末了 是 。 上 的 连续 线性 泛 函 , JEANI = 23 La, Loco, 
证 对 每 个 自然 数 n, 令 
f.GO) = Haz, 


SEX fa Æ e PIESE. B xb Ee, fi 
JO), 所 以 由 定理 ? ai f Abc LERRA, dE S2 


12, BRAI Dle l<. BEH. 
r=l 


定理 $ 的 证 明 BEH ET- BETET a= 
{sn Fa "Eo, 级 数 | 


g.r)— xx (4. 8) 
ct, 如 果 记 | 
g(2) =limg, {7 ) T= (Sn Sa Ee 
那 末 当 zEe 时 
ling, (2) lim Dans =9(7) (4.9) 


P429 gz) 是 Banach 空间 c EAIA TE£X PETE BB, 并 且 


210 FEET 1:3 


Il Sa 
EI 
EAE BHO ipu ige IT EIS. AX eR dii), 
做 c rb ils SN e. e D, ou em, eA: 
ez (1, 1, L D (和 个 坐标 者 是 1) 
e 二 (0,…, 0,1,0,0, …) (第 上 个 坐标 是 1, 其 余 是 0 ) 那 末 


nki 


g,(e 0) - D dan gle = (a, k=l, 2 
无 一 上 


- 由 (外 知 道 , 当 #->50 时 

g, (e) g (e) =], g, (e gl y=0 (R21). (4.10) 
这 样 就 得 到 (ii RID, 

充分 性 ; Ve Ca OR LC, GD. RED ERE COP) (6-0, 1, 2, 
Mg coh ffSsE EEERU.— DAE FUBCH BAUD USE frg Ole $0 R7 A P 


"PLATES INE RONAOERS TORIO IS LAS 
ki 


有 界线 性 泛 函 , Hig l= > lanl M. B Anke IEF Zh Rr 


x，(4.9) 成 立 ， 那 末 对 c 由 任何 z, (4. 9) 也 就 成 立 . 因而 (nr) 就 是 
T-T. 

HRO, GD Ami XE T Ce HRA. DR, 所 以 对 于 它们 
的 任 一 线性 组 合 , 即 x6 90, DRURI. 这 正 赴 所 要 求 的 结果 . 
证 毕 . 

此 外 ， 还 有 把 共鸣 定理 用 来 研究 揪 信 问题 以 及 连续 参数 类 型 
的 问题 .这 里 不 一 -举例 ， 


1. M BERE 7 的 系 . 
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2. WE X. Y JÉVA CO HEP IR. Alat AE — I X — Y ARRIE 
算 子 ， 如 果 对 任何 z€X,qy^6Y ", dd dg" (A Qs)lacoi: EARR, MAE 
IEMECEIMET LE LE 4 Xk Banach 空间 时 , MAA aE Atigi tr 
Br n E IBIAS acd HERE TEE A FUE, 

3. APNE R JEUS zz EB d zs [3] S dc PERS E ET RT ER 22. 

A. Wpm Xe d U|BH: E XX Banach 20 po JE X LIRE, 适合 
Cue m: 

(i) ICOP-D 

Gi) aE fü fiel, plar) —ap(c) 

Gib p; Fr) «pn pu 

Gv) M 2€ X, s>s h}, limp (aa) FPE) 


WRBA TERM. E EX, por) s Mel . 

定义 ” 设 环 起 线 性 空间 , 号 是 定名 在 下 上 上 的 线性 算 子 , WERE Pt—P, 
HIRERPAX DESD T. SpXgÉWigeikMbmr py, E P*o—P 的 有 界线 
AR TRARRE T. 

XX XRAM, Y. ZÆ& xA RIETER, mE X PATE 
48a, UER e yta, 9EY, 262, MERX EY, Z HARM, 记 
XX-r-Z. 

58、 投 己 为 苦 上 投影 算 子 . 证明 CO E—P Ap X EREEOCT. GDL = 
(yi Py— y. y€XT, Lio — (2| LH —P)2—z, 2€ XV, WIE X — Let Li in. 

EZ X=Y, EXEAT Pr: 当 2=y 十 z 时 , HUE Pr y, EG] 
PrE X DEEST. H Y=ipiPry=y gex}. 

6. HIRERE. 证明: mE PGRERESEEI GEGEN. CERAN 
线性 算 子 , 并 且 P= P), IER Lp, Loc, MEX MERET E. , 

Ez, "Y, ZÆ Banach 空间 五 的 两 个 六 线性 子 空间 , ERE. X -Y - Z 
I, 那 末 习题 5 中 所 定义 的 算 子 Pr、Pzs 是 鲜 上 的 投影 算 子 (主要 证 明 Py, Ps 的 
HERO, RR = Pr 上 Pz. 

7， 试 举 一 例 : XE Banach 空间 , Y Ab X HIER MET x, ZR OX iR 
ETAN, EX =Y 4 Z.dB ZORGEDHERMET Zr fH CRUH CIA ENG TEES FEY 
Jn) rb edE xe S6 fe v n] E n CES RETE ERI, 作出 所 要 求 的 例子 ). 

8. WX, Y ik Banach rl, 4 EX» Y fH PEBCE (D(A)— X). 
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ERR: 如 弟 对 每 个 y" Y". yt CA) fS X SEI E. ME EE EE, ok 
AEB- >F), 

9. X Y, Zi E Banach 空间 , «Pix, 3) 是 X XY—EZ LAHR, fi E RT 
AERE x, DL gp y Ra Be E Bd. TELE REC y. D Gn, 60 E X But PEE Pd, BE 
Dir, y) E XRERTEHRER, EN: 如 果 邓 每 个 z*CZT. z* GP (n, 0 CY *, zt (C, 
SOEX", 那 末 必 存 在 常数 af, t || DC, D | Mall. 

10. iX, Y & Banach 空间 , AC (X 910. 并 且 AX —Y.. EH: 存在 
常数 N. IHEM Y vice D ga 9 PI t. SEXE (CX, Bra 
iva Az,—3,(—1,2,-) H eea. (ET ERAT ALICE 

. Wie E Banach 空间 中 一 个 点 列 , dno «OT rCX, AEE 


SUR (os Gy, 使 得 limllz -Sa， st-c(ms 一 xs } Weiz,rI Xe 


isl 


nE. HEIRE MES Banach 空间 . Set i (db Banach 9f X 


上 , 展开 式 = = Daar 中 的 au G0€X*, GRE X. LIERE Kelh = 


i=l 

supil caso aul, A Gr, l-i) A Banach 2288. 

Éx1 

12, WEGE, |-|) Æ Banach 4i. GF, lio At des Pho rep, E D E P is 
AoE 3ER GEL [S 成 为 Banach m, dE. STIS lus WEHE 
fsr c£, | - ID GF. IE - L0 o8 FE ER EE E T CE, E HD CP, LH or k 
性 算 玫 (提示 : AARRE) 

13. TR [0, 雪上 有 界线 性 算 子 ， 证明: iA Tp LO, 1] pieSEER 
Sk UR VEG HUNE, 则 工 是 CED,1] 上 有 界线 性 算 子 ， 

EX 设 矿 是 平面 上 Jordan dk, FO REET ERE T Banach 
空间 世上 的 抽象 秆 (向 量 值 ) 洋 数 , dm XE X 1 H9 oo x. 使 对 -一切 x" EX *, 


入 (一 | at OLE 


称 了 se) 在 关上 弹 可 积 (或 在 矿 上 Pettis EE, 又 称 z 为 了 (在 三 上 的 可 (或 
Pettis} 积 分 , 记 为 


xz 一 | fd2 
在 了 上 任 取 -分 点 组 zo Zi zs IUE E € X, 使 得 
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Gio luz fGo (ziz =F 
Boh A= maxlas zoj E Eee bE, W ORT LATA, X 
Fa Food ESSE. lU 
te NT 
14. 没 广 是 平面 .上 Jordan 曲线 f REXER T Banach 给 
BX HEMRA. UBI C CO ED OO 连续 函数 时 ，f(z) Fe DR 
34. SS SU TETE, 并 二 两 个 积分 相等 . 
15. WEG EBE -个 区 域 , f(z) 是 定义 在 上 取 慎 于 Banach S? [8 X. 
上 的 抽象 但 函数 ， 证 明 : 各 困 对 每 个 a*€X*, stifa) EG EO AR 
数 ， 那 末 对 尾 傈 EEG, 
. foo) - fü» 


存在 , 并 且 在 G 中 每 点 ze MAES FO Ca Gr) RIS, XC EX, t 


"-D 
Sen ase ar 

16. EX RH MESSIRL, li-D le 2 30E X. ERgrE NC, WEEET 
Ai Ee B. WERA ES e ORE DLE RS, 那 末 称 | LE Do CRI i 

证 明 ; n5 x xml PE 1 TE [|a R Banach 空间 ， Allh, dd s FF 
合 的 , 那 末 | :| iel: Ee. 

V. X XMXPETIB, ieis i da A 2 AE X. EB E. dn REI Dif 
PREZA, quas]. ik. BRUE e0, (EXP— BI CX, [lal], 所 
allali 

18. WXQY, ZEE (0D 都 是 赋 学 线性 空间 ， 并 且 马 = 是 十 F， 显 
BR, E — E AE RA ETO So RERTZ =T art Ty, hsrt y, 
LEX, gCY, inj PX, T, 2E Epi X— E, Y -- E urSdE V T. 

WE: PBZ fe TON CX» E) R TEB -E)E R Gd 
SER EXE EE e20, B0, WHER om a yE, 

B Le] A rl D sce: ei ali 
i9. 2E BAWLUSE RE 4 cpUELC REALI li S8 FLU To A 3E f. 


Œ: jE Jordan df BHn REB. 


rr 
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55 线性 算 子 的 正则 集 与 谱 , 不 变 子 空间 

在 泛 晃 分 析 中 ， 对 线性 算 子 的 谱 的 研究 是 很 重要 的 一 个 研究 
方向 , 在 这 一 节 中 , 我 们 将 对 这 方面 最 基本 的 概念 作 一 简单 介 纠 . 
与 算 子 谱 论 相 联系 的 重要 问题 就 是 算 子 的 不 变 子 空间 ， 这 个 问题 
近年 米 讨论 很 多 , 并 取得 了 重要 的 进展 , 在 下 一 节 我 们 将 介绍 这 方 
面 的 成 果 ， 为 此 我 们 在 这 一 节 还 要 介绍 一 下 不 变 子 空间 及 超 不 变 
子 空间 等 概念 . . 

1. Gr emm E 有限 维 线性 空间 上 线性 变换 的 特征 
值 及 特征 向 量 的 概念 是 大 家 了 解 的 .在 微分 方程 和 积分 方程 中 也 
有 特征 慎 和 特征 函数 的 概念 .现在 把 它 拓 广 到 一 般 的 线性 空 得 上 
来 .就 有 限 维 空间 看 , 线性 变 搞 的 特征 值 一 般 是 和 揽 的 , 所 以 算 子 详 
论 一 般 总 是 在 复 空间 上 进行 讨论 . 

EX HIERHER, 4 —, AR XOX 的 线性 算 子 . 
WEA X IRAR EZA), 使 得 

Ax= Àz (5. 1) 

那 末 就 称 4 是 碳 的 特征 全 (或 本 征 信 ), 而 称 x 为 4( 相 应 于 特征 值 
力 的 特征 向 量 ( 或 本 征 向 量 ) . 

设 E, 为 算 子 44 的 (相应 于 特征 慎 4 的) 特征 问 量 全 体 , 再 加 入 
3E I) t, 称 E, 为 算 子 4 的 (相应 于 特征 值 4 的 ) 特征 向 量 空 间 . 

显然 , 相应 于 非 零 特 征 值 的 特征 向 量 在 算 子 值 域 中 . 

E, T5 fg Co. D ES PUR ARS ACIE, 容易 看 出 B 是 下 的 线性 子 
空间 ， 如 果 耶 是 赋 范 线性 空间 , 4 是 连续 算 子 , 那 来 也 很 容易 知道 
EAT RI. 

称 E, IHE Cdim E) 为 特征 值 4 ERE ox CRI EE OS. 
0) 的 最 大 线性 无 关 解 组 中 向 量 的 个 数 . 

例如 线性 空间 圣 上 相似 第 半 wi 的 特征 值 只 有 a， 而 且 全 空间 


85 级 性 算 于 的 正则 集 与 详 ， 不 变 子 空间 EET 
X AERES Kein. 
例 1 EXE nE, 4X5 XE: XN. X 
HER HdE(0, a eh, AH TREC.) 8n ig 


Ax =y, r= Sese, y= Dye, 
u=] BI 
那 末 , n= B14,.x,， 这 时 方程 (5, 1) 立 即 收 写成 线性 方程 组 


LJ 
La 
Sant, = Atn =l, 2, un (5. 2} 


Wit. A ART ARR E ES TEE e PE RS A25 BE Ca, 的 特征 信 . 
而 4 的 重复 度 也 就 是 线性 方程 组 (o. 2) 的 线性 独立 的 最 大 解 组 中 
解 的 个 数 。 AUR UELUT US. — a, EOS sr, 那 末 重复 度 就 是 
T 

FERAN OMERE, 

$852 WE XC[O, 1], AD ÈL, 1] EL CEET 本数 
if BLX& & X EA PR 200) =a), r (0) =r CO Bo RE x (0) fL E 
320 CA) $89 X En fíU E-T- A MTF: 当 EAA) kt- 

Ar= 一 地 和 
由 于 微分 方程 一 xz= 4z 的 通 解 是 
e(t)=acoss At +bsins/ Àt 
当 A (2ra), n0, £1, £2, eit, ERRA HBR 0 的 以 外 ， 
不 可 能 有 国 数 属于 多 (A)( 即 适合 边界 条 件 z(0)-z(1) z'(00-— 
z' (1)), 

P A — (22227, 20, +1, +2, B, 上 述 通 解 全 体 属 于 名 (4). 
因此 算 子 4 具有 特征 值 《2xr) ”与 它 相应 的 特征 向 县 空间 具有 
dkcosZnz t, sin2nzt, 

0683. 设 和 是 [一 1 1 上 上 的 连续 函数 全 体 , £C) REEL 71, 1] 


TT er - 
ae MH sep EEE 
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上 有 其 有 二 阶 连 续 导 阔 数 的 销 数 z(t 的 全 位， 在 经 (4) 上 定义 算 子 
App; 当 EDA 


Az--[(O? —Da'l 
(为 x(t) 的 自 变 数 )， 由 一 阶 微分 方程 图 论 易 知 , 方程 

Lt —152']' .Ar=0 
当 Aae t lk, SUR CEDERE HS dEARARxCU) dui A— 
s(n t 1) B, 上 述 方 程 的 解 必 为 


g" £.. R 
2. I a D 


x(i)—.— 
(6 B E Cr CL) WOO n ET IO Legendre 多 项 式 ), 因此 算 子 4 只 上 其 有 
&fEin(n--D), 2—1,2, ,. TREE AGE E Rt, 队 一 常数 因子 外 
X Legendre 多 项 式 ， ` 
BJA IEX =L (0, ec) AIER), D(A) = (213€ X, a" € X), 
fe A) SUX PEST: A ar V 


Az E ty, EZ(A) 


BT Tar) aC) (38 REX 2 -- C,e**--C,0 7", XR rE 


£2 CAS EXE A PE IE C) Reb 0, 0, —0, 或 Reh<0,0s=0。 因 此 4 
HAT ARRIE H9 36 SEA BE =k, Rek^0, 也 就 是 不 是 负 
Sa 而 且 棚 应 的 特征 向量 形 如 
e(t) -ae ?! , Rev A «0 

Al S kf REAET, 

de HNE FREE EE WT LER UR R, 

HI Ww X=Cla 5], AX 

ELE [dr z€C[a, $] 


从 方程 


A am ccu 


v. 
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J'atede - Ar £), zEC[a, b] (5. 3) 
ABEB: 对 任何 4, (5. DRAR a(£) 80, 所 以 4 没有 特征 秆 . 
GE 取 X=C[q61, 投 Ks 和) 是 aSs<b,， axia 上 二 
元 连续 国 数 ， 作 Cla, 81 上 算 子 4 如 下 : 
(Az) 0) | KCs, Dao) dt z&Ota, 5] 
那 来 4 是 4 的 特征 和 值 的 充 要 条 件 是 积分 方程 
Ac (8) -| Ks, zt) —0 (5. 4) 
JCEREAR, IRK Cs, OX COS CO, E Pis f 
C Lo, 5 中 线性 独立 的 河 量 组 , SEXE EE C5. D (EX. 
ic - g (Eat) dt f. (5) —0 (5.5) . 


当 4=0 时 , 由 (5. 5), 为 特征 商量 的 充 要 条 件 是 zECfa, b], 而 且 
适合 条 件 
[e (Odi =0, v=1, 2, n 


BIERA. FAEH, AeH TEREE G E [81 Rt E 
JCEREnS. iE, 那 末 (5. 外) 的 解 必 可 表示 为 


zls} = $a, f, (s) (5. 6) 
v=l 


以 此 再 伐 人 (5. 90, 利用 广 ,…, 记 的 线性 独立 性 可 知 (5. 5) fo RECS. 
6) P ig e, 必须 适合 线性 方程 组 


Da, [DLD 0 v 1,2, o,a (5.7) 
国 而 当 4 天 0 了 时， 4 为 特征 值 的 充 要 条 件 是 4 为 方程 组 (5. 7). (以 


Te 
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a5, …、as RARO TE, TE 4 BOCA Bt I3 O9. 7) BER ERR 
立 最 大 解 组 中 解 的 个 数 - 致 ， 这 时 如 要 求 出 树 应 的 特征 向 量 ， 只 
要 在 (5.7)? 中 解 出 一 组 不 全 为 零 的 aan 代 人 (5. DRET. 

由 .上 述 各 例 可 见 ， 算 子 的 特征 值 及 特征 向 量 概念 是 概括 了 了 线 
性 代数 ,微分 方程 ,积分 方程 的 特征 值 及 特征 函数 的 概念 不 仅 许 
多 经 典 的 数学 物理 问题 (如 微分 方程 ,积分 方程 、 变 分 方程 问题 ) 可 
以 归结 为 求 特征 值 .特征 向 量 问题 , 在 量子 物理 学 中 许多 重要 问题 
也 是 要 求 出 特征 值 及 特征 向 量 的 问题 . 

在 数学 物理 (例如 微分 方 种 ) 问 题 中 , 除去 求解 形 如 

(AI — A92 —0 
EC RUN, X528 il BI dE e 25 fe 
(AI—A)sz — f 

其 中 4 是 给 定 的 算 子 , 了 是 已 知 向 量 ，z ERMAR, DOT RPREOX 
种 方程 的 求解 问题 ， 很 自然 地 要 引进 算 子 4 的 正则 点 和 谱 点 的 概 
x. 

2， 算 子 的 正则 点 与 谱 点 ”在 8 4 的 开头 就 介绍 了 正则 算 子 要 
念 , 现在 利用 正则 算 子 概念 来 定义 算 季 的 谱 ， 

定义 诈 祷 是 复 的 赋 范 线性 空间 , 是 下 的 线性 子 空间 如 (8B) 
5| X hüSRMETE-R, XVEAJGE— He. in CAL —B) RGERNCT., 
BpAI—BAÉZ (B) 到 六 上 的 一 对 一 的 线性 算 子 ， 而 且 它 的 逆 算 子 
(4I—B)'  J&X B Xp üt FER 性 算 子 时 ， 那 来 称 4 是 5 的 正则 
As ERR RUD = (41 一 8)-! 是 旦 的 络 解 算 子 ， 不 是 正则 点 的 复 
数 4， 称 为 召 的 谱 点 ， 复 平面 上 正则 点 全 体 称 为 召 的 正则 集 @( 或 
REANO. ApG) 谱 点 全 体 称 为 互 的 谱 集 ， 或 称 为 谱 ， 记 为 


Q dii. RAIZ- BHEXdEIK, AI- B ETE BERESRTOU B STR 
mx, WA h ENR GR ORO RES RO I2, det BR SLOR RE. An BER 
LE IMLII 
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c (B), 

显然 oCB)UOCB) Bo SE T GE TL 

TR di E W a FIERE: A f E XL 35 1r HI ARa E en RC P RT. 

引 理 1 it BRE AEWmSiEUEEIIHHPX DOG AN RET. (0) 4 
A B frg i | pex 99 3E 3E AR PE AE Ré 

(AI —B)g =f (5. 8) 
HEH EXMA ME, 而 且 存 在 正 的 常数 mm, Pig om fT. 

(ii) A 不 是 8B 的 特征 值 的 充 要 笨 件 是 AI—B EX (AI-- 
B)X Effg——3*4 FECHIAI — Bj up ue SE 105 Ub 14 不 是 召 的 特征 值 ， 
XR X EC ES ZR qu. SPA A iE B EMA, 

AE O BE RAR CAT — B) =X, RLAR X pt fL 
fig, IE fO. 8) Xr, X HT A-R) O 是 有 和 界 的 , 所 以 

tal = IGI-—BS "fix IGI-8) Fl 
RER m=O IRAT. . 

充分 性 : 首先 由 (5. 8) 知道 SE(AI—B)—X, HKE EB) 
是 一 一 对 应 : 事实 上 , TROM ES FUE (TIT B)gi— f, (AI — Bg = 
f. HEXCGI—B)05,—92 —0, Mg 一 gs HRE AE 1g; 一 9 所 
miol, 就 得 到 g =g, BEACAI —B)JE — —RE E, Ami (AI— By" 
存在 , XOHUE ELE 1g! xm Fl). 立即 知道 1(21 一 8) fimi Bp 
IOI-B)'[|xm, 

Gi) 如果 4 不 是 特征 信 ， 那 来 当 (AI—B)g, —(AI —B)g, 时 ， 
B(gi—9:) =A ga), PE g =g 即 (41 一 BB) 是 可 道 算 子 ， 上 反 过 
来 , 可 逆 算 子 一 定 将 非 零 向 量变 成 非 替 向量, 因而 不 存在 9 关 0， 使 
得 (41 一 5)9 一 0 BiTA A RAE B i EHE FC. 

25 X EOS IR SEE Es |j, 并 且 ATEB e GE TERT, Hit A CAT 
—B)lEn[gipe d. 容易 证 明 4 的 象 C9(A)— X, SESS B, TEX 
取 一 组 基 en, €m SER (B — AD ei, --, (G—ADe, 必 是 他 中 线性 
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无 关 组 ， 因 此 {8 一 2)ei} 也 是 六 中 的 基 , 从 而 94A) — X, dB 
Oh ER A t A £9 MES [R] iE Banach 空间 , HER TEMABA 
At Fg BS 4E p(B8). 

ARTA E EPR HER T P ME ZEI, 如 果 4 不 是 8 的 特征 值 ， 
这 时 ，4 不 但 可 能 不 是 如 的 正则 点 ， 基 有 至 4 一 吾 者 不 是 互 到 并 上 
Bob iS. aan, BuU 5 + RRELA, 它 役 有 特征 值 , 因而 0 不 是 特征 值 ， 


但 0 一 4 的 值 域 是 所 有 形 如 | zr)dr 的 函数 全 体 , 显然 24(0T-- A) 


不 是 金 空 间 ， 在 天 限 礁 空间 中 算 子 庶 的 情况 是 复杂 的 . 

引 理 1 ff C) ULBR, 对 于 五 的 正则 点 , 方程 (5. 9) 对 任何 右 端 项 
/有 叭 … 的 解 9, 而 且 解 9 是 连续 地 依赖 于 右 端 项 ， 即 如 果 {f,} 是 
一 到 向 量 , foo f Eb, 那 末 相应 于 fa HRE ga, E gag, g 是 相应 
于 了 的 解 . 

下 面 我 们 要 着 重 讨论 算 子 的 谱 ， 从 方程 的 可 解 性 来 分 类 ， 漠 
一 般 可 以 分 为 三 类 : 

(i) AEAT B ie dictt. 

这 时 算 子 AI B ARETE, AMEER. BFN 
FeGE lE e Hes HcRCT- 0o i, 记 做 o, (B), 

Gi) AREST BHEE Pei CT- RS D CAI B) ve 
X, BRRR- B RRE, ØA B) se X GE Jg 
次 方程 OI—B)r—-0 没有 非 零 解 ， 但 是 非 齐 次 方程 (CAI 一 8)z= 了 
不 是 对 每 个 右 端 项 fEX 都 存在 解 ). 

Gi 算 子 (4f 一 8)"! 在 爹 空间 有 定义 , 但 不 是 有 界 的 (这 就 是 
说 , 虽然 对 每 个 fE 邓 ,方程 (4I 一 B)x=f 有 唯一 的 解 x,， 但 “不 连 
续 地 依赖 于 右 端 项 月 ， 

不 是 特征 值 的 谱 点 爹 体 称 为 算 子 的 连续 说， 记 艇 o CB), 
(注意, 有 的 书 中 将 满足 : (4T 一 本 是 一 对 一 的 , 并且 RAIL- 


$5 RER EMI ET E] 22k 
PI dqUPE $314 

引 悍 1 的 (ii 说 明 在 有 限 维 空间 中 , ATG, Gi fo HE 
出 现 . 但 在 无 限 维 空间 中 , 例 5 的 算 子 说 明 情 襄 { 刘 是 出 现 的 ， 下 
面 的 例子 说 明 (iiiy 是 会 出 现 的 ， 

H7? (XS UU 中 只 有 有 限 个 坐标 不 为 零 的 LRA 即 当 
zc, Tc (zi, ry Tn 9, 0, e). to 上 范 数 就 取 为 |z] 一 全， EF l. 
Ei EE X EE 

Biz, t, Em D, 0, UD) =(z Ls UN PT 0, 0, -) 


TABEL F 上 的 一 对 一 的 线性 有 界 算 子 , 即 ATO 不 是 五 的 
IEE. En 
B(x,-2,,0,0, --) — (x, 215, , iz, 0, Oo) 
显然 BU 是 定义 在 整 不 mm 上 , 但 在 1。 上 是 无 界 的 算 子 . 
SRTR X Æ Banach 空间 ，B 是 下 到 世上 的 有 界线 性 算 子 
而 且 召 是 可 逆 算 子 暑 , 根据 逆 算 子 定理 , 这 时 BU! 就 是 有 界线 性 算 
F, WOX Æ Banach 空间 时 , 情况 (i 是 不 出 现 的 . 
利用 谱 的 分 类 可 以 得 到 如 下 性 质 . 


引 理 2 设 pCt) Dlait! 是 :的 多 项 式 ，B 是 复 典范 线性 


空间 了 到 的 有 界线 性 算 子 ， 记 8(B) = 31a,B'(B' 二 J)， 又 记 
E-ü 


PCB) - (C) [AE CB) ), SOR o (p(8)) - 9(0 (85). 

证 分 二 步 : 

第 一 步 , AiE p(o (B)) Co (8C(B) 2; 事实 上 ,对 任何 A€o (B), 
AEPD TRE pOBO SEWER, ER ADIRE, FEE RREA A 
ETA), E, 由 于 


222 TEE ”有 界线 性 算 子 
PUDI—RUB) — (47 — B)QCB, 2) — CB, A) (AI —B) 
Ah Qc, a «PUO AD jg A M den, BERTA 


LAH —9(B)) QB, JY] CAE — B) 

—- (AI —B)[QCG, A) GOH — p(B)) =1 
EAH — 9(B)) 'QCB, A «QC, AGAI —9(B)) AA 
BTO, A) (PIB RAET OIB), Sil QCB, 
AUDI pB 是 金 空间 有 定义 而 且 有 界 , BIICAE — B) 是 在 
全 空间 定义 而 且 有 界 的 算 子 ， 这 就 是 说 4 是 正则 点 ， 和 假设 AC 
c(B)3. BEA p(o(B)) Co(p(B)). 

第 二 步 ， 再 证 otp(B))Cplo(B)); 事实 上 ， 对 任何 4E 
pCo(B))})， 设 
ÀA—gp(t) alt - AD (E — A CE od), a0 
当 EEg BR A— p(t0)260, 所 以 £ —4,:50, £$—1,2, -- m, GA LH 
A,€oCB), 由 此 得 到 A, 是 算 子 二 的 正则 点 ， 因 此 (及 一 47 T 是 定 
义 在 全 空间 的 有 界 算 壬 。 再 由 
AI —p(B) -a(B—AP) (B—A,F)---(B-—A,I) 
RE 8 4 定理 1, 就 得 到 (47 一 8(B))-! 是 全 空间 定义 的 有 界线 性 算 
F, 所 以 4€ o (p(8), 从 而 otp(B))Cplo(B))， WEHR, 
引 理 2 的 结论 还 可 以 推广 到 pCC) 为 解析 函数 约 情 况 , 这 里 不 
拟 介 绍 了 ， 
对 于 一 个 具体 算 子 要 决定 出 它 的 谱 是 不 容易 的 事 ， 往 往 需要 
深入 地 研究 才能 得 到 一 些 定 宪 的 结果 下面 介绍 正则 集 和 谐 的 一 
些 最 基本 的 性 质 ， 


如 果 数 a 满足 |a| 二 1, WKO a) = xw. TTE. 
实 却 可 以 推广 到 算 子 的 情 祝 , 其 实 , 还 可 以 推广 到 Banach 代数 上 
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去 ， 不 仅 如 此 ， 还 可 从 这 一 简单 事实 出 发 发 展 出 谱 论 中 很 重要 的 
£m. 

JXHGLT E P, PELA Banach 代数 中 元 素 的 正则 点 和 谐 
点 的 概念 . 

定义 EA EH ZEB A Banach ge, AEN, 
4 是 复数 , 如 果 存 在 CE, (E. 

C(A—AD) =F, | (A—ADO-—I 

3k A XAR WR. EMAA oC. AE A RER BIA 
称 为 4 的 谱 点 , 庶 点 爹 体 记 为 oC4), 

引 理 3 设 包 是 具有 各 元 的 复 Banach 代数 , AEN, 并 且 

r=lim~v | A^| —1 (5. 9) 


no 


BUKG 16000; 
a) (—4)- S14" 
2-0 


Gu) 3 ADI, IAIOA. 
证 duds $ DEHIONUAm, limy ] A" HERE. AAMT, 还 明 


22A EPIO Gt fE3 e 0, ifr 4 61, RET IX e REN, 


M rN 时， 
A an] nr eCH An En 827) 
押 当 的 完备 性 以 及 当 mN, 


hon en 
PODZ speto” 


ter ToO m 


—(rbe ore) 


立即 知道 A" BONO AE VC C = DTA ”最 然 要 证 明 
n-üÜ n-ü ` 


er 
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G), Gi) H HE g i 
CU—~A)=(I1-A)C =I (8. 10) 


好 了 .为 此 , 记 Ca 二 $14", 易 知 
n-Ü 


CaA 2 0—4)0,21 - AT! (5. 11) 
但 是 1Cm 一 Cj->30， 而 当 ml. dPA"Ud e) 0 (m 
co)， 在 (5.11) 中 令 meoo, 立即 得 到 45. 10, BC, GDR. 
在 假设 141<1 条 件 下 , 再 由 Cii), 


I-A = let 2n 22 I4p[*21/—LAD. 


Bn. uk. 
如 果 绰 进 参数 A, 立即 得 到 如 下 结果 ， 
”定理 1 RAER AA Ti E Banach R, AEN, r= 
lm wYZsp, WK 
(i) AIA >r f A MAE A BOE UU 
Gi) 当 141>>r 时 ， 


QI—4)7- 玉生 (5. 12) 


Za. 

ii) »4IA|— FAIT, Co. 12) jr, WiBEGI-—A) dx 
(4l - 14D". 

证 对 任何 AXO,HT- 


01 -4=A1- 人 4) (5.18) 


BR AC oC 0) 16 (7). 用 全 代替 引 理 3 中 的 A, 根据 引 理 
3, 立即 得 到 , 当 


in / I| 


nce A" 
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um A^ 
时 , H4 140 lim V [A9 —7 时 ,1Ep( 扩 ) 并 且 
A -i1 a rA’ = A” 
G- -XG-x 
从 (5. 13) 得 到 


l/r_A\-! X A 
ar-a =al -g = Dr (4o 


BMEM pO, GDR. 
FE, Maia [ec 四 引 理 3 中 的 GD 就 得 到 


ar-aon cjg) aaan 
Bp Cii 成 立 , WEHE, 

特别 , 我 们 有 

X 设 4 是 复 Banach 空间 人 上 有 界线 性 算 子 ， 记 r—lim 
Sai、 那 末 对 于 算 子 4 定理 1 PRO, GD , Gil) Bor. 

证 因为 器 (X->X) 是 具有 乏 元 的 Banach 代数 ， 对 于 AGB 
CX-» X), 4 作为 Banach 代数 S OC X) pE XX 的 有 
界线 性 算 子 时 的 谱 和 正则 点 的 概念 是 一 致 的 。 由 定理 1 立即 可 知 
本 系 成 立 ， 证 毕 . 

下 面 的 定理 对 具 有 勾 元 的 Banach 代数 是 成 立 的 (从 而 对 
Banach 空间 X. 上 的 有 界线 性 算 子 也 成 立 ). 

定理 2 WA EH Banach Zril X E Bog E PET GR ERU e. 
元 的 复 Banach 代数 A hR), 那 林 

(D p(4) 必 是 片 集 ; 

GD 当 p(4) 非 空 时 ,对 每 个 Ao CD, 如 记 


ee 


226 Sn& ”有 界线 性 算 子 
a= limy | (07 —A) "|, 


WIE 适合 [4 一 0 12 ft à BUE A 的 正则 点 ,并 且 


CAA — $1 C71) Gi —4) 7 0* P (4 A) 


证 RA, 只 要 在 pA 关 儿 的 假定 下 证 明定 理 成 立 ， 由 于 在 
£5 (A) E, di 
AI — A= (AA QM 
O [I l AA) AFA) IAA) 614) 
EE, ONSI—4)  didEATRIBEX Lose ME RAHAT M 
一 人 4 一 4 (A —A) ^ dete [BB 3 rh f 4, 由 引 理 3 立即 知道 ， 当 
limZ/[E—-(G—A)OME—2 7 TE 


Bl 14 一 2 E [I4 (A AQ Ga -- 4) ]7 TRAE EB AE EI 


的 . d S 4 定理 工 可 知 , H [ALAS | LM, AEPA), M o (4) ER 


Jk. 再 由 (5,14) 和 引 理 3 的 (ii 得 到 
《47 一 有 二 (417 一 和 [4 一 Ar 一 和 


= SO ATA OD A 


证 毕 ， 
由 定理 1,2 可 得 下 面 重要 的 系 ， 
XO 设 半 是 具有 过 元 的 复 Banach 代数 , AEA, ME 
(D) o CA) EE) SS 


D ACERA”. 
Q r0 Bf, 规定 -二 -一 co， 
i 
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(i) 下 列 不 等 式 成 立 ， 
MSN (5. 15) 
(ii) 34 4 4 Banach 空间 世上 线性 算 子 (可 能 无 界 ) 时 , 本 
ROR, 即 o CA) EpL SE, 05 ACE REST, SR S CD ur 
证 因为 o0DUcCA) 是 整个 平面 , 从 定理 2 nfónCD., Jr. 
区 根据 定理 1 fg CO, 立即 有 
a (AC (Al | A| m, r= lim~v JA} 
BMG Aa. Giu) ERAS, WEHE. 
下 面 我 们 将 给 出 Banach 代数 中 元 素 的 谱 半 径 公式 . 
EN IREEN, 4 是 下 到 互 的 有 界线 性 算 子 ,或 
者 AERE Amh Banach $% A hak. 
ro = mazal 
BRrCDJE A fite d. 
显然 ，”(4) 就 是 以 原点 为 图 心包 售 o CA) 的 最 小 圆 的 半径 . 
从 解 方 程 来 看 , 谱 半 径 有 具有 以 下 明星 的 意义 : 041A] 70D REL AZ 
是 4 的 正则 点 , 即 方程 (5. 8) 
《4 一 名 9 一 于 
对 任何 JEX NUGME— 0988 9. 而 对 于 14[ 扎 +r(4)， 就 不 能 保证 上 
述 方程 对 任何 了 都 有 解 了 . 
在 数学 物理 和 计算 数学 的 一 些 问 题 中 , 为 了 确定 谱 的 范围 , 往 
往 需 要 估计 谱 半 径 ， 由 (5. 15) 式 立即 可 得 到 一 个 简 半 的 估计 式 
r(A <] Al 
从 应 用 上 讲 , 这 个 佑 式 昌 是 方便 的 , 但 不 精确 ， 例 子 如 下 : 
例 8 我 们 考察 复 的 二 维 欧 几 里 得 空间 ET, Ure e, 是 瑟 的 
线性 基 ， ER Ine nel (Inl 12193, (E E E BENE 
4; 
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A(r,e, ^ ye3) = bzse, 
Kb b RIER. E en es F, 4 相应 的 阵 是 
0 5 
"m 
容易 看 出 OCA) HU — 08 0, 所 以 r(A) —0,. (BAD ibl. BELA 
4 bul 
r7 CA) «| Af 

但 是 合计 式 (5, 15) 是 准确 的 , 即 (5. 15) 是 不 可 改进 的 . 其实 还 
是 一 个 等 式 ， 

为 了 证 明 这 个 事实 , 我 们 要 引进 解析 函数 的 方法 如 下 : 

引 理 4 设 时 是 具有 乏 元 的 货 Banach peir, AEN, f 
Banach 空间 9L. E B9 3E &ét PETS ER (HD JEA"), IBK f(I— 407) 
是 4 在 p(4) .上 的 和 解析 函数 (这 里 所 说 的 解析 函数 是 定义 在 开 集 
上 , 并 不 要 求 定义 在 区 域 上 ). 

证 ”由 定理 2 的 (让 可 知 , 对 Ao CA), 当 IA ATI, 级 


数 
I-A) 2 SK -AT 4) OD AA) 
mep 
kE g. A f EtA R 


í LÀ 
f(I—4)7) “limf DIP AA TAA)" ) 
PESE] — H 


=D Cfo A) AA 
»-n 
所 以 在 和 HSREE B. SOAT — A) DO HTEUR 开 成 4 一 和 的 震级 数 ， 
因此 , Ae 是 它 的 解析 点 ， 证 毕 . 
现存 利用 共鸣 定理 证 明 谱 举 径 的 淮 确 公 
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定理 3 (HPE H. M. Tempa) 设 所 是 上 其 有 之 元 的 复 
Banach 代数 , AEN, IEE 
r(4) — sup JA] - limVTA*d 
证 KER 2HR rG0 «tim Via]. Puri AXE EB 
r(A) 2lim VJAT 
BPH [A S A 


TEPID (5. 16) 
» -0 
任 取 JEN", 由 (5. 16) 得 到 , 当 141 LABS, RE 


f(A) »- A/S (5. 17) 


是 A pA. Hac PLA rak, A RE A BERI ER, RESI 
FB 4, (4] | A| - v AD RE TE ERE FCCAT — 4) 7) 的 解析 范围 之 内 , A 
MAR CA —A Off Laurent BARG. 17) Æl Sr CADISEUE 
3p. Ai rCAD2G a, 因此 ,对 任何 670 


Xy «oo (5. 18) 


, BIG C5. 18) ES, 对 任何 fet 
supi f(B,) | coo 


Hj Banach 空间 中 中 序列 {8,} 是 境 有 界 的 ， 由 共鸣 定理 (或 条 见 
$ 4 定理 7 的 系 的 (i)), {8,} 必 强 有 界 , MEREM, 使 得 
LAES 
PEJEMESCIIQ2UEBESCEISM AlE 
limy [4] a e) 


in 
io B,— (a 4 ter 
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再 令 e>0, 就 得 到 7?(4) alim]. 证 毕 

在 泛 函 分 析 这 门 学 科 中 ， 人 象 算 子 的 谱 半 径 公 式 这 种 定量 的 基 
本 结果 是 不 多 的 . 

HERRA R Liouville) 定理 可 以 证 明 谱 不 空 的 定理 . 

定理 4 ( 盖 勒 范 德 } 设 守 起 具有 非 零 元 和 这 元 的 息 Banach 
代数 , AEN, MR COES, 

证 如 时 o(4)— 22, BFN € Banach 7xiH, 3EH 90655 (0), 
BILL TA0, I WAER, WIZARA EN, WIE SEA, 使 得 
fino, 

可 是 又 根据 定理 2, 对 任何 Ao CA) BERE ru MIA- AT 


1 
(IL —4) = Ih — A) 6 (Ay) 
从 而 


OD AEC (A—AS* 
根据 假设 o C0 = 9. 所 以 了 C27 — A) E AGE REL ARUT ERE CX 
称 为 整 国 数 )。 (25 A] I LATEST, 根据 定理 1, 可 得 


fO — 27-3 S (5.19) 


BAM SA- 时 


TRUE Arni uf fpi Mgr jai €f 


即 整 函数 f((AI— 407046 3 R 的 ， 由 Liouville 2E 8B, f((AI— 
4) 7) 423. BEG 19) rp Lio S BO £D) 天 0， 这 是 不 可 
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WEB). BrEL o CA), 旭 4 至少 有 一 个 谱 点 ， 证 毕 ， 

定义 kA ERAAI Banach 代数 , AEN, da 

EI =0 

IRAI 4 SJ" SCESESC, im 4 是 Banach 空间 上 有 界线 性 
HP, HEERA, 称 ACRICXOEENCT, 

它 是 有 限 维 空间 中 短 零 算 子 概念 在 无 限 维 空间 中 的 推广 ， 荐 
算 子 谱 论 中 一 类 重 引 的 算 子 ， 根 据 定理 3 及 谱 半 径 的 定理 ， 立 即 
知道 广义 宪 零 算 子 具有 一 个 详 点 0， 即 go(4) = 二 10}、 根 据 定理 1 
知道 4 的 你 解 算 子 Rd 在 全 平面 除去 4=0 外 , 都 有 


- 4 
(A-A) = Dyn 
r~ 


例如 本 节 中 例 5 的 算 子 4: 
(Az) (划一 人 sar, a€C[a, 5] 
当 把 4 看 成 Banach 空间 C[a, 5158] Cle, 的 的 算 子 时 , 由 于 


du | B eS e (Mdedt, dt, 
ixt, eD | -U ded ts dt, 所 以 


| rz 0 "lel, x€C[a, b] 


B 4 是 广 立 法 霉 算 子 ， 而 且 谱 点 4=0 不 是 4 的 特征 值 ， 
在 算 子 谱 论 的 研究 中 还 常常 用 到 店面 一 种 谱 点 艇 念 . 
定义 ” 设 4 是 复 赋 范 线性 空间 马 到 天 的 有 界线 性 算 子 , 4 是 一 
复数 , 如 果 存 在 一 列 单位 向 量 2,0 X,8—1,2,-., 使 得 
CAT— A) z, 0 
就 称 4 是 4 ERRA. A 的 近似 谱 点 爹 体 记 为 oat4)， 非 近似 
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谱 点 的 谱 点 称 为 制 余 谱 点 了 , 剩余 庶 点 金 体 记 为 0.(4). 

GLA) o, CA), o, CA ELE qt4) 等 有 如 下 基本 的 关系 . 

定理 5 设 4 是 复 Banach 空间 关上 有 界线 性 算 子 , 则 下 列 命 
BEY. 

G) o,CA) C a,CA); 

(i) GLD NTA — 9, HH os (4) Uo. (4) 204); 

(iji) c. CA) AEJT dE; 

(iv) 90 (A) CoA), 此 地 2o CAD SER o CA) B5 6G; 

(V) oa( 直 是 采集, GER ER. 

证 (D C4 Ace, CD BS], BE 2250, 使 得 (4 一 4)z=0.， 不 妨 
itie] =1, 取 r, —2:,271,2,--, IRH d.d —1(—1,2, …)， 
并 县 

(A— ADE, 0 
Bil 4€ c, CD, 从 而 e, CO Co, CD. 

(i) M e,CA) ELTA o CAD C19, CA) = FA o. CAU 
oA) =o lA), 

Gii) 34 A&a, (Aht, AC, CA), 从 而 必 存 在 某 个 正 数 a 使 得 

ICA-- AD ziale], z€X 


因此 , 当 14 — ALIM OR ESI zcX 
A-ZDelz4(A-AD21 I Al (5. 20) 


这 就 是 说 , 对 任何 A, FUE LA 7A] — A 就 不 可 能 是 ARENELE 


D 有 的 文章 中 将 不 是 委 的 特征 储 , 六 二 CAT AD EE X Bop Bes S A oS 
谱 点 ， 它 包含 我 们 这 里 定 光 的 科 剑 谱 . 

D 根据 第 四 章 记 号 , 集 o Comme PC. A SacosK o Can 
的 境界 也 是 文献 中 常用 的 ， 
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点 ， 因 此 如 能 证 明 : 当 | 姑 A E, AERE ADEMA. 3D 
就 说 明 儿 Ec.(4), 朋 是 5.(4) 的 内 点 ,从 而 5,( 人 是 开 集 . 
现在 证 明 : 当 [4 —A|— SM, ACC), 如 果 不 对 ， 有 某 人 


Aa, LÀ A] «CE. ilii Ap CA), 在 (5. 20) PI 2 — Ao, 由 此 可 知 
1CA—A) ^1 2/2 
但 根据 定理 2 的 (让 , 当 |4 一 4 «M. u 都 应 是 4 的 正则 点 ， 
而 这 时 
rA, lim Sel — 4) *[« E Go£ — 40 11 2/a 
特别 , 取 =A, 因为 
| —À| — [À- AE Tr 


因而 Ao), Xj Gi oJ ELE 4€. (A) JE T. 

Gv) 当 长 9a CD IS, 因 o C) EHI IS, 所 以 AC (A), IA HR 
不 是 o, CA) 中 的 点 , 因为 如 果 AE, CA), 由 (ii)， 则 必 存 在 4 的 一 
“个 环境 0 人 Cor(4)， 但 E90(A)， 所 以 4 的 环境 0O( 力 必 含 有 
o CA mit sx 5 OCO Co. CORR. 

CO 因为 06(4) — o (4) —o, (D, BL o, CA) CELA. 

XAA 2o (A) CCo. CA, Tii 0 (4) 2, MT 20 CA) o4 (AD 
都 不 空 , 证 毕 ， 

3， 不 变 子 空间 ” 算 子 谱 分 析 或 算 子 结构 的 研究 中 一 个 重要 
的 方面 就 是 研究 算 了 的 不 变 子 空间 . 

定义 设 了 3 是 线性 空间 屋 到 互 的 线性 算 子 ， 工 是 瑟 的 一 个 线 
性 子 空间 , 如 果 BLOCL, 称 工 是 互 的 不 变 子 空间 . 


© BL3JUOR LÍRBIHREREIEE,RH—*X52. 


有 

线性 算 子 的 不 变 子 空 间 这 一 概念 ， 是 有 限 维 线性 空间 中 线性 
变换 的 不 变 子 空间 概念 在 一 般 线 性 空间 情况 下 的 推广 . 

下 面 是 有 关 不 变 子 空间 的 一 些 简单 性 质 . 

引 理 5 ” 设 妨 是 线性 空间 互 上 的 线性 算 子 , 那 末 

1° (0, X JE B BRE Ts 

2* fJ CL, I nC A) CA 是 指标 集 ) 中 每 个 也 EB 的 不 变 子 空 
间 , 屠 末 由 一 切 Lu, (WEA) 中 的 向 量 张 成 的 线性 空间 DL 以 及 它们 
HROL = Q Le, 都 是 的 不 变 子 空 间 ; 


37 ZEB) DLRE Mr (GB) = {r| Bx — 0 3E B Bg 8E T- 7x als 
4” 如 果 工 是 相应 于 8 的 某 个 特征 值 的 基 些 特 征 向 量 张 成 的 
线性 空间 , 那 末 工 是 号 的 不 变 子 空间 ;特别 相应 于 特征 值 4 的 特征 
子 空 间 E, 是 不 变 子 空间 ; 
5” 如 果 吾 是 赋 范 线性 空间 蔬 中 的 有 界线 性 算 子 , 二 是 吾 的 不 
变 子 空间 , 那 末 工 也 是 8 的 不 变 子 空间 ， 特 别 ABETE 
闻 . 
证 1 .2 R 4" 是 明显 的 . 
今 证 3” 由 于 弦 (B8) 一 BX, 所 以 
BARRY -BBXC BX — (B) 
3 (EL EG eT A47 CB) 也 是 不 变 的 . 
最 后 来 证 5” 设 rEL, UPTE t EL, n—1,2,-,z,-—2, BT 
加 是 连续 的 , Be, CL, 得 到 
Br = Blimz, —limBz,CL 


证 毕 ， 
空间 互 本 身 和 { 引 是 王 上 一 切线 性 算 子 的 不 变 子 空间 , 称 它们 
D -EREET L= YL AR L =AL 
© 我 们 总 是 用 (5) 表示 算 子 互 的 蕉 空间 {z| Bao). 


是 平凡 的 不 变 子 空间 、 人 们 感 兴趣 的 是 ， 是 吾 有 非 平 几 的 不 变 子 
空间 . 

引 理 8 设 和 是 线性 空间 , 4 和 B 是 上 的 两 个 可 交换 的 线性 
ACTU QXCA) n C45 Ji B DRE TRI. 

证 设 44 与 BB 是 可 交换 的 , B BA-AB, 3IoK 

BAX —ABXCAX 
Bp 28A) AX & B BARS x8], PEE M^ CA) EB PRO 
间 : 对 年 何 2€ CA), BA 
ABz —BAxz-—0 

Bü BES (A), XXERAEUR An CA) 是 B 的 不 变 子 空间 ， 证 毕 ， 

X 在 引 理 6 的 假设 下 ,1° 如 果 4 是 A 的 特征 值 ， 那 末 相 应 
于 4 的 A 的 特征 子 空间 必 是 8 的 不 变 子 空间 ; 

2* ju E= ACB), N,—M(B"), a-1,2, =, SUA), 
(NH RE B FEET n RI. 

WE 1^ 因为 B4= AB, 所 以 

(AL—A) B - B(AI — A) 

FH CAI — ACRES 6 中 的 A, 就 得 到 1 "的 结论 ， 

2° 对 任何 自然 数 n, B^ 是 可 以 和 8 交换 的 ， 由 引 理 6 就 得 到 
2" 的 结论 ， 证 毕 ， 

不 仅 研究 一 个 算 子 的 不 变 子 空间 ， 而 且 还 要 研究 一 族 算 子 的 
公共 不 变 子 空间 , 特别 是 一 族 交 换算 子 的 公共 不 变 予 空间 ， 

EX VWEXJGRIRMETS, LIE XX 的 某 些 线性 算 子 组 成 的 
算 子 集 , AUR L EXT REEPET-SX IBI, HELENE A p 每 个 算 
子 都 是 不 变 的 , 就 称 工 是 ANRETT. B XEM ARREST, 
BCB(X X), 8(CU X) s —B]5 B E384 88 WCT- AY Se, 
AR X RETZE LA 3C DS AS ae T-9 du], 就 称 工 是 B 的 超 不 变 
子 空间 
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显然 ， 因 为 BEN, BIA B 的 超 不 变 子 空间 必 蚌 B 的 不 变 子 
空间 . 

引 理 ? ik BCB(X— 30, X 是 赋 苑 线性 空间 , 那 末 

1”{0} ,也 是 吾 的 超 不 变 子 空间 ; 

2° AUR {La aC A) (A 是 指标 集 ) 中 每 个 工 , 是 B 的 超 不 变 于 
空间 , 那 末 {Is14E} 全 体 张 成 的 线性 子 空间 以 及 它们 的 交 都 是 B 
的 超 不 变 子 空间 ; 
3” 如 果 工 是 8 的 超 不 变 子 空间 , SOR D Ape B Bad TE Tom 
fal: 

4* AC), RLB) 是 BB 的 超 不 变 子 空间 ; 

5° AE BAREA 那 末 相应 于 4 的 特 年 子 空间 E, X B (n 
超 不 变 子 空间 ， 

证 因为 召 的 超 不 蛮 子 空间 就 是 XT BL B A, 里 
的 任何 一 个 算 子 的 不 变 子 空间 ， 根 据 引 理 5.6 及 它们 的 推论 ， 易 
Aid 9 |Bli rn 17—5" Brig tH 85 ZR BE 3E, 中 每 个 算 子 的 不 变 子 空 
间 。 所 以 1 一 5 中 所 指出 的 空间 都 是 的 超 不 变 子 空间 ， 证 毕 ， 

(0), X 是 任何 有 界线 性 算 子 的 平凡 的 超 不 变 子 空间 . 

引 理 8 ”在 赋 范 线性 空间 世上 ， 和 加 (一 开 ) 的 每 个 不 变 于 空间 
必 是 平凡 的 . 

换 名 话说 , 倍 单位 算 子 sz 的 每 个 超 不 变 子 空间 必 是 平凡 的 ， 

证 uS B-alBp3,—B(X—X). SEER B(X) 
仅 有 平凡 的 不 变 子 空间 。 事 实 .上 , 对 任何 € X, 9250, MEX EH 
任何 一 个 向 量 *, 根据 江 消 延 拓 定理 ， 存 在 fEXU,f() =1。 作 算 
T 4: 

Az-—f(xz 

E, BP JAE Bib AERX), 
4 和 8 一 4。 这 就 证 明了 对 下 中 任何 一 个 非 零 向 量 9, (Ay AEB- 
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X) =X. ERX- DRETAR L, XR LAO, UE 
yz50, yCL, b LETE, LO(Ay| A4€8(X— X)) - X, BiU 
L-X. Bi, 8SOX- XO PAREEN, EE, 

9/9 ZU XJGE GN AE CROCI IEZII, 那 末 开 中 每 个 线性 算 
FB, 如 果 不 是 倍 单位 算 子 , 那 末 它 必 有 非 平凡 的 超 不 变 子 空间 ， 

事实 上 , ABEX HAREE 4 和 特征 向 量 空间 ES, 34818 
引 理 7 的 5 "，; 是 8 的 超 不 变 子 空间 ， 根 据 特征 值 的 定义 ,十 , 关 
(0. B-E EX, Figs E, — X, 那 末 BB 就 是 社 ， 这 与 假 
设 矛 盾 , 因此 , E. 是 非 平凡 的 ， 证 毕 ， 

下 看 我 们 要 介绍 常用 的 一 种 不 变 子 空 间或 超 不 变 子 空间 . 

定义 ” 设 开 是 线性 空间 , NEXX 的 菜 些 线 性 算 子 所 成 的 
一 个 线性 空间 , 对 任 一 个 向 量 gcX, SRÉCN) — (Ay | ACH) 是 由 
向 量 y 经 外 循环 产生 的 子 空间 , 当天 是 赋 范 线性 空间 时 , BRAKE CK) 
是 由 向 量 y ER 循环 产生 的 闲 子 空 间 . 

5139 JU XJ Banach 空间 , BCB(X— X), 3DOXHEERI yE 
X, yz50, Ay £8 yn fs ER PET PR] Ca) 和 线性 闭 子 空间 
(305,9) 4 9 B o a dr gr 的 节 小 超 不 变 子 空 间 和 超 不 变 亲 子 空 
it. : 

证 根据 § 1 定理 9 的 证 明 , 知道 是 一 个 代数 , 因此 Wade 
线性 子 空间 而 且 对 义 中 任何 一 个 算 子 C 

C (L Ag | AC9E ,)) = (C Ag | AEX} C (A'y AEA} 

R Yar 是 到 的 超 不 变 子 空间 ， 根 据 引 理 7 的 37, (v) REB ds 
超 不 变 子 空 间 ， 

由 于 IC, 所 以 yEy). WA mE AN 有 另外 一 个 包含 
HE y RETER L, 那 末 由 y€L, A 9E,ECLL, 3r Bf HL 

. QU), BEDA GL y) EDS y Thi XB SGT e TAHR. 

同样 {时 四 是 包含 y 而 又 是 如 的 超 TRSA 子 空间 中 最 小 的 ， 证 
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ip, 

ORDPRGGATEZS REPE ARHIAVERCE, ROSCUUBIRIE- E 
的 不 变 子 空间 ， 而 是 闲 的 不 变 于 空间 .只 要 和 将 3 引 理 7 中 所 出 现 的 
不 变 子 空间 几 是 不 闲 的 取 它 的 闭 包 ， 并 注 意 到 在 Banach 空间 中 
有 界线 性 算 子 如 的 零 空间 un CB) see üE T- 25 [8] E, 本 来 都 是 闲 混 ， 
以 及 引 理 7 中 所 提供 的 事实 , 立即 得 到 下 面 的 

EEG ikA Æ Banach 空间 , BES(X—>X), BIKE 

1° (0), X EB IE tB e RITE IRIS 

2? £E3- B B8 86 OERE) 闭 子 空间 所 张 成 的 闭 子 空间 或 
交 都 是 吾 的 不 变 ( 超 不 变 ) 闲 子 空间 ; 

3* p(B) (B) JE B edades pH TV: 

. 4" 如 果 互 有 特征 值 4 相应 于 4 的 特征 子 空间 E. 是 五 的 超 
不 变 闭 子 空间 ; 

5° 对 任何 yEX, May) 是 的 超 不 变 闭 子 空间 ， 

我 们 知道 , 对 于 有 限 维 线性 空间 世上 的 线性 算 子 B, 有 Jordan 
块 的 理论 , 根据 这 个 理论 , 可 以 把 下 分 解 成 的 不 变 ( 也 是 超 不 变 ) 
FRAL, … Xn 的 直接 和 使 得 当 我 们 把 8 限 山 在 了 ,上 时 , 所 得 
到 的 线性 算 子 B. 上 共有 一 个 谱 点 一 一 就 是 特征 值 入 ， 这 时 IX. 包含 
算 子 吾 的 特征 向 量 空间 E, 而 且 Bt 有 很 简单 的 结构 。 这 就 是 有 
限 维 空间 上 一 般 线 性 算 子 的 谱 分 析 , 

我 们 自然 希望 对 照 这 个 理论 ， 对 于 无 限 维 Banach 空间 上 的 
有 界线 性 算 子 搞 清 楚 算 子 和 的 结构 ， 建 立 起 相应 的 谱 分 析 ， 这 个 问 
题 的 研究 一 直 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 课题 ， 在 本 世纪 的 二 十 、 三 
十 年 代 已 经 在 两 个 方面 建立 起 基本 理论 ， 其 一 是 相当 于 有 有 限 维 空 
Epi A JRE, ERE, 正常 阵 的 对 角 化 ， 建 立 起 Hilbert 空间 中 
正常 算 子 (特别 是 自 伴 算 子 、 西 算 子 ;的 谱 分 解 理论 , 这 是 本 书 第 六 
. 举 的 主要 内 容 、 其 二 是 由 对 积分 方程 的 研究 产生 的 全 连续 算 子 的 
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Wo, ixgÉck me $6 的 主要 内 容 之 一 ， 自 五 十 年 代 以 来 对 别 的 
一 些 类 型 的 有 界线 性 算 子 的 谱 分 析 的 针 究 又 有 了 较 多 的 进展 ， 但 
是 由 于 一 般 有 界线 性 算 子 的 结构 比较 复杂 ， 根 多 基本 问题 都 淮 有 
解决 ， 例 如 在 算 子 谱 分 析 中 总 是 要 考虑 在 某 种 态 交 下 把 空间 分 解 
成 为 某 些 类 型 的 不 变 子 空间 的 基 种 “和 ”， 或 者 在 于 中 划分 出 一 些 
不 变 的 闭 子 空间 , 使 得 算 子 在 这 些 子 空间 上 变 得 结构 简单 些 , 谱 来 
得 集中 些 . 对 于 有 界线 性 算 子 ， 要 研究 算 子 的 结构 或 算 子 的 谱 分 
Pr, 因此 首先 是 要 提出 如 下 的 

问题 1， 在 无 限 维 的 复 Banach 空间 中 ,是 否 每 个 有 界 组 性 算 
子 都 一 定 存在 非 平凡 的 不 变 闲 子 空间 ? 

这 个 问题 迄今 没有 解决 ， 但 是 对 于 全 连续 算 子 或 正常 算 子 的 
-情况 都 已 解决 (分 别 参 看 本 章 § 6 和 第 六 章 $ 10), 
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1， 设 4 为 线性 算 子 A" 的 特征 值 ， 那 末 4 n GR nob Rz AE 
JR A RREH. 

2. IR ADAE Banach 2H X E: JC ARPERUT, Atol), KRAAI 
E~ AER REKT 并 适合 上 4 一 4 一 6， 证 明 n Ek, A, 也 以 Ao 为 
正则 点 , i HL] CA I2— 4,21 一 C41 一 ->0. 

3. 设 开 是 复 融 范 线 性 空间 , JEEL X RRPET-SEIM. N BOYECHERI, MA 
H, N 都 是 于 上 有 界 绪 性 算 子 4 的 不 变 子 空间 ， 证 明 o (Au) Co (A). Oki 
Ay, 是 和 4 在 诗 上 的 限制 ). , . 

4 设 了 是 复 Cro, 1] 上 有 界线 性 算 子 : (T2) (CD) 二 f(t), z()€C[0, 1], 
RH P(T) aiT), o, C7) o, 0D) 0, 0D), 

$. BETELO 1, B, p ERRER T: 

(PO OD CO, s(t) EL CO, 1], B, g). 
RH eT) oT), ce) oiT) oT). (分 三 种 情况 考察 i, ERR g(t) 
BBEA; 存在 éo 的 环境 Olto), (E43 gO l ERE E 加 是 
INER GR, 但 不 存在 O) 使 g(t) 为 常数 ，) 


240 FHER ARET 
6. WEI: xi & Banach zii] bd S4TESET- T, gv 
c. )CoV IY 
7. KK A, B EH Banach 空间 蔷 圭 两 个 有 界线 性 算 于 ， 人 十 明 
G) (AR) =r(BA); 
GD 5 4, B op ze S, e CA Bard) riB. 
并 举例 说 明 GD PTERA dE SE AE CR S. 
S. WEXGEOE Banach A, 4 EX LOEGRRRTETCT. EAn- A 
14,1714] 
H.A.—À. [Ae| lA]. ig M ass CAE Har E (CALI— 4D "12} 张 威 的 闭 子 - 
ZR, 证 本 . 
O MRADAPA AR ALI AT AAA, lås 17 [L All, BR 
Miam =M an CT) 


GD Moan O0) Bt s EXC ARAS BEL SEEIRAT, 

Gi) BMG REUS t HETA TE B BTE MD. 

9. M XJ Banach zril. ACAI >X), HAA 是 一 代数 , 对 任何 
IEX, g7:0, AD EBL EE 3B o RIO Zn 

10. ETE X-—L (o, 3], 吾 ,人 上 有 界线 性 算 子 : 

UPv)(t—-tio(D., pex 

UE (T^f 1 —0, L, -…} 记 张 成 的 线性 亲子 空间 L= X, 其 中 A(#) 处 处 不 为 零 

11. M T &X Banach zejg X L6 FX 4E CT, EHE Jordan diris 
构成 的 国道 厂 己 p(T)， 古 按 一 定 的 定向 ， 肯 得 COT) 分 割 咸 在 厂 内 部 部 分 
c, 0) 和 外 部 部 分 o2 CDD, d 


i 
{这 个 积分 的 含义 见 4 习题 4 前 的 定 久 7、 证 明 下 列 命 题 成 立 . 
D E.CBOX X) 
GD Ei—FE (Am UE =E), 
{iD E,T— M 


tdt 
TE,—-— 
av) ; zm rim qd 


(v) e(T| a, —0,07, RE T| er ORT ERER FR EX Eth 
限制 . 
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$6 关于 全 连续 算 子 的 谱 分 析 


《环节 所 讨论 的 内 容 是 Banach 空间 的 全 连续 算 子 谱 分 析 , 比 
较 抽象 一 点 , 初学 时 可 以 跳 过 , 等 到 学 完 第 六 章 的 大 部 分 内 容 ， 特 
Si Hilbert 空间 的 筑 子 谱 分 析 以 后 , 再 回 过 来 读 这 一 节 , 就 可 能 
比较 容易 接受 , ) | 

1 .全 连续 算 子 的 定 尺 和 基本 性 质 ”在 一 般 无 限 维 Banach 空 
间 中 , 关于 算 子 谱 的 研究 , 全 连续 算 子 是 已 经 为 人 们 研究 得 最 清楚 
的 一 种 算 子 , 这 种 等 子 最 初 来 源 于 积分 方程 的 研究 , 是 积分 方程 中 
Fredholm 理论 的 -- 般 化 ， 在 这 一 节 里 , 我 们 要 介绍 把 Fredholm 
还 论 推 广 到 全 连续 算 子 情 训 于 的 大 部 分 结果 . 

定义 ” 设 4 是 映照 线性 空间 下 到 线性 空间 了 的 线性 算 子 ， 如 
果 AX EY dot B T uu dl, 就 称 4 为 有 限 秩 算 子 ， 

BH Ef fob X ESVBRIEEA, LY pO kA RNE 六， 
eges RTPA: 对 任何 z 

Az- fi(a0yid- tf (Dg (6, 1) 
Ev4TAsEXoYMTmsnar. 

反 过 来 , 也 很 容易 证 明 XY 的 任何 一 个 有 限 秩 算 子 4 必 为 
(6. 1) 的 形式 ， 事实 上 , 因为 AX 是 了 中 有 限 维 线性 空间 ， 从 中 可 
以 取出 有 限 个 线性 无 关 而 有 个 数 极 大 的 RA quse qu. EDT. 
A 二 EY 并 出 于 他 让 的 线性 无 奖 
性 , 很 容易 知道 , ga GO IE X. ETE ERIT Wc CER METE ERI 

AA X Y REEYEHREZREA fa. 4E Xt hA, 5 
C. 1) 方式 所 作 算 子 4 就 是 XY Br IURI REWCT, WAE, 
从 


i- 


La | rco Iz: 1f m 


ep . 
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立即 知道 线性 算 子 4 是 有 界 的 . 

Bux, XY 的 任何 有 界线 性 的 有 限 秩 算 子 必 是 《6. DE 
式 ,其 中 fIEX*,1—1,2, b, 3E 3c E, BICIS 4 的 线性 已 经 证 
Bj 

Az —a (xr) o d-oy Gg, 
Ji ds 取 为 线性 无 关 的 ， 并 且 aue, FEX REA. SUE 
只 需 利 用 和 4 的 有 异性 来 证 明 o. 是 和 T+* 的 向 量 就 可 以 了 ， 这 一 点 可 
以 利用 泛 函 延 拓 定 理 来 证 ， 令 guo gua 张 成 的 子 空 间 为 Lum 
IA qa € Lu, 所 以 存在 连续 线性 汉 函 f, 使 得 /,0L,) =0, 而 fi (94) — 
1, 因而 


met -H Faen E 


由 此 得 到 jazz LI FAT]. Be, 是 了 的 连续 线性 泛 函 。 同 
FER LAIEM we e, wz (X^. HEFE, 

定义 jk AEREI PESE jap A Mem ut s £e PEZ IR] Y 中 的 算 
7f. WREE PENARE, GER 4 是 全 连续 算 子 
也 称 做 致密 算 子 或 紧 算 子 ). 

本 书 凡是 提 到 全 连续 算 子 都 假设 是 线性 的 ， 而 且 不 再 说 明 ， 

由 于 赋 范 空间 中 致密 集 是 有 界 的 , 所 以 全 连续 算 子 是 有 界 的 . 

例 2 K(st)axsscb,axt«xb 上 二 元 连续 前 数 , 我 们 
fF CCa, 518] CL a, b TTPERRCT- K AF: 当 gcC[a, 的 时 , 令 

GK o) s) =f Ks, pdt 

这 个 算 子 K:pr— Ko fr Fredholm 算 子 , 或 称 为 积分 算 子 . 它 
是 积分 方程 论 中 非常 重要 的 研究 对 象 ， | 

KÆ Cla, 的 上 的 全 连续 算 子 ， ERE, BEME Cla, b] 上 一 
ARR, MTER EL ERS pelih, pls.. 由 此 得 到 
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Qo) (6) - CCo) Go |c[ 1G 0 — KG t)i] CO 1 dt 


ni] 
«L| | K C5, £) — K (sa, t) | dt 


E23 K Gs, D 3E 5 JOE E ER, LARE 020, AA 070, BER 
4 |s, —s:| <8 时 


& 
|K (s1, 45 — K Css, £)| TE a) 


于 是 对 一 轨 ec M, fi 
| Gg) (8 — (KY) C3) | ze 
换血 话说 , 在 映照 丘 之 于 ， 有 界 集 型 的 象 KMEC a, lpi RA 
欧 度 连续 的 集 ， 由 第 四 章 # E. 6， 知道 了 村 是 0[a,5] 中 的 致 
TE, B KÆ CCa, b] Cre, b Ae EE 

A3 RERE LO FRU 有 限 秩 算 子 4 是 全 连续 算 
T WE EX Hf RARO B5 AM, 根据 4 是 有 界 的 ， 所 以 AM 
是 下 中 有 界 集 ， 而 任何 有 限 维 赋 范 线性 空间 中 的 有 界 集 一 定 是 到 
FERAE $ 9 定理 13)， 所 以 4 是 爹 连续 算 子 ， 

我 们 用 CCX— Y) RRR PEZ AX SER 性 空间 了 的 
全 连续 算 子 全 体 ， 

定理 1 设 xX, YENTE SaR, WEY) 是 

则 (一世 的 线性 子 空 间 ， 如 果 了 是 Banach Zril WK €(X—Y) 
是 Banach 空间 SCX—Y) B pr]-T-23 fl. 

AE WbAQBEE(X—Y), Ad A4 BC€U (XY): ERX ip — 
个 有 界 集 M OSECAHB) Mr Ef — n BEL GAB) f), FEM, 由 
于 OAM ESSE, 所 以 有 子 列 ，{4f,} EEA, XT BM 是 
Sus, MARA (Gf. UEBER UR... Mati (CA- Bf.) 
Hy EXHI B) f.) AUREUS, BRA CAT B) M E EC ER, E 
任何 一 个 有 界 集 形 , CA-- B) M Fe Stn His, 因而 (4 十 B) 是 金 连 续 的 。 
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类 和 似 可 以 证 明 , 对 任何 数 w，a4 世 是 全 连续 的 ， 这 样 恒 得 到 区 (二 
—Y)g B >Y hk tE T E h, 

34 Y Ho Banach Zi[n]h], B(X—>F) 是 Banach 空间 。， ELE BH 
E(X) EATER, 就 是 要 证 骨 : 如 果 AEEY), n=1, 2, 
ifi ELLA, — A [70 BJ, IR ACC CX Y), dx E EMAXIS 
任何 有 界 集 , 对 任何 070, 必 存 在 N, H RN 时 


e 
[An AlS 
Rp L—suplel. BF AM ESR, 所 以 在 AM 中 存 在 有 限 


AP 1 ns rn Rus 它们 构成 集 AxM- A y EAM, 所 以 有 
z,C AM, 使 得 Y= Ayip v —1,2, +, E, 4 E (zi, tt Az] E AM (15 
e- Bi. 

事实 上 , 对 任何 SCAM, AEM, ie y Ar. FX 4wxE 
AM, BEL v, 使 得 4wzEO(y,, E), 因此 


br —Ax,1] (A~ Antzi 十 1 4 一 4 + ! GA, — 2,l 
«2|14-—A.] Le 


HAMERS. B dee (X1), WEB. 
利用 定理 4， 我 们 可 以 考察 [3[a,5] 上 的 积分 算 子 的 全 连续 
s. 
BH iE K Cs, t)EL (R), Krb B X Co, b] x Ca, b], ~<a < 
bó«co, 1E L'[a, b] E, RT 
Ge) G) [KG Oe (idt, CL, 6] 


根据 第 四 章 $ 3 的 例 1 知道 : SZ DELZODETE LI 
RERET, 事实 上 , 由 Schwarz 不 等 式 
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I&ecot- (109) l'as) 
=( | Eis, Dp Odi Pasy 
«(Ff lee otettertas Y - f [ree D lasai) tet 
就 得 到 
HE 人 Pues o nasa Y (6.2) 


3RA TR IK 29 Fredholm HE F., AIEE RAAH. 
事实 上 , dB HAS PR 56 习题 4 A58, 存在 吾 上 基 AERE AER 
转 征 图 数 的 线性 组 合 国 数 ICs, t), 使 得 


INTE T l*dsdt 0 (6.3) 
Ad. 3), 并 由 [a, 5 上 积分 算 子 范 数 估计 式 (6. 20, 得 到 
I£K,—&K[10 


根据 定理 1, 如 能 证 明 天 ,是 LLa,5] 上 的 全 过 绪 算 子 , WKE E 
L'[a 5 上 的 侈 连续 算 子 .然而 


Kyn (s, 1) = 97a, X n CS, £) 
+ 一 上 7 . ， 


其 中 OR, (a, 5,) x Ce d) C [a, b] x (a, b], BRE X n, (o, 0) — 
X caus OS) X cus aui). 因此 ,对 任何 oc L' fa, 5] 


Ge) c) =| K,G, Dedit 


- b 
= Plau (D| Xea OPd 
»-l a 


RME E LS CREE E {X ca, b 0 C) 71,2, o m)SE RE EX 
性 子 空间 内 , 它 是 有 限 维 的 。 根据 例 3 所 说 ， 五 。 是 LCa, b3 上 的 
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全 连续 算 子 , 所 以 下 是 全 连续 算 丁 ， 
余 连 续 算 子 还 有 如 十 一 些 常用 的 性 质 . 
定理 2 i X,Y JEDER PESE ISI, ACE (X Y), MK 
1° AX 4A Y n üt EAS 
2^ AEG JE ag EE ex RI, BEE 9G), CCB(G—- X), WK 
BACE(X—9G), ACCE(G--Y); l 
8*A*CIUEÉ(Y*—X*). 
证 1° 记 必 ,为 区 中 以 0 为 球 心 ,半径 为 4 的 球 BUT AX 


2145, 而 每 个 集 45, 是 致密 集 , 根据 第 四 间 9 定理 5 的 系 , E 


是 可 析 的 , 所 以 AX 是 可 析 的 . 

2^ MAE X l6 —^A T FEAR, 4NM 便 是 了 的 致 密集 ， 由 于 BB 是 
连续 映照 , 根据 第 四 章 § 9 定理 11 的 系 1, 它 把 致密 集 AM 11.4 
致密 集 , 所 以 象 BAM EGHIR, 即 B4 是 全 连续 的 ， 同 样 ,如 
果 型 是 从 中 有 界 集 , 因为 C 是 有 办 的 , BEDLC MI X uos EAR, H. 
而 4CM 是 了 中 臻 密集 , 即 4C 是 全 连续 的 . 

3” 设 {@} 为 了 * 中 任意 一 有 界 点 列 ， 今 证 必 有 也 序列 {p。 
EH Apn) E 王 * 中 接 范 数 收 将 : WEG IE A X fp Y ptt, W 
G 是 闭 的 , EERI. a) CO, »—1,2, …, 并 在 G HAR, 
把 汽水 序列 {wp,} 限 制 在 (#9,} 上, (ps (9)} 便 是 {ys} E R8 — FRAME, 
由 于 对 任何 qus I (o (9) ERR B, 而 (fs} 是 一 可 列 集 。 用 类 
似 于 第 三 章 8 6 引 理 2 或 本 章 $ 3 定理 4 的 “对 角 线 方法 ", 可 以 抽 
PEA Gs HE Os) EA, iB o. DAR, (ns) EG 
中 稠密 , 根据 本 章 $ 3 引 理 | 就 得 到 : 存在 G 上 的 连续 线性 泛 函 o, 
使 得 对 任何 y€G 

Pr, D$? (0. 4) 

AREER, 3p eR HRDECRIPHhREdn RR Y Lintata 
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BA 仍 记 为 p， 今 证 明 
[4*9,, —A* o] -»0, (v—co) 
Hist ROLES OX yj pr cR, 那 末 
[A*g,, 7 A* gl —suple,, (Az) —e(Aa) =supl gn. (#) — ply) | 
IH Fig EH FITA, Frl 存在 M， Ele M, lox M, * HE 
何 02-0. 由 于 AS 是 致密 的 , 所 以 存在 如 、…、 Ju oso EELA 


因此 对 任何 268, AE IE AE: k, BERTA pur y. BIA 


| Pa, (Ax) — e LAL) gs, CAz —g)-- e CAx —g) | 
lesu) —e Qo SM sor os EL es G6) 93) | 
根据 (6. 4), 对 于 LIN trn LIT 必 存 在 Va, EX VVO kf 
| s, Gh —gün) <5, k=1, Z, m 


所 区 当 viva Gp, ETE fi[ ES, 都 有 
| Pa (Ar) —9 CAz) | «e 
因而 当 vzevo 时 ， supi Pa, (42) — e (Az) | se, Bl] 4*e,, —A*p 10 


(Q-o)Mor. ub. 

X Xd Banach 空间 ; BE 6 (X — X) 是 Banach 代数 、 

25 X TCR A ITI, € CE X ROI sel Banach 代数 . 

2、 全 连续 算 子 的 谱 ”下面 我 们 来 研究 全 连续 算 子 的 谱 . 首先 
注意 有 限 维 冉 范 钱 性 空间 上 的 线性 算 子 是 最 简单 的 全 媚 续 算 F, 
测 这 种 算 子 的 有 关 谱 的 许多 性 质 大 家 都 已 经 知道 了 ， 例 如 每 个 谱 
点 都 是 特征 值 (特征 向 量 空间 当然 也 是 有 限 维 的 ) 竺 等 ， 现 在 我 们 
就 要 研究 有 限 维 空 间 上 线性 算 子 的 这 些 性 质 和 结构 如 何 推广 到 
Banach 空间 (主要 是 无 限 维 ) 上 的 全 连续 算 子 ， 大 位 上 说 , 全 连续 
算 节 的 非 零 谱 点 的 结构 , 很 接近 于 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 . 
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定理 3 设 4 是 复 Banach 空间 XX 上 的 全 连续 算 子 ,4 是 非 零 
复数 , AR CAE— A)X - X, BOR A ERT AENA. 
证 uu XA. £5ibUdmüy. MATRA 
无 限 维 ， 根 据 8 4 逆 算 子 定 理 , REER - AD)AEX 885 X. E 
一 对 应 就 可 以 了 ， 为 时 只 需 证 明 当 (4 一 4420 时 , 必 有 一 已 
4 Erm {a| GI- A's = 0, EX}, itt F CAI — A)" 是 连续 线性 
算 子 , 显然 E. 为 互 的 线性 闭 子 空间 , 又 
. ECE, CCEC 
如 果 了 {0}, 就 有 r A0 aE, REA A)X =X, MAUA 
Xn [fü z= CAI — A)r, Ik px 3E db, TV Ta, WEA — A), 二 
Za oi, HE ,9, e, X 时 (47 — 4) "a, = 8a 所 以 XQ E. 而 
a, € E, dg x yY K goi F Riesz 引 理 ， 在 E, 中 M B yn 
使 得 
hy =t, o Gn E, acie (6.5) 
如 XR Pg JA E, 2E, (AI — A) EC 《4 —- AMACE, |, 得 到 
y ILA y, LOL y eg, BEAG DAR 


AJ z4 


Ay, — And -An-(n- A I-A, 十 


这 和 4 是 全 达 续 的 假设 相 蔬 盾 ， 证 毕 . 

为 了 研究 全 连续 算 子 的 第 0、 (i 类 庶 的 情况 , 我 们 建立 下 而 
BBIE. 

引 理 1 设 4 是 Banach 空间 了 上 的 金 连续 算 子 ,4 是非 零 复 
数 , SE RA- ARX FB T s lag. 


5) iE 


证 分 四 步 进 行 ，(D HRR f, EAR (T4, J B.E We 8 js 


gil, ga X f.88 的 一 个 原 象 


*"hkHoks*bkeon # 


e 
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(AI— 4)g.— fa (8. 8) 
JmJR (g.) EAR AA OR (9) 44 E TEA. 


事实 上 , 从 (6. 6) 得 到 9, 一 元 (证 49。)， 由 {go]} 的 有 界 性 ， 所 


EAA (Gu) BE HEC, Hie A, BRI Cs) dic 
(ID 设 fE(A1 一 人 入， 我 们 证 明 在 {gi (41 一 4)g =f HR 
9 的 范 数 的 下 确 界 三 二，inf ，j91 是 可 达 的 ， 事 实 上 , 设 


(AI —A)9,—f 
而 且 [gs 17» 
BIGK (94 EAR H, 根据 (了 ) 必 有 {9s,j} 收 化 于 产 ， 由 (4241 一 4) 的 连 
续 性 , (AI — Df! —lim(AI—4)g,, =f. 显然 1 Pm, Bp eus 


到 范 数 下 确 界 的 向 量 《 当 然 对 给 定 的 疡 了 不 必 是 唯一 的 )， 以 后 
我 们 用 了 xoi SU CT m m. 

《ID 证 明 存在 常数 型 (与 了 无 关 ), ERI E SOM TF]: 假如 不 
对 ,就 相应 地 有 一 列 FE CAE — 4) X,a—1,2, 5, 使 得 


一 一 


TAESSTA (6. 
于 是 
Ko fe 
GI-AXEN- (Eq? 0 (6. 8) 
由 (DD 又 知道 ;多 MNA 从 而 
I-A) fas (6. 9) 


Elik. h (6. 8), 6. 9 就 得 到 ”. 
(AI— AY CP. — fa lf = fa 
但 所 是 f RR PERGA FARRA E P foh, 


zl 


li^ 
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iR De ono 了 矛盾， 所 以 存在 M, B LP Lec an fT. 


(IV) 证 明 (41 一 4) X ERR: 如 果 PE CAE — A) X, faf JR 
RAER e. Ele AEN fs， 取 相应 的 fn. XUKDfL m 
Mifi« Me, WE), "DA CA) 中 抽出 收 化 于 ?的 子 序列 ， 因 而 
(AI — 4)g - j, Bl JE (A2 — A) X, MESS, 

利用 这 个 引 理 , 来 证 明 下 面 的 定理 . 
ERA AEN Banach JAX LAERET, A0, MA 
不 是 4 的 特征 值 , 那 末 4 A4 A DGJESETET- 4* 的 正 出 点 . 
证 设 =(47 一 4)X, 根据 引 理 1, 它 是 闭 子 空间 ， 又 因 4 不 
E ARRIE, 所 以 《47 一 4) 是 下 到 玉 上 一 对 一 的 ， 因 而 及 到 广 
上 的 有 界线 狂 算 子 A, 它 是 (41 一 A) 的 逆 算 子 ， 
AUEI—A*)X*—X*. EX, EF LRRD v 1n 
F: 
$i) fCA;'2), ER 
HFIP KIA IIF ei BA ER PUES. 1:573 2E DA. 
` 延 拓 定 理 , 将 由 延 拓 到 义 上。 因而 由 
(AL—A)*6) = AAD =f 9) 
SEHE SEA —4)* e f, 即 (UL — A*) X* - X*, Wi 44+ 是 全 连续 
的 ,对 4* 用 定理 3, 便 知道 4 是 4* 的 正则 点 ， 证 毕 . 
定义 ”设立 是 赋 范 线性 空间 ，* 是 它 的 共 连 空间 ， 对 于 一 对 
fi icX,fcx*, n 
f(z) 0 
LI PIE vau i 
利用 正 交 概念 , 显然 有 如 下 引 理 : 
引 理 2 iA 是 赋 范 线性 空间 全 上 有 界线 性 算 子 ， 几 是 和 
A 中 所 有 向 量 正 交 的 f€ X *, 必 满 是 4*f=0， 特 草 , 当 AX EX 


$6 ”关于 全 连续 算 子 的 请 分 折 251 
中 不 稠密 时 ,0 必 是 4 的 特征 值 . 

证 BFS AX WER, 24 ye AX 时 

0-f(D =f lAr) = (APER EX 

KÆR 4 了 0 特别 , 当 AX ERRARE RERE 
定理 , AH AERE f, 使 得 f (Ax) 0, 2€ X, Mag A*f —0, Bn f A* 
HETRE O 的 特征 向 量 ， 证 毕 . 

THER Hp EZ ORiesz-Schauder) 关于 全 连续 算 子 的 特 
征 值 和 特征 向 量 空间 的 理论 亿 . 

定理 5 XEM Banach% (HL 4X LAHAT. W 


ES 
i^ 当 至 是 光 限 维 空 间 时 ,0 必 是 4 EA 
2^ 全 连续 算 子 的 非 零 谱 点 必 是 特征 慎 ; 
3^ 当 Az0, 而且 是 二 前 峙 征 值 时 ， 与 4 相 度 的 特征 向 量 空 
局 必 是 有 限 维 的 ; 
AP An e, An 是 4 的 不 同 的 特征 值 , 51、…、 aa 是 相应 的 特 
征 向 量 , 那 末 m, n os 是 线 性 无 关 的 ; 
5* c(4) 的 被 限 点 只 可 能 是 0 (因而 o CA) 是 有 限 集 或 可 列 
40. 
WE 3" 当下 是 无 限 维 时 ,如 果 Eol), MEA EEX E 
的 有 界线 性 算 子 ， 根 据 定理 I=. ARARAT, XN h 
单位 球 要 致密 了 ， 这 和 第 四 剖 S9 定理 14 的 结论 相 2b 突 ， 所 以 
9€o (A), 
2* 设 A—0,mni H. A€o CD, 根据 引 理 工 及 定理 3, ROIA) 
di X fO ED Y IR, MAOI — AME X PRAE, HH BIER 2, 0 是 
D) 通常 将 定理 5 和 定理 6 518 GE SEE 2o Riüesz-Schauder 理论 , 严 档 说 米 , 定理 


5. 6 fg IX Bb EE VE Ug Riesz 所 得 ，Scbauder EAZA RUN 63e de Worm eo dk 
348 Bb. 


nmn —————— an i RE a uar a ma $ =+ 
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CT 一 4)* 一 27 一 4+ 的 特征 值 ， 所 以 不 是 A* 的 正则 点 ， 再 根据 
定理 A, 4 必 是 4 的 特征 值 . 

3^ 设 4 是 4 的 非 零 特征 值 ， 记 ,为 相应 的 特征 间 其 空间 , 
对 任何 EEn E Arsis, MARHE E, EAD mE E 是 
无 限 维 , 根据 Riesz SEE, E, 的 单位 球面 8 就 不 致密 ， 所 以 48= 
AS 就 不 致密 ， 但 这 和 假设 4 是 全 连续 的 相 冲突 ， 因 此 如 只 能 是 
m. 

4” 设 ns An 是 不 相同 的 特征 值 ,如 果 n n ns 线性 相关 ， 
Rih xs = Sau, HRAT —4) (4,1 —4) = QE — A OT: 
便 得 到 0. —A (uai 7 A2 (UE AY CAL, Ar 


r-i *-1 
Da Ae (Aand AYR = 5a; (A, — AD" (GL ai A a 
d x1 i-1l ` 


=0 
然而 上 式 左 边关 0, XX ROI BREUI zz 线性 无 关 . 

5” 设 {4。} 是 4 的 一 列 不 同 的 特征 值 , 而且 Aarte, Ri 
iz A435 0, &—]1, 2, "ts DE QUEE E.P D 使 得 | 元 


d 如 是 租 应 于 An PRHE SE, d M, Dir as n ERR X GTE 
间 , H 47. M, EE n HET ERI, MCM MAMAM, dRiesz 
5[HB gp 185—510 y) 如 下 : 


<M, n=l, 2e 


WE Ms, ynl 1, p Cyn Mai) >E 


W Ya = 之 .Born 显然 


RE—1 . 
(AI —4) Yn = > Bis (An 一 4 zz, MI 
i-1 


bed 


A qpoeox&y (XO X Gane gKYA Ce 


Bd 
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所 以 ga —ALSE M, uL RE nm Bb, zy. Alt AT 
Àn ia A 


Maa Ri 49 一 AT y, — 2, 所 以 
An Ám 
" i 1 
lk azi- |y, ANSP Ma) > 


gue [e [ears m amaga gt Ped [ate 


| 


收 化 ， 这 和 | 4 加 一 4 加 | 地 相 溃 突 ， 所 以 o( 作 最 多 只 能 以 0 
为 极限 点 、 证 毕 . 
下 面 是 Riesz-Schauder 理论 中 讨论 全 连续 算 子 A 55 A* lx 
Im. 
定理 6 XAH Banach 空间 , AHX LAERET, MR 
1° o(4) 20 (A9), Hla CA*) — LA Eo CA 
2* A J€o (A) ( 20 (A*)), 并且 A50 IN SEG ZEB" (A — AD) 
与 .1(4* —AD RA dH NG 
3* 4 天 上， 那 末 4 的 相应 于 4 的 特征 向 量 x 与 4* 的 相应 于 上 
药 特 征 向 量 f EX, 即 (2) 6; 
”假设 41 是 4 的 非 零 特征 值 , 那 末 方程 
(AA) zy 
可 解 的 充 要 条 件 是 : y 与 4* 的 任 一 相应 于 4 的 转 征 向 量 了 正 交 ; 
S^ AR. 4 泳 4 的 非 老 特征 值 , 那 末 , 3A 7 Re 
(AL—A*)9 f 
可 解 的 充 要 条 件 是 : f 与 4 的 任 一 相应 于 4 的 特征 向 量 # 正 交 . 
当 针 是 有 限 维 空间 时 , 定理 6 就 是 普通 线 代数 中 的 Fredholm 
定 再， 这 时 可 由 线 代数 知识 来 直接 验证 . 
证 1" AX RUHPRAERT, 4 是 方 阵 , ATAESERRIE, MKAA) 


254 SIG GOGRSENCK 
等 价 于 det( 宁 一 4) -—-0, xx dd SR A det(AI—A*) —0 St ffr, 而 这 
区 等 价 十 Amo CAT). TAAA A CER HE ud. CD 当 424=0 
时 , 根据 定理 5 85 1'ApB 0coCA). AHX bE ERE CA. g 22] 
R75. 根据 定理 25937, A* A 43H, AL Eel, Gi) 
24 A250 时 , 因为 4€ p CAD B4, BA AEoCASD, AEGA eCAD C 
c(A),. Rio, 当 ACo (A4), A40 EF, 由 定理 5 的 2 的 证 明 过 程 忆 
经 得 到 ACor (AO, WA e CA) — o0 (A*), 
2° BETA VE UE BE CER AL, 231 RE 6, 在 那里 有 提示 , 它 是 证 明 2^ 09 
方法 之 一 )， 
3* AE ARS, DISP (27— 40) —0, (GI — A) f 50 时 
uf(x) = CA*F) x) = f CA) - f(x) = Af) 
所 以 当 Ast Fh, f(7) — 0, 
4” 必 要 性 : BURGI Ary, foy 4* 相应 于 特征 值 2 的 特 
征 向 景 , BRA 一 A4*)f=0, 而 且 
fD —fCGAI— 4)2) - COL-A0* Gr) 0 
充分 性 : ROS IUE AR PE CAT — A) £ 089—410 f SUA fano 一 
0, 4 EEA, Hb E ubi, AUS y€CGI-A)X, HT 
(ÀI—A)X ETTE, BZR, t JEX, Mu 
FA — AX) —0, m f(0250, WIE, 24 EX 
CAADEC) - f(GCAT — A)r) = 0 - 
Hp fe 4* 的 相应 于 的 一 个 特征 向 量 ， 然 而 (0750. apa 
ah, AERALA), 
5* PE: 证 站 与 4 的 必要 性 娄 似 ， 
充分 性 : Ve f EWES de fb, ECL — A0). X E, PEA 
v(r)—f(nD,au€(AP—A)X - (8. 10) 
Hp y 是 适合 (条 一 让 x AR MEA y EOS 
—z, ROG) e AS RESET A BRAE GE, 所 以 fF (y —9) —0, 
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Kit peh s Ee. EUER AIAX LAERA. 

Hi * 为 方程 

{AT— Ages EHA — A)) 

poe y Pul foe — 1 IRL, BR 18 SM al, EE AIO M TERIS 无 
基 的 常数 ， 所 坟 er) f(x. BED RR 

IPE s lf SH Is Me! 
从 而 eE — A) X HERRA SES o XE dup X LESE 
线性 泛 函 , 由 此 对 任何 ye X, 3E ARIS (0. 10) 就 得 到 

((GIEL—- A*)9) D — eCOGT — Ary) —f(y) 
所 以 pp 是 方程 (4 一 4*)w= 了 的 解 。 证 毕 . 

3， 全 连续 算 子 的 不 变 闭 子 空 间 现在 我 们 着 手 寺 论 § 5 最 
”后 一 段 提出 的 问题 1 ， 考 察 无 限 扒 复 Banach 空间 上 哪些 有 59 ik 
性 算 子 存 在 非 平 几 的 不 变 子 空间 ， 这 个 问题 是 Yon Neumann 首 
先 研 究 的 ， 他 证 明了 在 无 限 维 Hilbert 空间 ( 它 的 定 艾 见 第 六 R) 
上 每 个 全 连续 算 子 有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 , XN. Aronszajn 和 
K. Smith 《参见 [11j) 对 一 般 的 复 Banach 空间 上 的 全 连续 算 子 证 
明了 非 平 几 的 不 变 也 子 空 间 的 存在 性 , 但 是 他 们 的 证 轩 比 较 复 杂 ， 
我 们 先 来 看 一 下 这 个 问题 的 实质 在 什么 地 方 . 当 全 连续 算 子 下 有 
EFH A hh, 由 定理 5, 4 是 下 的 特征 值 ， 那 末 相 应 的 特 丁 子 空 
H E, 就 是 BB 的 不 变 子 空间 ， 由 此 立即 可 以 得 至 的 非 平凡 的 不 
尝 子 空间 了 .因此 只 要 讨论 当 吾 的 谱 点 只 有 零 的 情况 ， 就 是 说 这 
个 问题 的 实质 在 于 证 明 ， 广 义 客 零 的 全 过 续 算 子 有 非 平 凡 的 不 变 
六 了 空间 .近来 ， 有 人 认为 整个 不 变 子 空间 的 解决 英 键 是 在 于 搞 
清楚 广 吕 堵 零 算 子 的 不 变 子 空间 ， 

在 N. Aronszajn 和 EK. Smith 之 后 ， 较 多 的 学 者 在 研究 更 广 
泛 的 一 业 算 子 ( 能 与 茶 个 非 零 爹 连续 算 子 交换 的 线性 有 界 算 子 ) 的 
不 变 半 子 室 间 的 存在 性 ， 更 进一步 就 是 要 研究 一 个 全 连续 算 子 是 . 
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和 否 有 非 平 凡 的 超 不 变 闲 子 宣 间 .在 这 个 方向 上 ， 问 题 的 最 一 般 的 
Sir. 

问题 ?2， 在 无 限 维 的 复 Banach 空间 中 是 否 每 个 有 界线 性 算 
TRE 3ESE IL BS 4E HIT RT. 

这 两 个 问题 有 密切 的 联系 .由 于 超 不 变 闭 子 空 间 必 是 不 变 
”的 , 所 以 如 果 问 题 2 的 回答 是 肯定 的 , 那 示 问题 1 的 回答 自然 起 骨 
定 的 。 记 果 问 题 1 的 回答 是 否定 的 ， 那 末 问 题 2 的 回答 更 是否 
定 的 ， 

RIF WB XO. H. JIoMorocoa) ($8 4,1 12]) 对 于 癌 题 2 
进行 了 研究 ， 他 证 明了 全 连续 算 子 (以 及 与 某 个 非 零 侈 连续 和 滤 子 
可 交换 的 任何 有 界线 性 算 子 》 不 仅 有 非 平凡 的 不 变 闲 子 空间 ， 市 
具有 非 平 凡 超 不 变 闭 子 空 闻 ， 他 所 引进 的 方法 是 较 有 意思 的 ，Ek 
Aronszajn-Smith 的 方法 简单 , 但 是 结论 要 强 得 和 多， 当然 , 这 种 方 
ER RESE AS POR Aronszaja-Smith 方法 上 的 价值 . 

EHET (PRERA) HAXE 复 的 Banach Sx d], BEB 
>X), Byzal( a 是 常数 ), mAAR HAER A Bx 
H, BEXE B VAIER G9 £8 RENTA, 

WE FULL BE, 

D 4 360, 是 四 (二 一 天 中 与 召 末 交换 的 算 子 全 fk, PREIS 
说明 问题 的 实质 是 在 于 互 是 无 限 维 空间 ， 面 且 对 每 个 非 零 向 量 
JEX, luy HE X pns ns tir 

-EKE SUR X RUSSE Zr du], 根据 $ 5 例 9 知道 , 这 时 对 于 任 

何 B^ eI, 必 存 在 非 平凡 超 不 变 子 空间 , 所 以 下 面 不 妨 设 和 是 无 限 

的 的 ， 另 外 , 如 果 有 某 个 非 零 向 量 y ER Ny) X, XD 根据 

$59[9 9, Cy) 便 是 8B 的 超 不 变 子 空间 ， 由 于 GL) AX, DÀ 
及 yEy), PEDI, ayl, JE dESE LS, 

HER UL, RLR SEDE BUE GE XE 7 RRT B, 必 存 在 非 
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Fy, EE e X RR. 

为 此 , 我 们 分 三 步 (OD -(IV) 先 来 完成 下 列 命题 的 证 明 . 

命题 : 设 互 是 与 非 零 全 连续 算 子 4 可 交换 , f OM I IEE y. 
QUE XcopgPus, SIGKGATERETE3,, EATA 具有 特征 值 1, 
( 注 “， 这 个 命题 是 罗 蒙 请 索 夫 定理 的 核心 ) 

(I) 由 于 A550, 在 于 中 必 有 一 个 向 量 so 使 得 | A EL EAE 
0, Feb? [cl B, l4 —2 429 Az] — 141770, iS EA zs 
为 球 心 的 单位 闭 球 : S 二 {zis 一 2 过 说 ， 当 Es 


图 as 
TH = ļ|Aro— Alr — r) | 
= Ar — HA] ir —2122 442) —1A1770 
所 以 0E (A8), SHE 何 yE CAS), 29 y0, ARROB, Qo) 
EXPAR, MIE X, PUAT, EA 
Ty — wo < 
DFTE HE fio, EL 必 存 在 ? 的 环境 O(f (Blue 


LUE Dw ars sco, OM. [Tea], BO 4 Edd 


续 的 , AS 是 致密 集 ， 所 以 (43) 是 紧 集 ， 而 {0(y，e) |yEC45)} 是 
《4S7 上 一 族 开 覆盖 ， Bj mi TELM (O Cy, £2 rh EUH o (9, £D, ttt 


OV, en), 使 得 U Ola 8) CAS), ifa ELSE EA O(y,, eO LC 
izi 


258 WER Gi JUR BET 
M TCU. Rf TOn eD i 
£, 就 十 说 ， E yeoO(ty,, enkt 

ITaa—zbi (6.11) 
(HD PER 


O1 
fa)= NM xil 
NEAS X vpifdk£ Vk n Ba 图 5.4 


全 如 下 ; CAS) M 


SOUP DY 
DP) == (6. 12) 
S KE yal) 


显然 ， 由 于 对 任何 %E(4S)， 必 有 一 个 让 BH ycO(Q nu, e), Mat 
(6. 1D Btar, 国 此 分 县 书 至 少 第 守 项 是 人 于 零 , 因 而 整个 分 母 大 于 
"ES Be (0.12 中 分 母 ， 分 子 分 其 都 是 8 的 连续 范 数 和 违 续 映 
Fi, 所 以 中 是 (4S) 一 六 中 的 连续 喘 照 . | 
”现在 证 明 : 当 yc CAS)BE, PUNES Es E, 因为 
2 Ta - zT -- -DOIT y —m Das 
$(g)--z,— —— 一 一 一 一 -一 一 
Í BAT D 
Put 了 一 加 | (Piy — a) 
(0 SEMGTa-sD 
QE fIOTis D (ny —19) 
DFAT yr D 
ECFOT Y xai) (Piy t) 
2j Tiy — z l) 
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E AORA Tay rll 的 项 求 和 , 虫 国 数 JOD) X0 XEGERIWON 
系数 fT3 一 ro 一 0， BEA X' —0, 而 E" xb Tug ri 
的 项 求 和 , 显然 


OASE eZ FATTY e 
SATa elI 于 Fe 一 ab 


Bii DDES. | 
QV) 利用 映照 D, fe SS 的 映照 罗 如 下 : 


b> fam, Az—a DT. Az 
4 CA 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
(r)— (Ax) — SWdTas- —AD ,2€8 

BI» 4x€ (A8), 由 (IU) 的 结论 ; 罗 (z)ES. 又 由 于 多 、4 是 连续 映照 
所 以 到 是 SS 的 连续 映照 ， 由 于 AS 是 臻 密集， 根据 第 四 章 $9 
定理 11 系 1, 连续 映照 把 致密 集 映照 成 至 密集, 所 以 把 AS 映照 
成 致密 售 ， 即 于 (3) 一 外 (48) ERRE. UEA S ENRE, 
根据 Schauder 不 动 点 原理 (第 四 理 8 8) 必 存在 ZES, 使 得 

SIFUT A xo) TA 


=z m 6. 13 
DISTAT — aat) em 


这 个 j AUTA zDD 
取 定 这 个 马 Mida Sar, A vol) ‚FBX ENHE: 


Die. Ass EX (6. 14) 


(6. 13) IH 3 EE C6. 14? 有 非 零 解 > 一 由 于 A 是 全 连续 的 ， 所 以 
Cc ZXagAARiRX bAGESRTET. XKTPÉCG.S13), (6.14) B HIE 
T, — Xa,T, Wr, C —T.ACR —t dee felit 1, 这 就 完成 命题 的 证 Bj, 
(CV) 利用 上 述 命题 证 明定 理 成 立 ， 事 实 B. meit 
y, Doy) HE XOT, SIDE TV he RARER IL REER SAS 


rr sr 
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3". RF CABREF 1 的 特征 向 量 空间 D. REREN, BUT B'SC 
可 以 交换 ， 根据 本 章 $531 理 6 RS. BCL, L, EHRE 
(OSR, 所 以 五 在 二; 内 必 右 特征 提 Ao, 记 相应 的 特征 向 量 空间 为 
好， 显然 闲 子 空间 尼 ,天 三， 否则 将 会 发 生 了 = AZ ik 
盾 . BERE, Se X, 又 根据 本 章 S 5M 6 的 各， 可 ,将 是 3 的 不 变 卫 
空间 , 这 样 -… 来 , POR ICE, Ly x Ond, yC E AX. xx 5 Ty] 
一 互相 矛盾 ， 因 而 五 存在 非 平 见 的 超 不 变 闲 子 室 间 ， 证 毕 . 

Ki 设 久 是 无 限 维 复 Banach ril, Bst0, JE HL JE ef 
的 ， 互 必 有 非 平凡 超 不 变 闭 子 空间 ， 国 而 下 有 非 平凡 的 不 变 闭 子 
空间 ， | | 

WEN? BRIE AEA 所 以 不 是 售 单 位 算 子 ， 又 由 于 

正和 好 本 身 可 以 交换 , 所 以 把 定理 7 中 4 就 取 为 吾 就 可 以 了 ， 

如 果 只 要 求 达到 系 1 的 结论 ， 可 以 不 用 罗 营 诸 索 夫 定 理 而 直 
接 给 世 简 单 的 证 明 。 这 个 证 明 是 H. M. Hilden 给 出 的 。 他 部 分 
地 引用 了 轴 枝 诺 豆 夫 技 巧 ， 如 免 了 用 “不 动 点 原理 ?这 一 深入 的 工 
A, 而 只 要 用 到 Banach 空间 全 连续 等 子 的 非 零 谱 卡 必 是 特征 值 ， 
六 有 目 特 征 子 空间 是 有 限 纵 及 谱 半 径 的 定理 。 下 面 就 是 他 的 证 明 
《参见 [12]). 

证 BESE, BAIRWA A HIS IET 的 性 
M 5^ À Anf GE-T- SE SLE, 便 是 B 的 超 不 变 而 且 是 非 平凡 前 子 空间 . 
所 以 下 面 不 妨 设 MB) 一 0. 

仍 用 反 证 法 ,而 且 定 理 ? 的 第 (IT) 步 仍 有 效 ,第 (ID 步 中 4 换 为 
现在 册 怠 后 也 奶 角 有 效 ， 内 第 (ID) 步 得 到 : 存在 N 中 有 限 个 算 子 
T, 对 任何 SEBS, 4A EA T, 记 AZ Ti iE y, — T, yc, . 
3 Xt BT,ycBSC BS, SEE EUHODHBSdESE, GAST, 
ns PaA Tuus feq; — T, BT; YES, -o 这 样 得 到 

Ym —T,, BT, -.- BT, y cS, Bfn EBS, m —1, 2:-- 


EE 31 M ，. zst 
imprBy.cBS, MEL BYni al Br lB(r 9,251251 B1 —- 1B] 
T0, 5—Jjili. id c-maxCT d, PDE UB T; 与 吾 可 区 
fe UH 

[By d ce" Bi" E yd 
根据 谱 半 径 定理 点 读 有 lim E (B) ] —chimV1B*|—er (B) — 
9. 即 lim|By.] =0， 这 就 发 生 矛 再 证 毕 . 

X2 设 五 是 无 限 维 复 Banach eiH.BCcSUX-X), ind 
TIESA PO), 使 得 0CB) AERE BS EET, SIDE B ae 
3E 3E FL aea AE 3-2 RT. 

AE B5 2OD AERE GERUNT. 所 以 B 决 不 会 是 倍 单 位 算 
子 ， 再 取 4 二 p(B), 由 定理 ? 立即 得 到 系 2 的 结论 ， 证 毕 . 


3 B 
LONRK (4, 扩 是 全 平面 上 勒 贝 格 可 测 函 教 , 而 且 


fi | E ir, 3D L*d zdy eo 


fg L^(— co, oo) 上 弹性 算 子 A: 
Am = V KE, Didy 
问 和 4 是 否 是 Lo oo0) AEAT, 
a. WA 3 "n LERT, 记 en 一 【0， T. 0, L 0, e {第 R TERA I. i 
HI 0,221,2, … 时 , 作 线 性 算 子 4: 


w 
Ae, = > CIT 


FEUE! 


设 Saale. WmAESEAERHT. 


Łj=l 
3. dg P rb, (e 3 4n R2, EE ESRPEREUT U: 


Ue, le, s, Pl,fe 
t 


WRV EU CAERRT, HLE LEEA T, dB 0 FR fefc fin 
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4， 设 下 (z 和 是 正方 形 [a, 02 X Lo, 51 E REGI, E o bre 


E h F 
| (f | K(z, Day jason 
TES Lr 上 线性 算 子 
AP) ~f KG, DGA 
aD 上 全 连续 算 子 . 
5. 设 4 是 Banach 衬 间 息 上 有 界线 性 算 子 ， 工 是 有 4 的 闭 的 不 变 子 空间 ， 
在 Banach 空间 D-— X/L 上 作 算 子 4. zr Az, E9 A Xe Banach 空间 中 
上 有 界线 性 算 子 ， 如 果 4 是 六 上 全 连续 算 子 , 那 末 A ED 上 全 连续 算 子 . 
6，。 设 二 是 复 Banach Zzlg] X LeAF, 40, 3EH AXE A fi 
Pi 一 下 (AI—A)dÀ 


BAE luae 


HEA F 7e E Sr. 

(D Pau 是 全 连续 算 子 , 而 且 Pi =P 

Gi) Pa 五 是 有 限 维 空间 , HLI AHE Ti HREAN euan 
ens 

Gii) P A= AP,,; 

üv) PT,X* 是 4# DTETRA, OBH AAT A 的 转 征 向 量 全 包 
合 在 P43,X* 中 ; 

(v) PIX* (P,,0*5, 

(vi) 4 相应 十 Ao 的 特 在 子 空间 的 维 数 与 4* 相应 于 ALIS CE T 
ERAH, 

?利用 全 连续 算 子 Riesz-Schauder 理论 培 出 全 连续 算 子 各 的 澳 解 式 
RCA À): 对 任何 ACoA), A250, GE 如 的 近 变 有 下 列 展 开 式 


= Lou. 282a L, = 一 
Ct tA a OTRO AA 


T=} 
dk {C |v— —8, 一 R 十 1, e 0, 1,2,*…} 是 有 界线 性 算 子 . 

&. WX & Banach 空间 , B EX LERET, Bal, 站 时 存在 非常 
数 多 项 式 2(1) 和 非 零 全 连续 算 子 A, 满足 pOBDA— APO). WEBDB DUE ESE 
凡 的 超 不 变 子 空间 . -~ 


4&Xx* Hilbert 空间 的 几何 学 与 算 子 


在 前 而 一 章 中 ， 我 们 分 绍 了 赋 范 线性 空间 的 酸 念 ， 以 有 限 维 
空间 来 说 , 向 量 的 范 效 相当 于 向 量 的 模 长 . TEE, 在 有 限 维 欧 儿 里 
得 空间 中 还 有 一 个 很 重要 的 概念 一 一 两 个 向 量 的 奚 角 ， 峙 别 是 两 
个 向 量 的 直 交 ， 有 了 它们 , 就 有 勾 股 定理 , ARRES. mE 
赋 范 线性 空间 中 , 并 没有 引进 这 个 概念 。 另 外 , 我 们 还 知道 ， 向 量 
的 模 长 与 夹 角 可 以 用 更 本 质 的 量 一 一 向 量 的 内 积 米 描述 ， 这 一 间 
的 主要 内 容 就 是 讨论 无 限 维 的 具有 内 悉 的 空间 的 5 解析) 儿 何 学 以 
及 这 种 空间 上 的 线性 算 子 ， 


1 基本 概念 
个 论 是 实 的 或 复 的 欧 几 盟 得 空间 都 有 一 个 特点 ， 在 其 中 定义 
了 了 疝 量 的 肉 积 ， 并 且 向 量 的 范 数 的 平方 等 于 该 商量 与 它 自 瘟 的 内 
积 ， 详 细 地 说 , UE" 是 复 欧 几 里 得 空间 , HT E 中 和 任意 两 个 向量 
zc (n) y Gir S0, MENR Gs 2E P FS CC: 
i (z,9) =g 十 tagat H Enin 
显然 , xx FEE SLT A BC, a) Hof Pb tk 
G) (0, 2) = Cz, Y); . 
GD Ha 及 是 复 闭 时， («x + By, a) =al, z) + AP(y, 2); 
Gii) (Gy 30， 而 且 竺 号 成 立 的 充 要 条 件 是 z=0， 其 中 省 
d, 2C E", | 
TEBKJL BEER SE [RDHPAAUBURES ZZ PELLE SE, AE dE RTEUDRIRUE 
在 E" 中 建立 欧 几 里 得 几何 学 , 例如 : 8 ER 26 fl EC, 投影 等 等 
重要 几何 概念 都 是 由 内 积 表述 的 。 在 茶 些 无 限 维 空间 中 也 能 定义 
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内 积 概念 , 使 具有 性 质 CO — G, 例如 平方 可 积 函 数 族 LE, D) 


G, | feos 


容易 验证 它 具 有 性 质 人 iD 一 (iii)， 这 种 内 积 在 经 典 分 析 三 角 级 数 
或 直 交 级 数理 论 中 起 着 很 重要 的 作用 更 一 般 地 ， 我 们 引 人 如 下 
MES | 

L SB hd ia 

定义 ” 设 4 是 实数 域 或 复数 域 , HE 4 上 的 线性 空间 , 如 果 对 
TH pART FE sy, 都 对 应 着 一 个 数 ({z, E AL AT: 

G) HERRE: HEM SL SEH, (e, 3) = 2); 

GD 对 第 一 变 元 的 线性 : 对 任何 x,y, EH REND a, pE 
A, GEAR 

(ax 3- Fg, z) — at, z) A- By, z) 

Gi) 正定 性 : 对 于 一 切 2€ H, (x, 2) 220, 而 县 (z，z) =0 的 充 
要 条 件 是 了 一 0 

BKC, OWAH THAR. MEA LETAR, 当 4 是 实 
数 (或 复数 ) 域 时 , 38H 29 3 GI PR E. 

内 积 空间 是 一 种 极为 重要 的 空间 , 它 在 数学 物理 . 量子 物理 理 
论 、 缴 分 方程 论 及 概率 论 等 等 中 有 重要 而 且 广泛 的 应 用 . 

我 们 把 上 面 介 一 (iii)? 三 条 要 求 稍为 作 一 些 分 析 . 

3t ex ERR EE K AA Hermite dio. ERE (i) 中 ， 要 求 
《2 的 — Qu, 2), 8UR HJESCUS]WL HEGGEA ARE RO, y) = 
(9, +), 称 为 对 称 性 | 

E HG) RI GD, 我 们 得 到 内 积 的 性 质 (iv)， 

GV ARC, .) 对 于 第 二 个 变 元 来 说 , Jeep AE MEO: 即 对 于 
IE z y, EH RUE LA a BL 成 立 着 


MEE +t 265 
(z, ax -4 By) —a(z, x) -8(z, y) 
AHÈRS [n] Ib, 内 积 对 第 二 变 元 也 是 线性 的 . 
AN ia Ier, ARRA DERRER. 
引 理 1 dmRH XEUUBU BI, 那 末 对 于 任何 x, YEH 
i Ca, WD Ltr, r) Cy, 的 (1. 1) 
WE IHEM E A AR 
Ode Ay, e FAP) = {2, 2): 2Re{ (ae, )À) - Gr 1D | A]? 
` a. 2) 


P8 g—0 EG. DERRY. VE 550, RKO, 070, Rt A — 02. 


(y, 9? 
(XT CES CL. 如 的 用 边 达到 最 小 值 的 数 ), 就 得 到 


oll, DT |r, HM 
(z, 1) —2 (vp d (y, p? (y, y)220 


这 就 得 到 (1. 1), 

引 理 1 rh IS 5$ xc Schwarz (p 4 ER 8 xS, 

定理 1 GBUEHIEWBUXIHL C. .) 是 吾 上 的 内 积 ， 记 1zj = 
NACION 那 末 1-1 是 一 个 范 数 . mE 2 

证 显然， 只 要 验证 11 满足 三 角 不 等 式 ( 因 为 范 数 的 其 它 要 
求 都 可 以 从 内 积 的 性 质 直 接 推出 )， 在 (1. 2) 中 取 = 1， 立即 得 到 


l Iz y — sF -2ReG, p) +Iyl: 《1. 3) 
由 Schwarz 459 3X, 可 知 | 
Re, DISI, piet (i. 4} 


由 (1. 3) 及 (1. 40 RD As 
lr gl [a 21a gr y= Cs + 12 D* 


O WIE 1 的 证 明 可 以 署 量 , 当 (，-) PURO RAE CO, GO PE CD S 
420Bf, Schwarz GATAR. Dg ycc0 时， 从 (n. paj- i Aki 
BG. 3) —0, ERG. D (pir. 
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letyle fel- fy] HEHE, 
RIRES d e Gs DEARC, OI HUE. A, 
内 积 空 间 按 内 和 导出 的 范 数 成 为 典范 线性 空间 ， 凡 是 在 内 积 空间 
rS ARR, Uc Sic 59 BER, 如 无 特殊 申明 都 是 指 按照 3 这 个 范 数 所 引出 
RES 而 言 的 . 
引 理 2 设 上 五 是 内 积 空间 , ICE PLAUT: PIT EOD AE VES, 
REE turto, Yayo ME, Cins Ya) — (ao, Ya). 
ir 因为 
| Cs, Ya? 一 Go, Jo) | S& | Cen, Ya) — Co, Ya) | E Lo, Fa) — Co, Yo) i 
= [Gr — Eo, Ya) | i d Cro, 一 | 
AEEA + ol ly — yo 
4 n>, 由 于 9, 3o 根据 第 四 章 $ 2, {gy,} JE HS. UTERE 
| Caas Yn) 一 《20 Yo) 一 o 证 毕 . 
2. Hilbert 空间 
XX: V— 空间 


Ar xs 是 满足 条 件 Ie, | <se 的 数列 {zs} 全 和 体 按 通 


常 的 线性 运算 所 成 的 线性 空间 ( 参 夏 第 四 章 § 3), 当 
t= (£i, Z3, *'*, n, Er, y= n, 95, tens, tt DIS 
时 规定 


(s, y) = 之 ,zt 


可 以 证 明 这 样 定义 的 (.,.) 确 实 满足 内 积 的 三 个 条 件 , 令 后 在 
如 中 都 是 这 样 取 内 积 ， 人 是 一 个 Hilbert 空间 (完备 性 见 第 四 章 
$7 定理 1 的 系 ). 

P2 RENO, R, a) (这 里 县 是 o- 代 数 》 是 定义 在 人 上 的 


$i 站 村 概念 267 
XE scEJinP BUE PR CILSPRPAN IT AE SEA AA PES T 
— f-g8 EOS LER FEX PREX PEZ a EE $350, SOT 
FOSTO R, u), 规定 内 积 为 j 


d. =f fog 


容易 验证 这 确实 是 内 积 ， 所 以 LO, R,u) EA Hilbert 空间 ， 
《完备 性 见 第 四 前 $7 定理 1.) 

我 们 注意 , 当 瑟 是 内 积 空 间 , Ta e rh ABUTERE HU ORC, 内 
积 也 可 以 用 范 数 来 表达 。 当 五 是 实 内 积 空 问 时 


Cr, 9) = (le nad mimi (1. 5) 
当 豆 是 复 的 内 积 空间 时 
Ce, = 了 ls tgo v Hber ig iz ig 
(4. 6) 


xk MERI DL ACE AIR ESL HA, SA DEO 6) 常 被 称 为 要 
化 恒等式 , 这 是 一 个 重要 的 等 式 ， 在 纹 积 空间 中 要 多 次 引用 . 
引 理 3 知 果 玉 是 内 积 空间 ,|| 是 由 内 究 导 出 的 序数 ， 央 对 
任何 c, yCH, Wt | 
Tayl Hr 2C EE (7) 
证 ”只 要 把 范 肖 用 内 积 来 表示 , 就 得 到 
fetal + heny = Gg atg) + (2—Yy, amy) 
-2(z, 2) -2(g, 3) =ef y üER, 
如果 万 是 二 维 实 空间 , 等 式 (1.7) 的 党 思 就 是 ， 平行 四 边 形 的 
对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 四边 的 长 座 平 方 和 ， 所 以 对 一 船 内 积 空 
H SRO 7) 也 就 称 为 平行 四 边 形 公式 ， 见 图 6. 1, 
BHR 3 说 明 , 由 内 积 决 定 的 范 数 必 须 透 合 平行 四边 形 公式 . 
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平行 四 边 形 公 式 是 内 积 空间 。 

中 的 范 数 的 特征 UR, HN Z, 

有 . KU 
定理 2 ” 设 X 是 一 个 典范 线 

性 空间 , 其 中 的 范 数 是 | .1、 如 果 

ADCBIEBGUR Sy, EXE p 

是 平 行 四 边 形 公式 (1. 7), BRE M ei 


定 可 以 在 中 定义 内 积 《.,*)， 使 |z1 就 是 由 内 积 (-，*》 导 出 的 
范 数 . l | 
证 当 王 是 实 空间 时 , 如 果 范 数 fz| 确 是 内 积 导 出 的 ， 那 未 我 
们 知道 极 化 恒等式 (1. 5) 成 立 , 这 启发 我 们 作 
(的 :一 于 (二 名 一 ia dPareX 8) 


THH, C, 0) 确实 是 内 积 ， 事 实 上 , EAR Gr, y= (Qr, 0. BIA 
积 的 象 件 (1) 满 足 ， 由 tl. 8 5 408 (0,20,—0, Hc a 7) 及 OS) 
得 到 


C, 2) 十 《9 2v za pa ab Hg rz|Ó)^—]g 215 


=i (|tt eH faete, 2: (1. 9) 
E 9) RC y 一 0 得 到 
(z, Zh = (5, 2) ,zCH 
再 在 这 个 式 中 把 x 换 敌 z+ 六 MARC 9 683] 
Cæ, 2) + Cy, z) Gr b 9, 251 ci. 10) 
对 于 给 定 的 z, 26X, RAHAN 

F= Ga, z), E E 

AFO. 10), 显然 函数 FOOIUBESN DI RR 


EIN EN zs . 


ftid mfG) Hf), oH, too LLD 
AFH HER, Buzz o Maz], HO. 8), FO) EEA 
数 ， 但 是 满足 41. IDERAN FU AE E ER B: 


FSD 
( 见 定 理 2 后 附 福 1 )， 因 此 . 
Ga, z) =t (e, z) (1. 12) 


(IORA. 12) & ELE REBE C, 2 适合 内 积 的 条 件 GOD. 

在 (1, 8), t y —r 就 得 到 

Iz]? = Gy 2) 

HAC, h BAARDA IGD, Kie, 24 X RESCSSRIWE, Ces n 
BAHAR, 显然 由 内 积 (-,*): 导出 的 范 数 就 是 原先 给 定 的 1zl. 

Au X A S a et GRAH, 我 们 受到 极 化 恒等式 代 . DA 
发 , 作出 

(a, Ds vyl*—Iz— iV t tnr gl ile iyl) 


—(ax, 3), tiz, iy) o. (1. 13) 
McHl Gr, y). 由 等 式 (1. 8) 决定 ， 我 们 来 证 明 这 是 也 中 的 内 积 ， 事 
实 上 , BFA. 10) 知 道 
(s, 2) (y, z) —(x 4 9, 2) 
XH CI. 12) DE E EXERCI a 成 立 着 
(az, y) —-a(a, g) (d. 14) 
XH CL. 13) 可 以 直接 验证 | 
(zr, $)—i(zy,(G-—1) ， 
钵 此 对 于 任何 复数 o CIOP. MAC, A PARU ALPE 
Gii), i CL. 13) 易 知 
MCODLICOH) 
再 在 (1. 13) 中 令 Yg=2 得到 E 


-一 一 一 
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(æ, 2) = [21* 
所 以 (z， 约 确 是 下 上 的 内 程 ， 并 且 由 (2 pkita Elri 
证 毕 . | i 
注 1 ROC oio») RGEHUR COLIN RO RE 


FHD DHE Ua, rt (1.15) 
那 来 对 子 一 勘 # i 
F=f (1.16) 

证 首先 证 黄 对 任何 自然 数 
fint) —2f (t), —oo-t«co (1.17) 


事实 上 , a—IBIROLIDG MGE, VeXP P Bde m CL YD 成立 , iB CL 15) 
LES 


fGn-E1) D — fist) Ef) — GE Df) 
所 以 对 n-- 1, (LIDERI IBBCEUA AREE, HUI AGER, (LIDET. XE 
任何 正 有 理 数 三 , 两 次 利用 (1.17) 得 到 


(=) 
fECI. 17) rh Bt a1 R (£—0, sr Hüdanir F(0) —0, X 4. t LEES 
fi =f) 

所 以 对 一 切 有 理 数 4, 01.10) Ri, AAMA fA EF CIO 的 连续 性 立即 
可 知 对 一 切实 数 4 {1.16) mor. BEES, 

定理 1 及 2 说明， 赋 范 线性 空间 成 为 内 积 空 间 的 条 件 是 范 数 
注 是 平行 四 边 形 公式 ， 由 此 可 以 说 明 ; 并 非 每 个 冉 范 线性 空间 都 
ZARZA, En LLa, b14 ?之 1 2 天 2 时 , 它 就 不 是 内 积 空间 . 
因为 容易 验证 向 量 st 常数 鸳 数 ) 和 和男 一 个 适当 的 非常 数 阔 数 zx 就 
T£ LLa, b | P lA RCETTEHIEDÉ EX, 


习 g 
I， 举 出 玉 个 黑 范 线性 空间 , 它们 的 范 数 都 不 能 由 内 积 导 出 ,， 
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2. WR, Ru e Bn EC AAR, Ro Arnt [es ERI ltali? 


n=1 


800), SEG, (947€ R E ads] B49.] dam Eu Co, BEBO, 
izah Un 之 Fa) 


证 明 玉 是 内 积 空 间 ， 叉 设 RO 1,2, Ef Hilbertzslg], EAR e 
Hilbert 空间 . 

3. 设 且 是 s 维 线性 空间 ，{e1, s en} AERE ERES ERC RARE 
ds PR EE AK PEXEYEXE nx n 正定 方 阵 4= (au), REEL 


Er, en Eyre, | 一 tar v 
(sr y e) PIEN 


B v-i 
4. RH ERRER, wCH, WEH si is, y), vCH ÈH ER EHE: 
E. B GEN E ull. 
$5. MH GEVAXUEArSQrlte.xX. X Hd CMERI 


(Du Mu 
Gr, o. "uu" 


HERE, xz 是 一 组 线性 无 关 的 向 最 . 

6， 设 ( ) RERAN ET TAR, 满足 内 积 条 件 中 的 CD、 GDR 
GiD ep tæ, z), 2:0 GEH), 如 记 pta) zy 2d. ER p Co) Hb iuto se s 
FORM  —izipQ)-0) dk», EAA Hi) ENDE —— 

(8, 8) — (2, 9/0 TEECH / A (p), yCg CH / nr (p) 


WAC 0X BIO) EHAR, 
7. WEB EE TS TUBAE [8 D 9 Sz de JC R99 Hilbert % R, 
8. BE p(t)E Co o0, 00) E FEGAE GU DUERME RAR, HE C06, 


co) 上 勒 册 格 可 济 , 并 且 满足 | LIC POI 的 (COS E, ERAN 
硼 数 的 弹性 运算 以 及 | 

d. - feo», f gc 
成 为 Hilbert 9x4, 


no —— ————————PÓP LE 
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$2 投影 定理 

1.， 真 交 和 投影 ”在 内 积 空间 中 ， 固 为 间 量 之 阅 定 义 了 内 积 ， 
我 们 可 仿照 欧 儿 里 得 空间 引入 下 交 及 投影 的 概念 . 

定义 ” 设 豆 是 内 积 空 间 ,(,, .是 其 中 的 内 积 ， 如 果 互 中 两 个 . 
向量 cg, dg) 0, 就 说 4 oy 直 交 ， 记 作 13。 设 于 是 吾 的 . 
子 集 , 当 z GMp iii y ETE 称 > MA, 记 作 2zJ.M. 
WEMIGNIEHSOBIT-ER, WMRIHEM EM R JEN 都 有 n y, 
ADEM SN EX, WEMLN. MEHEUT, H 中 所 有 与 M 
坦 交 的 向 量 全 体 称 为 于 的 直 交 补 ( 集 ). 记 为 Mi, 

从 坦 交 的 定 广 , 易 知 有 如 下 性 质 ; 

G) EZETA, HUI y Lo 

Gi) z LH HEERE = 一 0 

(ii) 34 MCN Bj, M! ON 

Gv) 对 任何 MCH, MM? - (05 | 

Cv) AUREEGEHE 4 rly, | UN 

PETS UEM yl. 

引 理 diHRPVSBA MCI, WR M^ 是 下 的 闭 线性 予 - 
空间 . 

证 dmERQnceML BRAHEN yEM f(x y) = Gs 
0, 这 时 对 任何 数 xiaa, ARER GD OL RB T. 

Cazi Gore, Y) — 0 (2i, YY os (xs, y) =:0 
因此 az cass 与 任何 EMM 直 交 , BI aun, rain E MI, 所 以 M+ 是 - 
个 线性 子 空间 .又 如 果 zaE M^, raro IRK HAREE, Ih 
任何 y M, 成 立 
(2o, 9) lim, g)-o0 
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所 以 nEM Bb M 是 个 闲 线 虱子 室 间 。 证 毕 . 

X MCH, span M). 是 开张 成 的 闲 线性 子 空 间 ， 那 末 
Gpan(M)) M, 

证 2ospan( M) 2M, BrEAGpan M)) C M^. TE EX, 如 
S xCMO.BE x! M, 这 时 MC {h BRIR 1, ENET 
iR], DILA span(M) C: {s}, 因此 xz | span (M ),. 3x EE Se £353 rE 
(span(M))^, fW M-C (spant Mf))*, 从 而 Mt — (spani M))* 
证 毕 . 

定义” 设 吾 是 内 积 空 间 ，W, 及 M: 是 互 的 两 个 线性 子 空 间 。 
Apnd 中 L M. BUR M —(z,dzlx€Mi; EM) M, 5 M, 
的 直 交 和 , 记 做 MOM, 

类 似 地 可 以 定义 有 限 个 线性 子 空间 的 直 交 和 | 

根据 直 交 的 性 质 (iv), 直 交 和 M COM 必 是 直接 和 ， 

是 然 (读者 自己 证 明 》， l | 
(QD 假定 全 空间 吾 分 解 为 M, 与 M, 的 线性 和 , 则 它 为 直 交 
和 的 充 要 条 件 是 M1 =M}, Ms 三 MM， 

Xx ” 设 戏 是 内 积 空间 鼠 的 线性 子 空间 ，xE 已 ， 如 果 有 nc 
M, x |M, REB 


£u, | (2.1) 
JEU 和 是 Y% EM EO ONES SE Er 在 好 上 的 (投影 ) 分 量 ， 

一 般 说 来 ， 对 于 内 积 空间 已 中 的 任意 向 量 z 及 任意 线性 子 空 
HM, s 在 开 上 的 投影 并 不 一 定 存在 ， 伍 是 如 果 > 在 好 上 有 投影 
的 话 , 那 末 投影 必定 是 唯一 的 ， 因 为 如 果 ro 及 z MERE e 在 对 上 的 

S5, 由 定义 可 知 to, BEM, raol M, zei] M, E roa BE 
RTM, X 5S CBE, 而 与 自身 直 交 的 元 只 有 誉 向 量 , 所 以 m 25, 
投影 有 下 面 的 重要 极 值 性 质 : 

定理 1 设 好 是 内 积 空 间 瑟 的 线性 子 空间 , €H, 如果 zo Ro 
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PE M. [53 SE RE, JEE 


jx 一 zol c inf1e— y] (2.2) 


PH, za AMH EC 2) Mer ORE Dun] E. 

证 因为 so 是 在于 上 的 投影 ， 所 以 CM, zr M. OM 
THEM YEM, hF x—) =e r) -+ iry), 而 a yEM, hiie r 
— roso y, Beh "3 Eo AA | 

leyl = [zz + feyt ieot (2.3) 
是 然 (2.3) 式 由 只 有 在 四 一 # 时 才 成 立 等 号 ， 由 (2. 3) 式 即 知 (2. 2) 
武 成立 , 并 且 (2. DA ELA TARRA TE y = ro 时 达到 . 证 毕 . 

定理 1 说明 用 以 中 的 元 y 来 通 近 z 时 ， 当 且 仅 当 3 等 于 zx 在 
于 上 的 投影 m 时 ,逼近 的 程度 最 好 .因此 在 随机 过 程 理 论 和 道 近 
论 中 常用 投影 的 这 个 性 质 来 研究 最 佳 允 近 . | 

TE BRUT TSE ERI 2H KETAN, H 中 任何 元 < 在 
于 上 的 投影 必定 存在 ， 因 此 吾 可 以 分 解 成 对 与 大 -的 直 交 和 和 、 

将 向 量 向 子 空间 投影 ， 这 在 欧 几 里 得 空间 的 解析 几何 学 中 也 
是 一 种 重要 的 方法 ， 本 章 前 几 节 所 研究 的 也 正 是 欧 儿 里 得 空间 中 
投影 理论 的 拓 广 ， 它 可 以 看 成 Hilbert 空间 中 解析 几何 学 的 一 
部 分 . 

2. 投影 定理 

引 理 2 CIE 5| — VEM EVA RAH H rise d d rs fs 
zCH, lid ga SEM SES E 

d —d(xr, M) —inf]z— y! 


那 未 必 有 唯一 的 tE M 使 得 iz 一 zol = = . 
证 HALE XL, DROPS AGER Jimi o, —2l = 


d REAIS BME FA, FEER dE AM, di 
O MARE rPIG FE DOR Dci R9 e E 
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$1 的 平行 网 思 形 公式 习 . 门 得 于 


" — H z 
jeez] = Jma]? + leaz]? — 


pim Ta P —z 


(2.4) 
BAM undi, ettem, pr [mts e| oa 出 (2.4) 式 得 
:到 


ocj xza--2l*-- 12. — zl’ —2d* 


A m, n>, 就 有 lim 和 zm 一 zs? = 山 所 以 1zo} 是 基本 点 列 . 


因为 于 是 个 完备 的 度量 空间 , 所 以 有 CM, 使 rv zs. kl 
Tr—xol —limiz--z,] =å, 


3E M rh e 7C yi 使 1z 一 名 | =d, MERAN to Yo To, Po, * -] 
显然 是 “ 极 小 化 "序列 , 因此 是 基本 点 列 , 这 就 说 明 = 名， 也 就 是 
Bite Msh fi] zu] —d 的 元 zo AD Hn. EXE, | 
这 个 变 分 引 理 是 内 积 空 间 的 一 种 极 慎 可 达 的 基本 引 理 ， 这 里 
是 不 用 紧 性 之 类 条 件 的 ， 所 以 在 分 析 数 学 中 用 得 很 普遍 ， 例 如 它 
在 微分 方程 ， 现 代 壕 制 论 等 等 中 都 有 重要 应 用 (参见 [13])， 由 十 
线性 子 窗 间 是 一 个 是 集 , 在 本 书后 面 应用 这 个 引 理 时 , 常 是 用 到 当 
对 是 内 积 空间 的 完备 的 线性 子 空 得 时 的 情况 
3l 理 3 设 豆 是 内 积 空间 , 对 是 五 的 线性 子 空间 ;wxEH, nc 
号 ;如果 jz 一 zf —d(z, M), BE z—24 1 M, 
证 {E EM, 2350, 这 轩 对 任何 数 A, 因为 mg AZ M, 所 以 
d'izla-—ay-—Az]?-—]z-—zx—2ReQ(—zp), z)- |All 
(3.5) 


4 = Cpl GREC DAHAR A, RAH 
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dz à "nica Xo. z)" [Cz — xo, 2) |* 
la- ml E ct qa 
[(z—2,2)|* 

jz 全 


HA lerr] = 有 所 以 人 一 zo, 2 天 0。 这 就 证 明了 > 一 加 二 至 .证 
毕 . 

由 引 理 2, 3 se BI SÉ I EIS 

定理 2 (RZE dM E ARSH ist de fx ME TEN, 
那 末 对 任何 EH, x 在 形 上 的 投影 唯一 是 存在 ， 也 就 是 说 有 sve 
M, m L M ddÉcG—zxz HPBGX 9 AMPENE- (5. YRELOMP Em 
lr, =a, 


证 由 引 理 2 有 CM, Elerin leyl, 又 由 引 理 3， 


xao | M, REO m. =z 一 zo 时 , ne m. 就 满足 定理 的 要 求 , re 就 是 
z 在 型 上 的 投影 . 唯一 性 前 面 已 经 证 明寺 了。 特别 ， 当 YE 开 Bj. 
inf fz— gi —0, 所 以 29, HHE, 


投影 定理 是 Hilbert FAE rp d KE ES 一 个 -基本 定理 . 
这 个 定理 在 一 般 的 Banach 空间 中 并 不 成立 。 因 为 在 一 般 情 况 下 
并 没有 直 交 概念 , 即使 是 性 质 较 好 的 空间 如 五 7 (0, B, i38 05 58. 
当 p 关 2 时 ， 这 个 定理 也 不 成 立 . 有 了 这 个 定理 , 在 $5 RH 
看 到 ， 可 以 把 Hilbert 空间 中 的 闭 线性 子 空间 与 投影 算 子 一 一 对 
应 起 来 ， 而 且 空 间 之 闻 的 关系 与 投影 算 子 之 闻 的 甘 系 是 完 金 对 应 
的 , 简直 可 以 把 闭 线性 子 空间 和 投影 算 子 看 成 一 回 事 . 

X1 庶 开 是 内 积 空间 五 中 的 完备 线性 子 空间 , 而 且 MAH, 
JA 村 + 中 有 非 零 元 烷 . 

证 HOP HM, NOCH —M, 在 于 上 的 投影 记 为 zo, 这 时 

NP 但 因 zC M, x; M, PEA r— 300, 证 毕 . 

RREH HJ Hilbert 2z|, MÆ HM RRETA, 


r € OS 8 09 29 X08 /—— 8: 9*9 C 9 * c?! a 4 4 * 9?" 


一 jz 一 2o |? 一 
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引 理 2.3 和 定理 2 及 系 【等 都 成 立 . 
^ E23 RHE Hilbert" MEH TOME SH, EK 六 
(OM^)*, MEIHE, 如 果 M+ (0), MEMEH pH. 

证 由 引 理 1 (MO EH o ER MET Ze dal, "nte T DU RE 
一 个 Hilbert 7xig ti 5ERCAPL)4 2M, m M E M UNIES 
BRELM C (M24, 5 — 3r, Ei SE Ue 84, M ande Hilbert 空间 
(MD mmi rz. 3E M04, S) IB 1 APRES 
向 最 ECM), 而 县 reM- IBacUMT)t, BEDA a) a, XC 0550 
dA. Htt MH- M 

系 2 的 别 证 : "me 2, 引 理 1 及 其 系 ， 

H-—HGGOD -MOM 
所 以 由 CY), M — (MT), 

特别 当 MIT-(OB, CM DIL -(0)*-—H, 所 以 M —-H, nE, 

例 1 (最 小 一 乘法 ) 在 实际 课题 中 经 常 遇 到 这 样 的 问题 : 设 
Han TEE mg x femdREGOBEQUE IEEE 
(x aiU re, n), j—14,2,.m. SR RGESERISE S nom 
2 的 线性 组 侣 近似 地 表达 zo, 就 是 要 求 出 数 a, Ca, ,ws 使得 n2" 


— 2255, j= 二 1 ,向 ， 居 可 能 地 小 ， 我 们 用 这 些 涡 差 和 的 下 方 
和 来 作为 衡量 总 误差 的 标准 ， 那 来 问题 就 归结 为 求 a. eu, ee a, 
Se Daz) = mr, De as) 


又 如 在 实际 向 题 中 常 遇 到 如 于 的 国 数 通 近 论 问 题 : 对 于 给 定 
的 一 个 较 一 般 的 图 煞 六 WRAAE m ARAR 8 pa 的 线性 
组合 来 逼近 /使 得 误差 的 平方 平均 值 最 小 、 具 体 地 说 ， 例 如 fc 
JD[e, b], picat’, j=l, 2, n, RAER HL 8 C0. 06, nn 
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tm TE ERE 


12 L 


Ir Xe] E O 
达到 最 小 ， 这 着 是 要 研究 : 用 a 一 次 多 项 式 ?= a ORG 


近 上 了 时， 穆 样 的 多 项 式 使 融 近 的 误 荆 最小， 误差 达到 最 小 的 多 项 
式 就 称 为 按 平方 平均 最 佳 通 近 多 项 式 ， 求 这 种 多 项 式 的 问题 就 称 
为 按 平方 平均 晤 佳 通 近 间 题 ， 类 似 地 还 有 用 三 角 多 项 式 ， 或 阶梯 
ER B, 或 样 条 戎 数 来 逼近 给 定 随 数 的 按 平 方 乎 均 最 佳 的 遵 近 问 题 . 
在 概率 论 ， 特 别 是 随机 过 程 理 论 中 也 有 类 催 的 问题 ， 设 CO, 
R, 已) 是 一 个 测度 空间 , 及 是 o FOR, 而且 PO) — 1, ZAHRO, 
R, P) t NE rz dBp, PAREN (O, R) Elis n DRESS 称 : 
HAMRE. XA An, Xn n Xa Æ LO, R, P PRE 
H3 u-F1 个 随机 变量 , PENES TE B, EGRE IHE n II Goss os 使 一 
KB - 


|x -3iex.] =(f Xlo) — $1a,X.(2) | aP) ) 
达到 最 小 ， 这 是 用 Aa n X. HER EH Ope fri X ias He fi E 
问题 . 

所 有 .上 述 业 似 问 题 都 可 以 抽象 成 如 下 的 问题 ， 

设 吾 是 内 积 空间 , zs zi enten 是 吾 中 +1 个 向 量 , 要 求 出 


2 Sla, |- min k-54: | 
sl 1 FEM vt 
这 个 间 题 的 解 突 如下， 我 们 不 妨 设 mus, ns 是 线性 无 关 的 ， 
不 然 的 活 ， 只 要 从 mi za zs 中 取出 下 (< 个 线性 无 关 疝 量 ， 


BAr, x), 使 得 其 余 的 都 是 这 下 个 向 量 的 线性 组 合 ， 这 时 我 
们 只 要 考虑 zw r, füikMERH OR ART. GMER Tn enr 


?个 数 A, TREE 9E 使 得 


于 Hi 279 
MARIEH n REAR, REENE $9, MEZA, 
因此 由 引 理 2 必 有 z= Slas EM 使 得 1z 一 十 ] 达 到 最 小 ， 由 引 


理 3 
Cr 30, g) =0 gcM 
这 显然 等 价 于 
(r—g, ta} —0 H—1,2,-«n5 
Wü xx XA A Fei 


- - 
Dla, (2, 2a) = CT, £a) u=1, 2 a 
» =l 


由 于 引 理 2, 达到 最 小 的 d as, on as 是 唯一 的 ， 所 以 上 述 代数 方 
程 组 的 解 是 唯一 的 ， 国 此 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 04 Bing fee 
就 是 

Gr, zr Gs zi) Gru zi) 

(a, 33) c Cr, m2) (xa, 22) 


a*ébdbaubberrumtéitbquheangbüéndetbdquet 


Cr, TQ) 0m, EADEM £4) — T" 
Gn, zi)re Gu xn Gag)" »-L2,-2 


(ri, Ba) te Qs, rn (ras Ta) 


人 


(n, f) Ur, £4) ETE Tn) 


3 m. 


1. üEUH EE EN GO 7 (D, 

2. VH REA, NALH Ng TUEIQ, EA: Gp NAA N- 
(N+): 

3. BHEARR, M. NOH. WLIGMGdOuNGEWUMmtR MET E). 证 
9| L-—M'DN', 

4. 设 (xi^, zi", ur zi), i=], 2, "n. 机 是 已 知 实数 组 . 利用 投影 定理 


280 HAE Hilbert 2r|]88 JL fe] Ak 5s CT- 


E! sa 
b" TIMES ug, 


i-l* j=1 ) 
达到 极 小 . 

定 尖 ” 设 吾 是 复线 性 空间 , [… EHE TAN, HEARRE KE 
Ef CHI a Et AR CO, GDR), R. D, 1 9 RC E PER Ra]. VE 6H, 如 
果 分 别 满足 [z, 21270, Cx, 2] «70, Cr, z] — 0, HB Ey BUR c 20 IE NE, fot, EE 
ORRENDE: 也 是 吾 的 线性 子 室 间 ， 如 果 瑟 中 一 切 向 量 都 是 正 性 ( 或 负 性 、 
或 零 性 ), 那 末 称 忆 是 五 的 正 的 《或 负 的 、 KEEN FEE WMR Lpi e 
都 满足 Lz, z]<<0( 或 [x, 21220), MRI L JH fo 3E fS REER 3-381081. 

5. BG, U- “四 是 所 不 定 内 积 空间 ， LEH BUS ROE OEIL, 证 
EG) AHE a yCL, 下 面 的 Schwarz 不 等 式 成 立 ， 

Ix, g1] s, edLg, g] 

üD C4 LORS HD OASEGEOEXNN WuAR— BARN MET SEMUM, KA 
H rUiSchwarz T 4E xm uar. 

EX WHE, D. D ERRSOCTOE CPI EE RI, m yeH, Ann y1—0, 称 
z PJHHDOEDE Wry 《同样 可 定义 集 M.ONGRE EXE, W MLN 而 
M' —ig| y€H, [y, 2] —0, € M), 

6. ERORTERA, D, D rh, Dam (nl E, q3 0, EH DD 
EH yk T IR. 

GD EWEN H/L, 上 引信 不 定 内 积 : HEM E, SEH / L, 

[X $].-(z, y],  xE£, y€g 
EA B/LED.]SRGROSHURGEPREVERIH, JEHEORÓPIEdENGCH/L, 使 得 
Lg, 1- — 0 对 一 切 FEH / Do X or, 

ÈX RH, DOD 是 拟 不 定 内 积 空间 , LOERHIik(ET xp, dn 
L(I^—10)GkH* ”是 按 不 定 内 积 直 交 )， 称 工 是 及 的 非 届 化 于 空 闻 ， 如 
PEKARI, 称 互 是 不 定 内 积 空间 . 

7. MEG, D, :是 不 定 内 积 空间 , M N EANET, PEH- 
MN, BURM LN, VEBPATERIM EN 必 有 是 直接 和 MEN, 并 下 MN, 
N =M, AA M SM, NSN Ob 1H HORREABUL, «1 XC AE 
8D. 
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8， 设 工 是 本 定 内 积 空间 ( 互 ,[., -了 ) 的 一 个 线性 子 空间 ， 并 且 是 半 正 的 
《或 半 负 的 )， 证 明 : 如 果 无 中 有 零 性 向 量 z， 那 末 GEL "] 与 工 直 交 . 
9. B LEOENBIESICH, D, 了) 中 一 个 有 限 维 线性 子 空 间 ， 并 二 龙 
dE (Gt 80 Fgm, B 
G) 对 任何 cH, DHE eL, 使得 . 
[z—29, £—2, ] c inf (Cz— p, z—y]] 


GEDz—2,,r z, 1=sup{[z y, z—uylp 

Gi) AFO PR to, K xx LLAM E -—LOD,ciXHBUpU BS, 
d x8 

举例 说 明 , LEENE TAAR, COO, D Eg 3n. 

GE ”习题 9 LUE AIL ROCHE IRE Tx D ie oo, Aa gray IUE: 当 
LJEG MD AR, LED (过 一 [成 为 Hilbert 空间 ) 

10. WVECH, [… - 1D Eoo PLE Id, D 是 鱼子 空间 ， snJ&sup {dimLy = 
ko, UEHHGOD UB UE fip fr T L 必 可 扩充 成 极 大 负 子 空间 ， Bae re fh 
子 空间 LE LDL AARETE L biman PIPER RE v. De spaniL, 


8$ 029 f FS IRE Hos: 用 习题 9) 
(i) dimi” =k. 


GD 大 “局 是 正 子 空间 , 并 且 H-LQLS. : 


$ 3 ”内 积 空间 中 的 真 交 了 系 
$2 中 证 明了 : 在 内 积 空间 召 上 ， 一 个 向 量 ” 在 完备 线性 子 空 
洞 以 上 的 投影 m 是 达到 极 值 inijz 一 外 的 向 量 ， 这 一 节 将 提供 妇 
何 具体 求 击 vo 的 有 效 方法 . 
1， 就 范 直 交 系 CUP BL BEBE aL S ER a RR, 在 内 


积 空间 中 页 引 人 直 交 系 的 概 合 ， 它 也 是 数学 分 析 中 直 交 浮 数 系 要 
Anl. 


EX VETGEBGBES SIE th —JdRXEdESEE) E, mik pt 
PSASSEPRIÉLÉRÉDCOE, BESRSUUE HCBÉ6—4NEGEXAS Jas NER 


kana ——————— — — 
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实 中 每 个 向 量 的 范 数 都 是 1, SEIRTTAENGGN SER. 
例 1 在 %* 维 欧 几 里 得 空间 E" 中 | 
&; — C1, 0, 0, +, 0), es=(0, 1, 0, 4, 0), + en — (0, 0,0, +, 1) 
组 成 就 范 直 交 系 . 
$42 在 实 空间 LEO, 2z] 中 , 规定 内 积 为 


G9) =L" ，Kz)g(z)az, (FE), gE ELNO, 221) 


+, 1 Li 
XML cost, sing, cos2x, sinz, +», cosg, sinmz, -H D, 


L'[0, 22 ] RB SCR CIE RD, 

由 定义 立即 可 知 , 3p RES PUER Z E EE v 8 EE Cl fes COE 
系 ), 那 末 实 的 任何 子 集 也 是 五 中 的 直 突 系 (就 范 直 交 系 }. 

在 数学 分 析 中 ， 我 们 曾 见 到 过 官 里 埃 (Fourier) 级 数 , OT ER 
数 fz)EL?L0, 22], 我 们 称 


em Kom D) 


an - e f(z)cosnzdz —Cf, cosnz) 
b, =z] ， fr)sin nzdz — (f, sinnz) 
ZR CERT — iC ES Fourier 系数 ， 
这 个 概念 可 以 作 如 下 的 推广 : 
Xx 设 末 是 内 积 空间 将 中 的 就 范 直 交 系 , EF, 数 集 
((z, e) e£) 
称 为 向 县 > OUT BETE ELI R9" H Fourier 系数 集 , 而 数 (x, e) $525 


© HFE LL0,2«), RERE 
(六 六 一 并 | foad 
REEMA. 
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z X-Fe(czm m) Fourier Zr, 
$13. AX FEE (e.00)(—1.2,8, 2. 都 属于 复 空 间 
L'[a, 5], 而且 


Orr = Ëun (R, ml, 2, e) 


BER (ex) AE Eh [a, birh lg BET ELo6 XR, XXE aC LI La, b] (z—2(0)) 
关于 es 的 Fourier iX ub 


ab a 
an= (2, e) =| rod (a=1, 2,3, =) 


特别 地 ， (eU (0, £1, +2, ed Hilbert 空间 
EPLO, i) rp ek gà EE ROS F SELCO, 11, 它 的 Fourier 系数 为 


ex | fe mat (n0, +1, +2, e) 
S381 {en ea …， ex E PUER [Rd H 中 的 就 范 直 交 了 系 , M 
spaníe,-e.). ZEH, PER To= 之 (x, e,)e; 是 2 在 形 上 的 投 


影 ETT zol” = Ela, ex^, lz — zoj = Ez)? — hl?. 


证 显然 ,zo 一 3 s, eOe;€ M, TB, et) = (7, e), (i 


i=l 
2, th n), HE i E 名 一 二 和 与 {ei， es, Ut e.) EAS, BE 了 一 zh 
M, BE ro xdEM LARE. XAF et, es em ccs EAA 
Tof, 由 色 股 定理 即 知 
D AFA? 中 三 角 治 数组 成 的 就 划 直 交 系 来 说 , 按 这 里 的 定义 ,了 关 于 4 
Fourier d Ju) 与 数学 分 析 中 的 相应 的 Fourier RE a= (0 2- 


EN f- NES . 但 对 于 其 余 的 各 项 conn, sin ntn 00g Fourier 系数 ,这 电 的 定 交 和 
误 学 分 析 中 的 完全 一 至 


Rl 
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]zo 和 = iG, ede p= 2G epf? 
[xP-—lG- 2x -Heol je rkt fral? 


=fr nlt Cr eot 


t ie1 


因此 , Iz—2,]* —dz1!— 101? iri- 110m, e]. EER, 
t=1 


引 理 1 表明 : [fn AC) ESASBUSBPHPURIRSOUTR ( 它 必 
是 完备 的 》, 这 时 只 要 在 型 中 选 个 数 为 im 的 就 范 直 交 间 量 {ey 
es X) (a=dimM). MK, HEM ICH, 在 开 上 投影 ze 就 是 
SG. ene: 特别 , 当 关 是 一 - 维 子 空间 {ce} Ca 是 数 ) 时 ， 如 取 1e 
iai 
=1, HE s EM LRR r= Or @)e. 


X1 Wie, es 60 是 内 积 空间 吾 中 就 范 直 谈 系 ， 那 末 对 
zCH, 


MMICEDIESEL | (3.1) 


X2 fene 6E PUBUSIELH IP ERR, CH, WER 
PERI n AREE 0 s Lu ' 


h- Za e,lzs]a— > epel (3.2) 
而 且 当 (3. DEREAT o (2, e). 
证 HF r= D(z, el)e， 是 z 在 开 上 的 投影 ， 由 有 2 的 定理 


1 如 得 了 系 2. 
下 面 推广 上 述 有 限 维 些 到 无 限 维 情况 . 
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定理 1 由 塞 尔 (Bessel) 不 等 式 ) WE — (e, 4-4) EI 
RAA HRE EA, 那 末 对 每 个 EH, x 的 Fourier Aed (z, 
e) 4€ A) PRERA NATTA EME E A Bessel 不 等 式 @: 
Dle, edP] (3.3) 


AE€A 
证 ”如果 了 是 有 限 集 , 那 末 (3. 1) 趟 就 是 Bessel RER. 如 果 
ARRIE, 灾 是 由 一列 元 euvex ….ew … 所 成 的 就 范 直 交 系 . 这 
时 对 任何 自然 数 n, (3.1) 式 成 立 , 令 n>, 就 得 到 (3. 3) 式 ， 
对 于 4 是 不 这 列 集 的 情况 , 由 于 (3.1) 式 成 立 , 所 以 当 = 国定 


hl 对 任何 自然 数 x， 中 使 1 C, eD SWAR e E A ERR 
限 个 . F= je AEA, Ionio 41 (这 里 7, 是 依赖 于 z 


的 ), 并 记 会 二 [| 9, LS ESETA, 而 当 CF-S 时 ， 


#=1 


(x, eD) =0. WE 
之 ,| (ze 站 一 Die eD uri. 


e,6 
RO 设 {ew 是 内 稳 宣 间 互 中 的 就 范 直 交 系 , 那 来 对 任何 EA, 
I lim(r, e,» =0, 


证 出 定型! Ant Gs es) E Hcc RI lim Ce, eu) =0. 


TRELLO, 2z DP R-P ETE E156 — fRERE SR GLA D 03 
情况 下 , BERS- HRE, - 
(D REAR ANR. 
Do bTEE ATRERTIS KIEO. AB Ar PRE ITI 


iU ACA 最 多 只 有 可 列 个 . Sane RRA A IPIE LG e 2290 Dg ARA. 
AUC 
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Bessel 不 等 式 表示 问 量 在 空中 每 个 就 范 向 量 e 上 投影 
(x, e) e, W“ | RE" 3E Jg BAUR ERE SE W E EISE. 

2. EÉ3:Xüg5Ede b ATHA Bessel THAG. 3 什么 时 候 
BEA CLA FARE. 

定义 ial ACA EAR ERE LEER, 如 果 对 任何 
zCcH, xr FALE GE [E Z:(Parseval) 52k 

lzi? - 21IG el? (3. 4) 
HEX R(n AAEH bpseis 3r. 

如 果 疝 量 rH FEER (e. AEAEE. A, WEG 
XT {611464} 完备 公式 成 立 . 这 个 公式 相当 于 有 限 维 空间 上 义 
股 定理 的 推广 ， 

设 {es14E- 作 是 内 积 空间 如 中 就 范 直 交 系 , XL (s [ A84) E — M 
数 ， 如 果 {eas|4c4j pi E RU AATE. Wina 250(»— 1, 
2,4). 3FR S 1a |<, ik 


n -È |a, f? 
hien LEH 中 基本 点 列 , 如 果 存 在 YEH, 使 得 


mm n 
y— M æ e, — lim Tae, 
r-di Lig so ,ol 


那 未 称 ue, EAA, y 是 它 的 极限 ， 这 时 就 记 # — ae. 
m» AC 


定义 WES. (e, [ ACA EAE AH rp BO ECTS RR. x 
EH, ERA D C, e,)e, Ch C E COR ) RAE x k FFA 


$3 UeisimiisA R 2B7 


Fourier 级 数 , 或 Fourier 展开 式 ， 妆 z = 21, e,)e, 成 证 时 ,就 


Fr TAIRI Fourier 级 数 . 
4 r ATF IARE Fourier 级 数 时 , 展开 式 z= S Cre, 


ej) ei 的 儿 全 意义 就 是 疝 旺 等 于 它 在 辽 的 每 个 8; 方 向 的 分 量 
(se) e, GR TR Bessel 不 等 式 , 最 多 只 有 可 列 个 分 量 水 是 零 ) 的 和 . 

定理 2 设 安 ==tei|4 检 人 是 内 积 空 间 五 中 的 就 范 直 突 系 ， 召 
为 实 张 成 的 线 铂 亲子 空间 , 那 来 对 于 ze 下 面 三 件 事 是 等 价 的 : 
QEF, Gle s Die, e)l. Gii)s= 91. ee. 

LEd AtA 
证 (DD: 由 Bessel THAR D i, eD siri dm 
ica 


果 Parsev] 等 式 不 成 立 , 必 有 某 xEB, 使 得 
lri? — 97[€ e) |]? 2a*20 (a0) 
ACA 


但 是 «€ E, 因此 c 4A ESI HEURE FRU I ER EZB A LER IRL, 对 
F a, 监 有 有 限 个 向 量 €i, t7 eR, 以 PE Qi. trag, 使 得 jx 一 


Dae; | <o. FRIR 1 的 系 2 及 引 理 1, 又 有 

1-1 

>fe- 316 eoe rl 

= hsl? — 57 ir, ep ll — S| (x, ea)? =a? 
i-1 gA 


显然 , 这 不 可 能 , 所 以 Ci 成立. 
Gi)» Gi: Bilel = 3116, e) |2, 记 {(z,e)} 中 不 是 零 的 


i R 
ai2-|r— Dae; | 
t 1-1 


数 为 {(z, e,)}, 它 最 多 是 可 列 集 ， 对 任何 自然 数 有 BIEI, 
| 三 ee = — c» 
» cl y zl . 
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8E e> fj, (3.5) 式 右边 
lim( Iz]? -- * iG, eI? j= 上 位 一 * | Cr, e) ]* 


=fr. "Y |n e |t —0 


AE. 
"n 
r— S, ee, 
» =l] 1 


BrEA lim — 0, 即 


r= Sx, ede, = > (z, eje, 
p=} AEA 


Gii -> (i): Ba z - M, ede, BA x E OBRA 


ERTES IREE, HE rEg, HEEE, 

系 ARZBKH HAWAA F ={0,] AEA) 是 完备 的 充 要 
条 件 是 多 张 成 的 也 线性 子 空 间 吾 = 五 或 者 充 要 条 件 是 对 任何 
zcH, 成 立 


z= > (z, eye, 
a&i 


BGD e(CTexmon)) it F= (e, AEA ERRAN 
H 中 就 范 直 交 系 , 如 果 有 五 中 的 稠密 子 集 D， 使 得 对 于 xED 都 成 
_ 立 Parseval 等 式 lei? = DO | Ca, e.) l°, BRF EZAR. 

证 dnEO) F 张 成 的 闭 线 性 子 空 间 ， 由 于 刀 中 向 量 都 成 立 
Parseval 等 式 , 所 以 DC E, iB pag E EB]. BA DCE, HE 
WD-HQBILE-H, HALFEN. uh. 

AE Ce, | 全 .人 D 是 内 积 空间 右 中 完备 就 范 直 交 系 ， 那 末 对 一 切 
Ee yo 2,0. ee, hgt b lr, — 


AA 
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Dla, eD G, e), iE AER Parseval 4&3. 


JTA 


例 2( 继 续 ) LEO, 2a) RS RERE HERR e cost, sint, 
s, c08n£, sinnt. IESU EIS, 


证 RJ LIO 221 Z 8 CA s, T p Te, 当 


"zu Paconnt 4ansinnt)|H， 易 知人 的 Fourier 系数 
是 ab au baln = 1,2, , N), 而 其 余 的 Fourier RAAF. EEE 
算 可 知 对 下 成 立 Parseval 等 式 ， 根据 定 理 2 382, 384] 31 SE EHI 
S fg L'[0, 2 中 和 印 密 就 可 以 了 . 

ER E, 对 任何 fL [0,221 22-0, depu de $6 习题 6 知 
道 存 在 PECa., 使 得 


T = ah 


lf ~ei GP If—! yes (3.6) 


又 很 据 数 学 分 析 ( 或 第 四 章 $ 6 习题 5 知道 , 对 于 给 定 的 PEC: 及 
20, 一 定 存在 一 个 三 角 争 项 式 Ta), 使 得 


max iT(2) eO (3.7) 
Dxim2- 


Hj (3. 6) & (3. 70 SE B] SEI 
I£—TixM-oelt1e-TI-e 


BI— fh Wo 4e ETE LUO, 2c Lb RR, FL. cos t, sint, 


… cosnt, sin a£, 是 天 [0,2z] 中 的 完备 就 范 直 交 系 . 证 毕 ， 
Ja Us se HB 2 对 任何 JELEO, 22], 成 立 着 


f=% S Ca cosnt + besinat) (3.8) 
z=) 


(3.8) 式 的 石 边 级 数 正 是 数学 分 析 中 所 说 的 了 的 Fourier St 3, 45 
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须 注 总 ， 这 里 (3. DAGLAR C Mo 和 是 按照 Hilbert 空间 L? 
[0, 22] 中 范 数 收 贫 于 了 撞 句 话说 , f 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 平 
方 平均 收 合子 了 ， 按 十 六 ,这 并 不 就 是 意味 着 级 数 下 式 成 立 : 
lin | B+ ST as cost 4 b, sint) |= -f) (3.9) 


2 Ecl 


dir 1913 4E, 鲁 津 就 猜测 (3. 9) 式 成 立 ( 人 参看 [6])， 这 个 装机 
一 直 是 三 角 级 数 中 一 个 重要 的 课题 ， 柯 莫 哥 洛 夫 (Koaworopos) 
1923 年 给 出 一 个 fEL'[0, 2], [E BR; Fourier Ra DE JLP AAE 
发 能 的 ，1926 4E Rh XC 1H FELTO, 22], mif f Fourier JR CE 
处 处 有 发散 的 ， 后 来 一 段 时 间 人 们 对 于 和 鲁 津 的 猜 凋 较 多 地 从 否定 的 
方面 去 考虑 , 到 1966 ££, L. Carleson jt Bj T 4-359282 I 1E G8 
(参看 [3]), 紧 接着 在 1967 年 , R, A. Hunt 证 明 : 对 于 L?[0, 2r] 
(p Db iar, EAS Fourier 级 数 也 是 几乎 处 处 收 敏 的 ， 这 方面 
的 结果 是 三 角 级 数理 论 的 一 个 重要 突 ig. 
定理 3 d 5—(ejACAMEPUBIZEIR] H RB HAAS, F 
落成 的 闭 线性 子 空间 为 号 OM Ef ICH, ugRIIEEGDHEXES 
zo, IER mo 就 是 二 的 Fourier 级 数 > (x, ei)e:， 如 果 有 是 Hilbert 


空间 , 那 末 对 任何 EH, (ee, 就 是 z+ 在 BB 上 的 投影 , 
证 kR ECR, RE bx ERES ms 那 末 由 nE, 便 有 
Xo = > (£o, 81) €2 


D BEfCGOX[0,2:31 EI DUE RUBUS Br. Bear UL PEL AE NE 
ctf, D S -E NT Cacosnt --b.sin aD 


n=] . 
其 中 心 => N f DLE, a = 二 | feosmdt, bo LÈ fC sin adt, 8 «otf, 
OBS fa Fourier 级 数 ， 
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区 因为 加 是 了 在 豆 上 的 投影 , 所 以 s—s lE, 从 而 2 一 ?20 Le 从 
A), Bl (a, €a) = (£o, 682)， 这 样 便 得 到 . 


te= 9G ee; 
3b HAE Hilbert 空间 时 , HARTE E 就 是 完备 的 ， 由 8 2 
定理 2, 对 任何 xC Hz BE E LER, ， 从 而 * 在 旦 上 摧 影 就 是 
> (x, e e,, UEFE, 


定理 4 (XE 斯 - 费 陋 (Riesz-Fischer)) 设 F= (e,| A7 A4) J& 
Hilbert #0 H rj fry gb 26 Hoe 38. 实 张 成 的 闭 线 性 于 空间 为 BB. X 
Weil A A ER GE OM ceo, BI UE --BarcE, 
Zz 是 以 {61} 为 关于 {es} 的 Fourier 系数 , H. z= Dee, 


证 HrP beg", 所 以 最 多 只 有 可 列 个 Le,} 不 为 零 ， 作 


序列 3#。 一 See, 2 —1,2, e, 5 5M ncm If, 
i s=1 


[a re = Tiel 


BUE 31e, ik lim |z。 一 zol*=0, 因 此 (zr) 是 基本 点 列 . 因 
为 各 是 完备 的 ， Akit = imas, rEE 是 显然 的 .而 对 于 任何 自然 数 
v, Gr, e,) c lim, e,)=0., MH eite (v =1,2, .…) 时 ， 因 为 (zw 
e) ==0, 所 以 (ze =lim (tn e) 0 — es, M ME ACA, G, 


e; c,, Epi S RAS. WES, 
3. 直 交 系 的 完全 性 
EN VEU EARS [Bl HL PAREHA, ar F= (0), H 


i 


22 Z O — *A& Hiibert ez él ag JL A HAT 
GO MTS Sess. 

HETA, FEEN, 就 是 说 在 十 中 不 存在 与 实 直 交 的 非 
FHE., Ak, 它 的 意愿 就 基 百 变 系 灾 已 经 不 能 再 扩大 了 , MF E 
H 中 极 大 的 (就 范 ) 直 交 系 ， 

定理 5 Ub—(edACAMHEPBUSHRBIH rp Ssbi E X. Iu 
RFEA IEF Ee. Ap HAE Hilbert 空间 ， 那 来 完 
A ho br EL AE Aene de lg. 

O WRF ETAN, DRM PERS] 2€ 2H, 成 这 


2 X i, e4)8i 


因此 , 如 果 z LF, 必定 2—0, BILLS TE SE ^E. 

友 过 来 , 如 果 五 是 Hilbert 空间 , FERZAN., EF JERA 
RETER E, 这 时 下 是 完备 揭 ， 由 82 定 理 2 系 1， 如 果 吾 天 
H, 那 末 有 非 零 疝 量 x 5 E EO XXIM 5T 64e kdHR]É. AE 
E=H, 这 就 证 因 了 实 的 完备 性 ( 见 定理 2 的 系 1). 证 毕 . 

Hi frs LLO, 2a], W F= (cost, sint, cos2t, sin2t, 


e, 60821, sinni, 7). X id fol ST ost +sinnt), H 


n=l 
Riesz-Fischer zz 38, JEL [O, 27), ja A Eh (fi) UF BESK AR 5x 
性 子 空 间 , 也 就 是 说 


H= {afr + x [aeos2 tB sinvi) |a= 0, as, m, P, 
r=] 


(r= 1, 2 22 EAR) 
按照 LTO 2z] 8938 PER RH, H JE — 7 AESA. FEAH 
muBLOIEDASGXA, DdpHcpiésme(d. Bion JEH, f F, pK 
dH EX, wosa B. 1,2, n) EE 
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faf (a. cosvt +p. sinovi) 
LEE! 
E mon, 得 到 0 — Cf, cosmt) =% 因此 


f= (a covt -F-B,sinv2) 
»-1 


RE, 对 于 mum, 0-(f, cos mí) =A m 0 = f, sinmt£) — Bs, x 就 
得 到 f —0, BREF EH p ERAR, E 


2,2 
Ifol—2-— 57 
LE 


SIG, cos v£) [? - | (fo, sin vt) iD- $51 


LES . =l 


这 两 者 不 相等 , MAFEH rp JE Se AN. 

我 们 记 祥 张 成 的 豆 的 闲 线性 子 空间 为 名 由 于 对 万 完备 公式 
不 成 立 , 所 以 fe， 这 时 所 在 至 上 就 没有 投影 ， 因 为 如 果 为 在 
上 有 投影 zo, IE fo E, BID 及 一 zo F, BEFEZA 
的 , 所 以 及 一 0.=0, 这 样 fo — eC E, MIAP. 

因此 , 确实 有 这 样 的 内 积 空间 , 其 中 有 不 完备 的 完全 就 范 直 交 
系 ， 而 且 有 这 样 的 内 积 空间 ， 其 中 并 非 任 何人 向量 在 任何 明子 空间 
上 者 有 投影 . 

4。 线 性 无 关 向 量 系 的 直 交 化 

在 Hilbert 室 间 中 , AAAA, 可 以 迅速 作出 > 关于 就 范 直 
A AT ig Fourier 2 $ a= 22 ea)e4， 即 很 快 就 能 找到 达到 模 


it infiz —g| GEH E Je 127 5E Wo o e PET Ze RD RI zo, 


想 如 先 给 定 一 个 闭 线性 子 空间 ,如何 能 找 出 张 成 的 直 交 系 F 
蛇 ? 这 节 中 将 提供 一 个 普通 的 方法 ， 


Ute e em a a 


204 第 六 章 Hilbert HARJAA EP 

引 理 2 Gk het- Iren (Gram-Sehmido) 设 G= (9, 9a 
95, ERARE H HARA TAARE, HEDR A 
EH Hop RETO ELOE RSS = {bha fas … 和 使 得 对 于 每 个 自然 这 
RD, Ga 是 bi Ba, tea, has 的 线性 组 合 , Ra 也 是 gi gui. gs 的 线性 组 
合 ， 这 种 ha 除去 一 个 绝对 倩 为 工 的 常数 因子 外 ， 由 多.9a Ia 

证 ”我们 不 六 只 考虑 如 是 可 列 个 向 量 的 情况 ， 利 用 数学 归纳 
和 法， 根据 gi Ias 95.7.08. 我 们 作 uA 如下: 首先 作 


A =i 设 当 aI2 m aE EZRA k e ai EIER. MA 
1 


Enc Yn E kn en Bai SERRE n1 HEZSIRIM, .. ig 
t fa 张 成 的 n 维 线性 空间 是 Ma. 由 于 gn € Mas, gs TEM... 上 


8) REO UE fai g.—2. 5250, ld A, — 75-1 由 作法 ,可 


19s— £4 il 

Ah. AE Sis gas gs ER TES GA. E yu gu ga EX, Mend 
—1, FDA Ande. BREZA. MF Ane ALEAM,, ME 
它们 是 线性 无 关 的 ( 见 $1 习题 5 ), 因 此 是 M, 的 一 组 基 , 所 以 9， 
可 以 用 和 is、 es 线性 表 出 ， 因 此 有 由 归纳 法 作出 一 列 加, 本、…， 
它们 满足 引 理 的 要 求 . | 

如 果 ,os、… 蚌 一 列 绝 对 值 为 1 636, ME ah aus ……， 
Cohn PERRERA, 它 遇 然 仍 满足 引 理 的 要 求 . 

另 一 方面 ,如果 his hhh 是 满足 避 理 要 求 的 任 一 就 范 直 交 
RIRKA n hne, ML 张 成 的 线性 子 空间 就 是 村 ,， 因 此 A. 
MARL e. ALL ERM EX. Aiek dE M, 中 就范 直 交 
X& suh. REI, Mm GS, RR, eu [ALL arn 如 
( O SGANN AAEN, ER ncc, 


D 由 子 型 。-: 蚌 有限 维 的 空间 , DI Rz di a CAL SE 3E 8.90, BELL ge 在 对 
上 有 投影 . 


[^1] 
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AI ha 相差 一 个 绝对 值 为 1 的 常数 因子 ， 证 毕 . 

例 5 (EL'L—11]mB, PR Eg.) —z*0 0, 1, 2,8.) 
显然 是 线性 无 关 的 , PN E RTL rig) HH Gram-Schmidt 方法 化 成 
DRTE EZE B) Ro, k Ba teh 其 中 加 是 一 个 二 这 的 和 多项式 .可 是 用 
ERHARD ERR IHA a 是 比较 麻烦 的 , 因此 对 许多 具体 问 
XI fk (Exe E ELE UR REPERI Jr i, 

id 

Pol2) =1, 9G) - DG D* A=, 2) 


显然 v. GET E REDA PRIER to vu $n pE 
L'[D—1, 1] 8 S9 CHER, MH Oscomn Bb, m y.) —0, 
34 Oszm«n H, 利用 分 部 积分 法 , 得 到 


ec Gt Dd Cy [otn ot- Des 
dii 4 ELI 
(3.10) 


Hi C3. 100 3X, 可 知 当 mm 时, Sog ER DE, 因而 积分 为 零 , 而 当 
mn Br, (3. 10) AERE Am D. 7g 
(—1)?- (2m) ! ! (2! —1)" ds 一 mot gti 


-1 


Ei b= hla) =r PEL at 


(m —1,2, 3, ) Ate FE (9. ) BL TG EC EARR A, 
en 名 并 


d^ g? 5" 
ma | dr 一 —1) (n—1, 2, 3,73 


组 成 上 [一 1, Y BS ELTE ER. 
5， 可 析 Hilbert 室 间 的 模型 为 了 研究 Hilbert 空间 及 其 


PAr}E1,P, (x)= 


rm i EE rT — — 
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中 的 钱 性 算 子 ， 往 往 把 一 个 抽象 的 Hilbert 空间 表示 为 一 个 基体 
的 Hilbert ZB], BER PIECE. 

EX ika 和 五 是 两 个 内 积 空 间 ， 如 果 有 H 到 H. 上 的 
一 一 对 应 多 保持 线性 运算 及 内 积 ， 即 对 任何 ww、# 所 及 两 个 数 
a, B. 都 成 六 

piar Tr 89)-apG) tep) 
(ICONE IC DPEICIPEIII 

就 说 内 积 空间 H 和 吾 : 是 保 范 线 性 辣 构 , IURIS OD, 

对 王 一 个 抽象 的 Hilbert 空间 ， 我 们 要 研究 它 能 和 怎样 的 具 
体 Hilbert 空间 同 构 ， l 

定理 6 任何 * 维 肉 积 空间 召 必 和 # 维 欧 几 里 得 空间 相同 
构 . 

证 ÆR ph- gu. ga, ZUG TH Gram-Schmidt 方 
法 , 可 得 正中 就 范 直 交 的 基 ha a ee Ba, TER] E” HRE p% 

t> (GR), Gr Ra), n, Gr, 1, )) 

容易 验证 这 是 五 到 E 上 的 一 一 对 应 ， 且 是 操持 线性 下 内 积 的 映 
E, BEH S E", uH 

定理 7 任何 可 析 的 Hilbert 空间 五 必 和 某 个 E^ 或 PRR. 

证 由 于 吾 是 可 析 的 ,在 右 中 有 翻 密 的 点 列 {zi 525 7), 
在 这 个 虎 列 中 选 一 个 了 集 C= {9 gi cc MEI, qs) HERE 
Jefu. Wü ART x. 都 鲜 有 限 个 g 的 线性 组 会 .这样 的 人 可 以 
W FERARO k Ak, Wir tA ER tE E r e 
CULA SE 3E 88 9 RO LA tnp 取 作 为 加, 设 对 于 某 个 自然 数 k, 已 
经 选 好 gi gs gue 它们 分 唱 等 于 mua Tan n Fu f ene 
ne 它们 是 线性 无 关 的 , f EET OB) nm. ia E gn gu 的 线 


Q AE Y A SH RE, déc b. cESbi $scpdüopnüor d 
T a. 


E! E 2u7 


性 组 合 ， 如 果 对 于 一 切 4 二 ns，2zs 也 都 是 quu, 9, 的 线性 组 合 ， 
IRATA AI q.s ge 好 符合 我 们 的 要 求 ， 不 然 的 话 , 就 如 下 方 
法 来 选取 gean 考察 {ts Pape 这 一 列 向 量 ， 设 其 中 第 一 个 
不 能 用 gi. ge 线性 表 出 的 向 奶 是 Er1+ 把 这 个 向 量 取 为 gen 
AKI EAR nV 而 且 对 于 … 切 anu uo ms 可 以 用 8 guai 
线性 表 旱 ， 容 易 知 道 ,这样 依次 取出 的 {g1, go, …} (有限 个 或 可 列 
个 ) 必 定 讲 足 我 们 的 要 求 . 

由 如 按照 引 理 2 经 过 就 范 直 交 化 ， 就 得 到 一 个 就 范 直 交 系 
F= {hn 和;,…}， 这 时 ， 每 个 x。 都 可 用 实 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 
合 来 表示 , 而 {fj 在 H 中 稠密 ， 因 此 当 张 成 的 闭 线 性 子 空间 就 是 
H, WER 2 R 1, 实 是 五 中 完备 的 就 范 直 交 系 , 

AUR V6 是 有 限 集 , 其 元 素 个 数 为 有, 这 时 五 是 有 限 维 空间 , BRI 
此 由 定理 8 HAEA. Jn RE UAR, E HN I? FS RR p 
Aon: 


zi> (Cr, ki), Cr, ka), (F, Ra), =) 
由 定理 2ZAUEBDedkHi3i 上 保持 线性 运算 及 内 积 的 一 一 对 


应 .对 于 OU pd (cb ca co 772, 因为 立 | c, |? «co, 由 Riesz- 
ll 
Fischer 定理 , WH x€H, f(x, h) o, jli pl) — (01, Cr €, 
3). 国 此 9 的 值 域 就 是 D. BECA H me ERW. ie, 
EE 
1. 4H Hermite Z MA (—1)9e* Fen, 作 


VO) Gri x) Pe VH) 
WEBI (9, C£), 2-0, 1,2, -… 组 成 L*( 一 oc, co) b fos d EE AR. 


2. & LOO br k (Laguerre) if eun e 9, 证 明 


Ce 
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5:70, 1, 2, EB ez. L^ (8, oo) rh ARER, 
3. ENF iei AC] E VLA ZR H rp So dp CTS COSI TEE APA 
XE EDI z yCH, 


(2, D = a Ge (g 6) 
FEE 


4 WO, a—1, 2, «1 Æ L'CO, B, p) (B A o -ACEO hegi 


RS PNG 000,4 f f Fourier RF, 称 Sn (用 一 全 0, 0 d.n — 


LES B-1 
1 2, 8-0 BEURUT PU, UE. Q0, o) 一 他 Duo) DuC). 证 明 
k-1 


S.D (o) =| fwo, duto). 


5. UE ORRE <1 RRRA, f= Da, D lanl" 


n= LE 


«coo, AARAA H, uEBLE IOS ET IE CRUALÉR C, p= 
im 元- 人 f (re'*) g(re'*)d0 成 为 复 Hilbert ZH, ER H* 中 完 省 就 范 直 


r-1-o2 2n 


SE (eG, EA A4 ja] 1, je | 1 时 


- 1 
ex(z)es(t) 一 


6 证明 在 性 何 Hiloert 空间 五 中 总 存在 完备 就 范 直 交 系 .。 (可 用 Zorn 
BIARRA, AR, 如 再 利用 下 面 事实 : EATR a, Resa Hep. kB 
能 证 胡 吾 中 任何 两 个 完备 就 范 直 交 系 F F 的 势必 相等 ，) 

7. ME 9 — [2,| ACA] E Hilbert SHE E — Bei B, 4 起 全 序 集 . 对 尾 
何 ACA, lE E; spania Ac As], IHRE EE SE ACA, zx Espania, u <A} 
ERGA Hopd dE ELE (es ACT, Bros El A e, espaniz,] p « Ay, fü 
eE. Jt B.E A EON ELA 1 的 常数 因子 外 , 具有 上 述 性 质 的 {e;| ACHT f HH 
SHE WER. 

8. WE(C-- co, o0), B, p ich p- EES, g((— 00, 002) —1, 


x pn 242 


为 en En Ea, £u 并 证 明 es es, 6, 必 有 零点 ， 
a. We, | 46/1) 3 Hilbert 空间 吾 上 的 完备 就 范 直 交 系 ， 了 是 定义 在 A 


上 的 函数 。， 最 多 除去 A 中 可 列 个 元 《依赖 于 拉 外 了 C4) 一 0， 同 时 之， 
A 


PAS adgeo. W 1, an at B 严 (( 一 oo, co), B, 仿 上 内 积 依次 地 交 化 


(Peco, 4 HE ELEA BBC RSS TEN UE M) EL PESRIRI, 3E 
diu 
(f, DO 

. x A€4 
lE SH FE de C, ORA Hilbert 空间 , 30H HR H 是 ( 保 范 线性 ) FER, 

定义 ” 投 互 是 不 定 内 积 空 间 (参见 $2 XD. HIOH 4) RE HYE. fh 
YAN, JEHL Her HE Ens JRA Hilbert Zefg, dud HH CO H.E 
G Hi3edkt-. J] 直 交 的 和 )， 那 未 称 E — HOOH EH SIERIARMIN. — 
A- RUBOE BI 4 ABS TRE PRUBESEISI, mE dinm- — X «o5, dimZ, — cc, A, 
[.… DERG f dio KC H Tlowrpsrius 空间 , 记 为 [lxi 如 果 K — co, ICH, [^ 
了) 为 Kpeüs 宰 间 ， 记 为 TI， 对 于 具有 正则 分 解 的 不 定 内 积 空间 五 的 某 个 正 
则 分 解 : H —H DH. SESS AGRIS PUBLOA PRECIO C. ita ra EH #-、 
y 6H. 

(zx, py Es, g- 1 [tss gr] 

Sk C, OGIER D 为 由 正则 分 解 于 二 地 -中 HH; 对 出 的 内 税 ( 范 数 ). 

10. -H PH G —1,2) 5 Dlouwrpnrug £f gg TE WEIAOHA, UE 
Bid LH AS REC DG 1, 20 JESUS. (Ru AREER. 
的 线性 于 空间 HAH 上 两 个 范 数 是 等 价 的 ， 习 题 10 对 于 并 空间 也 成 立 )】. 

ATIRE 10， 在 不 定 内 积 空间 辟 x( 也 可 在 妃 ) 上 ， 对 某 全 正则 分 解 所 导 
出 的 范 数 , mI UL LA iE Bk, BERURUEC OE, FLA, eer do Hn e aces. 这 些 概 
ARR fi HT IE RU 2 E ie Rcg 

ll db: GIU LÉGER. '] 是 二 元 连续 函数 ， 

GD 吾 上 在 伍 子 集 弄 的 至 :* 是 下 上 闲 夏 性 子 空间 , 并且 M^ AC 

GD 万 上 任何 正 性 子 空 间 的 闭 色 是 半 正 性 子 空 间 ， 并 举例 说 明正 性 子 
AMALE BEERTA, 

12. ELEN: ZAIRE GE $2 习题 ) HATAN., ERA: (D 
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HEL PERKATAAN G LEEET ZAH, NEZZE) BH L- 
MPN, 这 时 NI ERTZ MA; 
GD GFE x BENGAN.: H CH, H4 HTSN, HAN 
di) L-—L*. | 


$4 3s is $03c ie E - 


1， 连续 线性 泛 函 的 表示 现在 我 们 利用 $2 的 投影 定理 来 研 
3t Hilbert 空间 上 连续 线性 泛 落 的 一 般 形 式 . 

设 吾 是 一 个 内 积 空间 , 任意 取 右 中 一 个 固定 向 量 9 可 以 在 是 
LEZE P, 如 下 : 
| Ps) = GER) (4.1) 
由 内 积 对 第 一 个 变 元 的 线性 即 AE ER F, 是 线性 的 ， 由 Schwarz 
RER ME E=] eDi yl, AE PES ELITS 
HIRSI], 5—32/m H3 =y 就 知道 1 = Wr 
F, EAR y 导出 的 有 界线 性 汇 函 . 

35H Æ Hilbert 空间 时 , 上 面 事实 的 逆 命 是 也 是 成 立 的 ， 就 是 
说 , 吾 上 的 任何 一 个 连续 线性 汇 函 都 有 (4. D ISTE. 

定理 (F. Riesz) wA Æ Hilbert xf, FEH LEE 
TEREE, 那 末 几 有 向 量 seH, 使 得 对 任何 EH, RAY 

F(z) = G, y) (4,2) 

(E (4. 2) ERO y Hp FE on 3ER TP E ig]. 

证 如 果 卫 =0, RER y=0 RFT. AER FO, 

WEMJE IRSE. H 下 ={s1F(z) =0}，、 因 为 下 是 连续 线 
性 泛 函 , 由 第 五 章 1, 可知 导 是 闭 线性 子 空间 , 又 因 P950, 所 以 于 
žu, WERU 2) 式 启发 我 们 要 到 MI 中 去 找 向 量 y。 由 $2 
定理 2 的 系 1， 必 定 有 20,2 LM, dkh, JAM OUML— (0)93IAR 
aC M, Bi) F(z) 550, 
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XP SGH, 由 于 F(2— re) - 0, REBEBI 


_ F(x) 
F(z) 


zcaM 


、/ FQ) 
sr piy?) 2 m 


F(x) 
(pa) 
这 就 是 FO - (Drs. datu 一 本 人 人 < 就 知道 (4. 2) 式 对 


任何 * 成 立 ， 

证 图 闫 慨 然 表示 成 (4. 1) 的 形式 , IF SE gn] e y eif, PT 
Viii. 买 向 最 * 是 由 五 遍 叭 一 确定 的 ， 因 为 ， 如 果 又 有 z 
使 F,— Fa JIDR F,.,—0, AUF t= RA alIa 由 此 县 知 

pz. WE. 

323， 共 频 空间 我们 作 Hilbert $ AAA frg pets in] H* 的 
映照 CC 和 如下: 


0: sm F, (EH) . 

其 中 F, 就 是 《(4. 1) 式 所 规定 的 》 由 锐 基 ?导出 的 入 函 。 WEH 
Riesz 定理 , C JE H $| H*. 上 的 一 一 对 应 ， 

容易 看 到 , 当 瑟 是 复 空间 时 , BERG C 是 共 罗 线性 的 ， 即 对 于 两 
AH a, P E y, zc H, Rr C (ag -+ pz) -aCy 十 和 xs、 这 直接 由 

Fy,4,) = (2,09 +82) —&(z, y) HEC, 2) -aF, (x) HAF, (2) 
可 以 得 到 ， 此 外 , RERO XE PR FEE CIE E 

dA 对 于 复 空间 ， EN BHERRELO EH 3 H* 上 的 一 一 对 


"a 


AMREST, AEA EBE RARE RS. 在 这 种 同 
BHAT 今后 我 们 将 把 y 和 FF ARER MEAE y 看 成 
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ZAF, 把 泛 前 P PRAE R, HMH RT. DW 
IES H EA, EEEE, T cR CH, Way 
作为 泛 函 看 时 ， 它 在 x AAE y 在 z SURAE 这 和 
S NUTS. 

3. XC hF Hilbert 288] Aret Mà ox I RED — 
ZE. BERERA RAER TAS 可 以 引进 到 Hilbert 空 
Bd 5 RE. 

定理 2 设 如 是 内 积 空间 ,五 是 Hilbert 空间 ，4 是 H-a 的 
有 界线 性 算 子 , 那 末 必 有 CH 的 唯一 的 有 界线 性 算 子 B, 使 得 对 
性 何 ENH, YEG, 

, (Az, y) = Cr, By) (4. 3) 
《 式 中 左 方 的 (-,*) 表 示 届 中 的 内 积 , MEFO ORERH dts PN 
$1 ) 

WE 对 任何 3EG, P328 1 CA D LL An Lp EAT DeL Ind, Br 
以 

plz) = CAz, y) 
EH LDA RAH, 国 为 互 是 党 备 的 ,由 Riesz: €H, A E— 
的 e€H, 使 
(Ar, 9) — (2, 2) (€H) (4. 4) 
我 们 作 电 到 互 的 算 子 8 如下; 对 于 8EQ, 就 把 项 (4. 4) Rr z 
作为 By. XXERBLIEIS T CE BEU 3) 式 成 立 ， 

THERE GH UG ABMENCT. AEPy. nc 及 数 

a, fi, 
(Az, ay, 十 月 ga) —a Ao, 41) t BCAg, yi) 
—ü(, By) HECE, By) 
= (x, «By, + EBY) 
因此 Bay, + pY) a By. BBy,, HB ERHERAT. Bh h BRO 
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定义 ,可知 对 任何 s€6, liBrl- lols. Bie BRAR 
线性 算 子 , MALBISIA. 

显然 使 (4. 3) 式 成立 的 算 子 B 是 由 4 所 唯一 确定 的 证 毕 . 

定义 ” 设 女 和 G 是 两 个 内 积 空间 ，4 是 HG 的 有 界线 性 算 
子 ,又 设 4* G9H MR URP EG 

(Az, ID -= qx, Ay), xEH, gc G (4. 3 ) 

IRI 4* 是 A TU ZESE RE HE PEEBIRE. 

定理 2 涪 明 当 及 是 Hilbert 空间 时 , 对 任何 ACBCHT6), 存 
在 唯一 的 共 舌 算 子 A* ema d), 

在 前 面 第 五 章 中 , 对 于 Banach 空间 的 有 界线 性 算 子 ， 曾 引进 
过 共 罗 算 子 的 概念 ， 对 于 复 空间 ， 现 在 的 共 锯 算 子 与 那里 稍 有 不 
V]. ix: 4, BOB(HG), a B 是 复数 时 (m4 十 8B)* 一 4* 十 
BB*, 但 在 Banach 空间 中 ， 按 过 去 的 共 饭 算 子 的 概念 应 为 (a4 十 
BB)*—aA* - BB*, TSA Filio ÆA 3 的 (iii) 和 第 五 章 83 3E 
EB 6(ii) 的 证 明 部 分 ， 介 在 实 空 间 中 两 者 是 完全 一 致 的 . 

另外 再 指出 一 点 : 这 里 伴随 算 子 仅 只 是 对 于 有 界线 性 算 子 定 
义 的 以 后 (在 $9 中 ) 我 们 还 要 讨论 无 界 算 子 的 伴随 算 子 . 

DL 设想 是 4 维 复 内 积 空间 , {ev es …，eq}j 是 E" Bot d 
直 交 基 ， 设 4 是 "到 E" 的 线性 算 子 (这 时 4 必定 是 有 界 的 ). 由 
于 enen, e, EE, 的 基 , 4 是 线性 算 子 , 所 以 Aes (1,2, n) 
的 值 就 决定 了 算 子 AS dum 


Ae, = Dane, (4. 5) 
7-1 
当 EE", y= Az, zy Bene, 表示 时 ， 即 z 一 人 ze 
*-1 


y— S y,e, 由 (4. 5) 式 就 得 到 
t=! 
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y= $e, Ar = Dr, Ae, = D, D Taint, 
„=i 


=l n=] pe 


# n : 
22121646 


LEONE SI 


比较 系数 即 得 
y,— XM 


s wl 


{参看 第 五 章 51) 由 上 所 述 ，B* 中 线性 算 子 Ah axa HRC.) 
(pry 一 1 2 9) 所 决定 ， 而 任何 s* 个 数 se 由 (4. 5) 式 决定 了 一 
个 线性 算 子 A. RENE n Br H BE Ca, Ds serna 称 为 线性 算 子 4 
ERRER enten 下 的 表示 阵 ， 由 (4. 站 式 知 道 
a, = (Ae, e,). 

容易 知道 , 在 取 定 的 就 范 直 交 基 下 , 线性 算 子 4 与 它 的 表示 阵 
{qx) 之 间 的 这 种 对 应 关系 是 算 邓 与 4 阶 方 阵 之 间 的 一 一 对 应 

如 果 A Eie) FERREE A), BI a (Ao, e. ARI 
HEATA 就 使 得 

(A*e,, e,) = le, A*e,) 一 [de e,) —a,, 

因此 A* dE (eT H UR BE (1, BERE A Du Rn P Cass) Bode AE B: 
( 即 先 取 转 置 阵 , BDM AE TCU R). 

例 2 WAE L'[a,5], 4 是 Fredholm 型 积分 算 子 


Ax(t) =f’ KG, oztas z(s)€L^[a, 5] (4. 6) 


其 中 KG. s) EEE R asish, aslsslb E "DARE, mH 
IKG, 5)! YER ERR, A 是 I*[a,5]. 上 的 有 界线 性 算 子 . 
现在 我 们 证 明 由 下 式 定义 的 算 子 4" 是 4 的 共 轿 算 子 ; 


A*z(t) -[xa» Dz(G)s  s(s)€LI[a, b] VES 


由 于 KG, t) dE R jJ 9T liia HLÉSOS ECE 7; TA, 因此 ,由 {4.7) 式 
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定义 的 算 子 AT 是 有 界线 性 算 子 , BLACHE A BRER, 只 
要 证 明 (4. 3) 式 成 立 就 可 以 了 , 就 是 要 征明 对 任 简 x、gED La, 57, 
Rir, y) = ER Ate), 对 于 LN y€L?[a, bJ, z—z(), y-—gy(s5), 
SEE m AREA OD OD dE R EAH EARR, B Fubini 定 
JH 


(e, 4 的 一 l'sco[ Xv Dus) dsdt 
-'Pxc osa gays a 


一 , | Ka, 5)2 (8) y (1ds dt = (As, 的 


所 以 由 (4.7) 式 定义 的 算 子 4* 是 4 BSSESERLT. 

显然 4* 也 是 Predholm 型 积分 算 子 ， 如 果 记 

A*z(1) -[x*a, s)2(s)ds 

那 末 积 分 算 子 4* EDGE K*G, s)=E(s, D. Ws K*(, s)ADH 
KE, E) ROHE. 

由 例 1 RES, SOON TGEJUSSABEE BEA RUME)U. CERGOH 
FSRR ERRER. SARETE SSE. 
”定理 3 失 久 算 子 有 下 面 的 性 质 : HMA Æ Hilbert 空间 ， 
人 是 内 积 空间 , 4, BEUC), a,b 是 复数 ， 又 CEB(KASH). 
IWR l 

() (4*)*= A; 

Gi) [A*|*- LAI* - L4* AT; 

(ii) (aA4 BB)* —xA* 1- 3B* Os 

(v) CAC)* = O*A": 


© ZEE ux 83,24 4, P A Banachzt li 89 dj REAL MEET, a, B REI A+ 
BB)*—aA*-C BB". 


, 906 BONES Hilbert AJLA AT 

(v) AO» WIE HEZE E 4* 为 正则 算 子 。 当 ATE 
BIER, 42 CAT)! = CA71)*, | 

如 果 ACH H),.HjéREU. MWA 

(Qvi) pCA*) (X AC oCA), 0 CA*) — AXI 4€ CA)). 

Ci) 设 4 基 4 的 特征 秆 ,zz 是 相应 的 特征 向 量 , CR ua 是 A* 
的 特征 值 , y 是 相应 的 特征 向 量 , SO Ave d m Lg. 

证 G) XHEfBPSCH,y€G, Biz: -—G, A*y), 所 以 
CA*y, x) = Cy, Ax), A ifr Bi fg sp CA*) * — A, 

Gi) 定理 2 HEE BL LA* [c] AT, E ELE LAT EC ES 
]a*]. Bib, |4*| - 14]. IRBEERE SES T, UR S XL AT ADAC 
JAIAL BAR, 对 任何 2€ H, Ex] —1, d Schwarz RER, 
下 | 


l1 Az]? = CAz, Ax) = CA* Az, OQ E A* Ax (dal e A* AT 
BALA —suplAzlsz] A* AP, KAREA T La* P —14]*— J4* A1 
Gi) 对 任何 cH, 6G 及 复数 a, B. 由 于 
(CaA44- BB)z, y) —a(Az, 4) + BCBz, ¥) 
—a(z, A*y) + P(x, B*g) 
= (z, (&A*-- BB*) y) 
所 以 (aAT BB)* —&A* -- BB* 
(0 Qv) 对 于 任何 2€ K, gea 
CACz, g) — (Oz, A*y) — (z, C* A*y) 
BrEA (AC) * =0*A* 
(v) 34 A J&IE ITE T- IH, AC! 是 全 空间 定义 的 有 界线 性 算 子 ， 
AA fo, AAE 是 恒 等 算 子 , 显然 15-1... Bao 


Qo oGÉ ant A REUS FERT ERR ALICERURET- (ARERI 0. EE. 
AHEHE Hilbert SE pg OE ST ELI HH G d Hilbert 空间 . 


n $4 JUEZ RURULIE VRCT- 307 
n 

(A )* A*— fo, A*(A7)* Hg 
因此 A* POSEE TAE CAT 0D*， 它 是 全 空间 定义 的 右 界线 性 算 子 ， 
所 以 4* 是 正则 算 子 ， 反 过 米 ， 如 果 4* 是 正则 算 子 ， 那 末 4= 
CA*) * E EMA, 

(vi) 如 果 和 是 4 的 正则 点 , 那 末 1 一 4 是 正则 算 子 ， 所 以 由 
CD 及 GiD, (41 — 4)* =A — A* 是 正则 算 子 , 关 此 入 是 4* 的 正则 
点 ， 这 就 说 明了 {RAED} Cola"), 同 理 {AEA 
p(t(4*)*) 2000. 再 取 复 共 轿 就 得 到 oA C O14€ 00), Br 
以 pCA*) - (314€ o(4)). 由 于 ola), olay E CAT), 
p CAMISA S, 容易 知道 o CA*) = {X14Eo(A)}. 

(vii) H Ar=Ar 及 A*y = uy, 得 到 

AG, 9) = CAz, 9) —(r, A*y) = Qn, py) = pCa, Y) 

所 以 C4 一 加 (2, 9) 0, 由 假设 Aot o. MEAC, y) —0, B m d y. 
证 毕 . 

下 面 大 介绍 共 斩 算 子 的 一 个 重要 性 质 . 

定理 4 H,G 为 Hilbert 空间 ，4 是 五 一 人 的 有 界线 性 算 
子 ,WV(4) 表 示 算 子 AERACHA) — (21 Ax —0)), 弦 (A*) 
表示 A* RRD, WR. 

AG) =LA, PLA) = RHA) (4. 7) 
RAJ — 47^ CA*) CA) = CA) (4.8) 

XE 由 于 对 于 zE 五 ，yEG， 有 (Az， 扩 二 (x，A*y), 因此, 当 
ZES (4) Mb, Ar 0， 所 以 Gn, A* 2) =0 对 任何 8EG 成 立 ， 这 也 
就 是 ACCA)CERCAT)!, (ER SC CAT), 这 时 对 剑 何 y€G, (a, 
ÁA*y)—0, BiEACAx, y) --0 Xf EG jur, Hb y [= Ar Bóng Az —0, 


© ”做 看 第 五 新 5. 
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所 以 AAY Cur (Cd 这 两 点 结合 起 来 就 得 到 (4.7) 的 第 一 式 ， 
18 A f nz 术 就 得 到 (4.7) 的 第 二 式 ， 

再 由 $2 定理 2 的 系 2， 从 (4. 7) 第 一 式 两 边 取 直 交 补 就 得 冬 
P(A = RAN RRA, 这 就 是 (4. 有 的 第 二 式 ， 类 似 地 
可 得 到 (4. 8) 的 第 一 式 ， 证 毕 , 

4. RERESET 现在 我 们 考察 一 类 重要 的 有 界线 性 算 


f. 

定义 AJ Hilbert 空间 十 一 二 的 有 界线 性 算 子 ， 如 果 
A* — A, 就 称 4 JEB CHIC BL ERF. 

EH JCSER T JE ERREEN. 

定理 5 设 和 4 是 复 Hilbert AH tp ARAREEWOT, PE 
站 是 自 共 罗 算 子 的 充 要 条 伞 是 对 一 切 IEH, (Ar, 2) 是 实数 . 

WE 必要 性 : 设 AAT, 那 末 由 (4 3) 就 知道 (As，z) 是 实数 ， 

充分 性 : 首先 ， 直接 验算 可 知 ， 对 复 Hilbert 空间 互 中 任 一 有 
界线 性 算 子 4 和 z,8EH, RMF $ 3 中 的 极 化 人 恒等式, 有 


(Az) GA G-HD, a — AG 3), sy) 


TAG iy), zTi53)—iC(A(Qr—ip,x—iip] (4. 9) 
xXab SB CIBSEA, WEE EH, Cr, x) 是 实数 , 那 末 由 
(4. 9) 可知 
CAz,J) = CAY, 2) = (2, Ay), x, YEH 

BT Hi (4.3 JAIR 4* his — PERI d*— 4， 证 毕 ， 

B 3ESEMECTUE TEER. 

定理 6 dE A, B, A (a=1, 2, UE Hilbert XAH LAR 
H3kSe T, IE 7 

O ”对 任何 实数 &、 B, nA BB RU REB GERERET-, 

Gi) 34CA,U GR ED cap T A Bib, AC AR ELEME 


T. 

ut 由 定理 5 AD OD AE EAR RS, 

GD 3A, 9RICSECT. A' bh BATE $4 共鸣 定理 知道 4 
必 是 有 界 的 , UR CA. SECUTA 时 ， 由 第 五 章 8 4 2188 2 Am 
A' GERAR., EFA BSB3EERERT ÉEEEIH 

(A'r, y) := limCA, 2, #) =lim (z, A8) = (z, A'J) (4. 10) 


得 到 . 证 毕 . 


习 5 


1. MK A && Hilbert Ze f SAP a G LA SHE RET, 并 且 是 正 划 的 ， 
THG ui Hilbert 空间 . 

2. UH JE Xf; Hilbert 2l), AJEH E S58 SEI IERCT, UH A 
AEE AIHE- - 切 26H, Reide, 2) —0, 

3。 设 4 是 下 上 的 有 界线 怪 算 子 ， 当 oz—()E€DBnjd As—(y, 


= D tnan 1,2, em 


»-] 


Vt A*r (7), yt elatus, p=, 2, n, VERE af s. 


r=] 


4. E AE Hilbert 2A Mp A RRIAT AMEN, [1A ERE S 
A* gt pte fet e 

9. EHE E Hübert 空间 , JRH pi- oH RE UEIE T. 而 二 对 一 
EJ 2, (Ja, z) ec (s, x), 此 期 起 一 个 正常 数 , dEHIBPSIA SI — PEG, 22 
(Jr, y), , yCH, EVI ILE C, -)s R Hilbert zx fa] H, ERAH vp Tof. 
PRR Y ATE H; HTAR 30 0 E (BG TEE Af 

JA-—A*J 

这 里 4* 表示 在 原来 的 Hilbert SEN PATAR, 0) o3 UC, 

6. HH E Hilbert il, JOE EBS 0 ECE.HGE 

[z,gy]— (f, y), z, yeH 

3IGE CH, [*, DAE AGE NE RJ, 


aiL "ES Hilbert #ALA# 5 #ET 


7. VEIDXE Kpeün fa (Ze 8$ 3 21D, AEN EAR OAT AEA 
iE Rt zr Aer TUA GE E ARADR EHE fus LE EG THUS 
算 子 4', 使 得 

| [av 一 [zx A' y], a, yCI7 
( 称 A' HARTL. JER RRR). JEE A'CJA'J, Gb At 
fg IT X C A H=- DH. IARAA C. FR GARE F 
(JURE SET, mu JE PL PLI Pi 是 Hilbert SRVGZ, C, DETER Ha 
上 的 投影 . 

8. AJEIIZSIBLLONSRRTE DT. ES: 对 于 4 有 完全 类 似 定理 3 的 
Q) — Cii) 的 结果 (当然 要 将 定理 3 中 H, G, K, BOO IT, "iOS, p] 
TÉ, 定理 4 也 对 A! 成 立 ， 

EX HEmkp EOGRÉRIERUTOAQERRL A=A', AJLIT USB PRGR BI 
$t) CF. 

9， 证 明 : YFIR LG SEL 36 6 SOT dps ACE TUT E 5 的 结果 . 

XX 误工 是 区 lpert 空间 五 到 Hilbert 空间 人 的 线性 算 子 ， 如 果 存 在 


及 上 一 个 完备 就 范 直 交 系 {en}, 使 得 Tel? «oo, T RE H--G fi 
Hilbert-Schmidt AF GFE H. 8， 算 子 )， 如 果 对 H, G 申 的 一 切 完 备 就 范 
ES AC FOCLH)L Afa (OCO, FEHR MIO, 使 得 

sup C Ge, fn) | M 


LEER 


元 于 是 耳 一 如 的 楼 算 子 (或 严 燃 算 耶 ). 

tH. S. 算 子 和 核算 子 是 算 子 论 中 一 类 重要 的 算 子 ,在 积分 方程 中 出 由 有 
重要 地 位 )， 

10. dmi T 4E Hilbert zii] AA Hilbert 空间 G 9H. S. P SEHE. 


NVxx TECH RUS, ERSTE H.S. AFR, iml S reu). ATE 


BEF UT sup. Dul Ten fa) l 


D AATAH ERTH, BODAXEE (es) A F AA ERA 
的 . 


可 题 211 


11. VET & Hilbert 空间 五 到 Hilbert AA G fX PE PCT, Jj 8 2E 3T 
的 . 证 明 : STARRETT, TEE HIS. ECTS. LIE ERE T. 
12. Wb H, GEE i, (ev ERE P ROSE AE BOTE BOE AR. Tasim n=1,2, 


ey. W c4 7 Tu [too 有 时, 下列 DP BIXPERCE 


Om. n 


Ta 一 IX. Jem z= ,kwen 
ARS ET, 
13. HET A Hilbert 空间 五 到 Hilbert sf G ity H. S. WF. EM: 
(D) TAE 4 VEHTET GR: 利用 全 IIT, [|t coo EE TO EE rp 
[2.173 12 5.2 9h 
üD TOEG -Hi H. S. X, 并 且 对 H,G db fioc A CISCO 
(e EDIFICIO. MP fult A rP eo (MER: 先 取 定 


{etik E TO hT eco, RAER RC) fult S IS CF. 


en} | ub POM Gs Te.) [:— SiTel.) 
Gi) ah GO 3cREBOON Ah ERA EAEE RR Co, CoL). 
Dre = Tel 


14. ig Hilbert 空间 此 到 Hilbert 20a fp H. 5. ATAA v, (H> 
G) 

证 明 : D €. GO WHEN 6 PG ORO PEE 

Gi) HER TEF: (H9), ME 


ITs. =( Ere 


这 里 {sn} JE H PRESA EETE EC GE GR. BRE LUI GO itll s. 成 为 Hilbert 
空间 . (提示 ; PANT) a s.c PH. EE farte [| - lan o. Eo SORTE PUTL) 
必 灾 算 子 范 数 收 北 于 某 个 算 子 了 RAER ITT], a -> 的 


ii» iT, g = 7*1. a. 
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Gv) 如 时 A, BANE H, 日 上 的 有 异 线性 算 子 ， 那 来 当 TE 多 (HH) 
时 , TA BTC 4 H>, HAE Ha E 的 算 子 下 | 一 > 了 4 TBT 都 是 
xESER£S PERS. 

GO eR T, Eg HH), SIR TIT, 必 是 五 -x 日 的 核算 子 ， 

18. ig Hilbert 空间 直到 Hilbert Ze G Bp Ei EET 4e fo LU 9G), 
HEMI: 

) 3 Tee FD, TE G>H). 

GD €CO G0 dS A SCT gs VES TL ARERR, 

(ii) HEH TES (H0), 规定 


ll sup MPs f| 


Aeh Fra E BLOG b asc AREER R, SCRI] E LOT) 
LERISO, 并 且 按 | le V (AG) 成 为 Banach 空 间 、( 提 示 ; 利 
AAT Sr, EEA FE do FRI - HL eM DESEE PEUT PERCY YO C CP 
ACT T, RER! T. — Te 20. ) 

Gv) WPl— UT*ll x. 
CNESNCEXU d CLUREEIIYTIIIULESAIBI E 


$5 投影 算 子 


1， 投 影 算 子 的 定义 和 基本 性 质 在 $2 中 , 我 们 证 明了 投影 
EE, FERMA R ZAH Æ Hilbert 空间 的 精深 ， 这 时 教 影 
定理 可 以 改 述 如 下 : 如 果 互 是 一 个 Hilbert Zi], LÆNA hi Aik 
性 子 空间 , 那 末 对 于 和 任何 2€ H, 性 有 相应 的 yYEL, z LE, 使 得 zy 
+z. 这 时 我 们 称 元 素 y 为 了 在 工 上 的 投影 ,xz 在 工 上 的 投影 是 由 
+ 唯一 决定 的 . 

XX. LE Hilbert 空间 于 中 任意 取 定 的 一 个 闸 子 空间 ， 作 
一 个 算 子 了 如 下 : 对 五 中 元 x 令 Pr 是 x 在 工 上 的 投影 , 这 样 定 义 
psfPTReECOHRESDLEREEENS-E. NOS Tih PALi 
X, P Pr 
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Bl REBA nA AW EUBSEEXT.S ERLEGS 
的 一 个 子 空 间 , Pe 是 E" 到 三 中 的 投影 , 设 ei 62,…、em 为 上 中 的 
一 组 就 范 家 交 系 ， 我 们 在 + 中 再 任意 补充 一 m 个 就 范 直 交 问 量 
Emai "em BE eu n es 29 ET 中 一 组 就 范 直 交 基 . AER T P. 
因为 
Pp xm 
Pied im 
所 以 在 基 ene e, 之 下 , 与 算 子 Pi AEREE) 
0, ij 
a = CPres, ii 
li-j,im 


EC Ca) ED 
m 
I 0 9 9 0 
0 1 0 9 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 


0 0 = D Qo D 
例 2 设 吾 为 内 积 空间 , ei es 为 五 中 的 就 范 直 交 向 量 , L 
为 由 eu en 所 张 成 的 子 空 洒 , NU 


Pur 5 (z, 2,)6, 


投影 算 子 有 下 面 一 系列 的 性 质 : 

OD 投影 算 子 必定 是 有 界线 性 算 子 。 

WE AP JR Hilbert 空间 互 到 闭 线 性 子 zx jR]L C85 投影 算 
Teo Mp r.W HOW], xo Pr tg t= Prt iB Zi zali 
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XX HT, dz; + B2, — (Pz, + BPr:) + laz + pzd, 而 且 
aPr t APEL, azı t za b 


所 以 

P(az,-- Ba.) —aPz, + BP, 
可 见 已 是 个 线性 算 子 , 55 — hi, 当 EH bh, 2 二 Pz 十 (2 一 Px), 而 
Pz|(x—Pz), 由 于 勾 股 定理， 

iz]? — ] Pah: + [z— Pr]? 
BiVÀ 
Perla lrl, EH 

因而 已 是 个 有 界 算 子 (而 且 1 如 委 1) ， 

(2) 投影 算 子 的 范 数 或 是 0 REL 

证 ”如果 五 基 吾 有 到达 上 的 投影 算 子 , 当 L-—(0)B, 对 一 切 rE 
H, PrEL, Pz 一 0, P Big CP, IDA] PI —0,24 ES(0)M, E 
2€ L, 2250, 这 时 Pr=s, 所 以 必定 1 — 1. 

G) 如 果 王 是 吾 到 工 的 投影 算 子 ， 那 末 

L-—PH-—ix| Px—s, xcH). 

证 EA PHL. 显然 ,对 任何 CL, s 在 工 上 投影 就 是 性 
本 身 , 所 以 Parc HH LCiz|Pz-i,zEH), mz IEM ycie] 
Pr—i,ezCH ad Pypg, MP EH- LHR, BEA y€L, BB 
íz| Pr =r, €H CL. Him L= PH =f | Pr =z, aH), 

(4) Prane HRERÈ CL. Pia=0 的 充 要 条 件 是 + 


L. 

PERTE- KER EL EUER RREREENCT, CEH RAE: [Rd 
HERE TRIE. FENEKE TREAT RHE. 

定理 1 RPA Hilbert AAH hag SR Dus SC ESSET, 
BEP ROS OETUCTIUSEEAibRE. PIEBIUE(P-PUOmHS 


t kd O02 
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SECHR PAPRAT. 
证 必要 性 : 设 卫 是 工 上 的 投影 算 子 , HF tne EH, 有 
. z,— Pr z, a= Prat Zn Zi, Ba | E 
EPR Hi {Pr zs] = Gi, Pxz) 二 0 得 到 
(Pr, £a) := (Pr, Prad- za) - (Pr, Pr) = (Ps, Han Pro) 
= (ri, Px2) 
BE PEBIESSTY. 
XRH FET EH, PxEL, 所 以 PPr) 一 Poz, 3X aU 
PU-P 
充分 性 : 设 请 是 线性 算 子 , 而 且 P—P*—-P SpHP RORBOWS 
和 的。 如果 不 对 , 必 有 EH, [2] =1, 使 得 1Pz| > 然而 
(Pal? = (Pr, Pr) = (Pr, 3) = (Pr, 2) EPrIlz! =] Par] 
B 531 Pal 1 HOPIB. Bap 只 有 界 ( 其 实 还 得 到 {2 委 二 
1E 
L-—W(1—P)-—iz|G—P)z—0) 
这 里 了 是 恒 等 算 子 ， 出 于 1 一 了 是 连续 乒 广 算 子 , 它 的 等 空间 鞋 是 
HAARET, AMER PEREHIL ERENT: 由 于 
25 EH B], U- P)Pe=0, 所 以 Pa€ L. WoA r= Prt r— Pr} 
如 果 VEL, HT 7P B EN, Gr— Pa, y) = la, O —P)p) -0, 
PE z—Pr|L Bit Pr esL LARES dob PEH 
到 工 . 上 的 投影 算 子 , 证 毕 . 
如 也 是 理 到 工 上 的 投影 算 于 , 称 工 为 也 的 投影 子 空 何 . 
由 于 投 影 算 子 三 是 壤 等 的 自 共 罗 算 子 ， 因 此 对 任何 EH, 有 
(Pz, 3) -= (P'z, 1) «- (Pr, Pr) = | Pef? 
"kb ELO MSS BERE UR, 这 是 刻 表 投影 算 子 的 又 一 个 特征 . 
定理 2 设 P 是 复 Hilbert 空间 互 中 的 有 界线 性 算 子 ， 那 来 
卫 上 成 为 投影 算 子 的 充 要 条 件 是 


Te 
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| Pz]* 5 (Pr, 2) 
对 任何 EH 成 立 ， (| 
证 PFUEBEUIAPBpMARPE. EAER, h 8 d ESAN 
ai PRA pART, Ae ZEB P RAR, 由 假设 (Px, 2) = 
[Pe]? = (Px, Pr) = (P2, 2), 记 A= P — P', 出 对 于 EH, (Az, 2) 
20. WRCR. 四 得 到 (dz, 4) 50, z, 9€ H, RW ydr 得 到 
A =0, AE P—P^ ES. 
2， 态 影 算 子 的 运算 “下面 我 们 研究 投影 算 子 间 的 适 算 。 
定理 + 设 Pc.Pa 是 两 个 投影 算 子 , DK L1 MIBTEXEXIE 
是 PiPy=0, . 
证 必要 性; 如 果 五 上 型 ， 那 来 对 任何 CH, Pa€M, Blut 
Pax] DL. Mg Plar), xXx bpm PrPs 二 从 
充分 性 : 如 果 P LP 0, 那 末 对 于 任何 2€, 
P,x—PLPux-0 
所 以 2 LL, Abb 4E Ue M vb CE fa 268 5g LESE, 这 就 说 明 D AL. 
定理 4 Pre Pu 是 两 个 投影 算 子 , 则 P, CP,L,REEXEWIT 
ERER Pum, LA P: 十 Py EXT SR CRE 
PL ga 
证 必要 和 性: 如 果 Pri Pu ERRAT, BECEREN, BB 
P,P,—(PLTPa) Pi tP Put PP, P 
=P, -PrPytPyPrtPy 
Bn 
PQP,.coPgP,-0 (5.15 
XC IECOROS 上 Pz 就 得 
P Pat PrPuPs=0, PiPyPr+PyPs=0 
HD, PiP uP uP PHS CG. DAR aR FrP y= 
3E UE: AnSE PLPu 0 Ahy PyPs = (Pr a*m Ae 
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(Pr FP P; t+Py= Pat Py 
而 Pz+Pu 最 然 是 有 界 自 夫 入 第 子 、 出 定理 1 即 知 它 是 投影 算 
YT. 

fn dECIIB E EMITE Pro Pa 是 投影 算 子 时， 局 十 Pu = 
Proms 

出 定理 3, 3X RW] L pM. k LOM 这 样 写 是 合理 的 ， 

对 于 EL, Wü xo] M, lP: RPa)r—P,Lar Puri. duh, 
对 十 EM, (Pi HPD y= 可 更 对 于 LOM 中 的 向 量 ， 经 Pz 十 
Py 作用 后 食 为 自身 ， 而 对 于 2 LLOM, 因为 a Iz LM, X 

(Pid Py)g Pus TPs-D0 


所 以 Prt Px =Pisw， 证 毕 . 

定义 ”如 果 两 个 投影 算 子 P 和 《满足 PO 二 0， 就 称 P 和 日 是 
直 交 的 , H PLO. | 

上 面 的 定理 3 及 4 的 意思 就 是 ， 两 个 投影 算 子 雪 交 的 充 要 条 
件 是 它们 的 投影 子 空 间 是 直 交 的 ;两 个 投影 算 子 之 和 是 投影 算 于 
的 充 要 条 件 是 它们 直 交 ， 这 时 它们 的 和 就 是 投影 子 空间 的 直 交 和 和 
上 的 执 影 算 子 ， | 

定理 4 可 以 推广 成 有 限 个 两 两 直 交 的 投影 算 子 之 和 是 县 影 算 
于 , 下面 将 它 推广 到 一 列 投 影 算 子 的 情况 

定理 5 设 P,(n=1,2,3，…) 是 Hilbert 空间 玉 中 一 询 两 两 
直 交 的 投影 算 子 , 则 必 有 投影 算 子 P, 使 得 对 任何 EH, E 

Pr— S Pa (5. 2) 


证 KAEH. DARA REH ELO, id, = PP. 由 
上 所 述 ， Qui = l, 2, 8, …) 是 投影 算 子 . AFF ERI 2C H, 


了 
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1z1*2:]9,2]? (9 T Pinl* TP? 
ill 121 


Wb, SEM ST Pal ka, ME lim 1| Pe] 0. 
X if 5 REGE RR 
IQ.—Qurit- D Palio $1 [Palo Qs, meoo BD 
由 此 , (Qua He E A AIN, DSTI BUT — A FIR, 记 作为 Pa. 
这 样 , 对 于 每 个 EH, RIH TimQur — DIP 来 作为 Pz， 就 作出 
了 一 个 算 子 P. | l 
容易 看 到 这 样 作出 的 算 了 己 是 线性 算 子 ， 而 且 由 于 
[Pa] = timou] <1zl 
所 以 是 个 有 界线 性 算 子 ， 还 要 证 明 的 事情 就 是 也 确 实 是 一 个 投 
EAT. 
BG. 2) 和 Qa EARHART, 所 以 对 任何 Lye H, 
(Ps, y) - lim (Quz, p) = lim(z, Q,y) 
| = (z, Py) 
BP — P*, 再 注意 到 Q.Q,— Qs. — Qu (om), 所 以 
(P'z, #) = (Pr, Py) —lim(Q,s, Ony) 


man 


=lim (Quz, Qui) = lim (Q*uz, y) 
一 lim (Qat, y) = (Pr, y) 


从 而 P*—P. REER 1, 了 是 投影 算 子 .还 毕 ， 
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定理 5 "hg ECT P IO IP. 这 级 数 和 就 是 部 分 和 算 子 


序 记 {这 了 Pn 二 1,2，…} 的 强 收 全 极 限 ， 卫 的 投影 子 空间 是 怎样 


I PtxRIBÉ 
EX WILL) E Hilbert zzi] H rh — 3P P 2248 E BS AiR. 
性 子 空间 ， 作 


五 一 4 了 10 了 一] 3， 了 全 | 
3-1 ` 


$x1 
Fs LL MONS. AL =E 
t=1 


TARA LEH HRAT. Xxx, LUE HL EX 
的 亲子 空间 . 
RO VECL, E Hilbert 空间 瑟 中 一 列 丙 两 直 交 的 闭 线性 子 空 


BLADE P. =D POR ALR RRRA TURKA). 


{=1 


iE his, Er, 确 是 投影 算 子 , tX P. EH M, 
由 于 (5. 2) 式 
[Prit 5P, a] P,z€L, 


所 以 PzSL— (DL. Wükk(x)Pr-z)CL. ERDXOMCT s€L, dO 


ro Dea ihz EL, DhaP<o. MERALAR, R 


们 大 
zr, k—nhl 


Pit, 一 
i 10 kn 
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所 以 Pr,z = > Pa.-—rn 因此 Pr= S P,z— rer. 
nt Eel 


k=l 
说 明 己 是 到 上 的 投影 算 子 ， 证 毕 ， 
现在 我 们 计 论 什么 时 傍 两 个 投影 咎 子 的 惧 积 仍 是 抒 影 算 子 的 
问题 . 
定理 8 设 Pr Pu 是 两 个 投影 算 子 ， 那 末 PPr 成 为 投影 算 
子 的 充 要 条 件 昆 PzPw= PvPz、 而且 丰 PzPx 是 投影 算 子 时 ， 它 
就 是 在 荆门 好 土 的 投影 算 子 ， 
证 必要 性 ; 如 果 P Pu 足 投影 算 子 ， 那 末 它 是 自 共 辊 算 子 . 
所 以 Pu. rS Pap (PP u) = PaP u 
3E ZU: du PiP uP uP 那 末 
(P, Pu) * - (Pu P:)*=P$P =P, Pu 
{PrPy)’-- PiPuPrPy—PrP.PuP,y = PiP PrP u 
这 两 个 式 子 说 明 PiPw ERAR CURE T, 由 定理 1，PrPw E 
投影 算 子 ， 
最 后 , 当 PzPu 是 投影 算 子 时 , 如 时 ELNAN, ZG 
PrPut~ Pris—2 
反 过 来 , AR IE E e {Ë x= PLPus, IREL, 又 轩 z 二 PnPrz, 所 以 
2€ M, Wi 2EL UM. HERRERO), PLP. 是 在 工 门 开 上 
HERAT. IE, 
定义 ” 设 4 及 五 是 Hilbert ARH EBEN nex. im 
BIHE € MN 都 成 立 不 等 式 
(Az, zx) s; (Br, x) | 
就 说 4 小 于 或 称 于 互 ( 也 可 以 说 五 大 于 或 等 于 4 ), 记 为 
AB 或 BZA 
定理 7 设 Pi 及 Py Æ Hilbert ZAH pA PEE. d 
CFR Gr RE Jt UE AR T o: 
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G) P,uP.. 

GO. Pre Pusixtt£fq EH 成立。 

GiD LDM. 

Qv) PLP,—P y. 

(v) P4,P, P. 

“证 G—GD; H PeP yu, IHE EA, 
[Pun x Pu, Pax) -= (Pir, #) (Pe, w) m [Pua 
üD-GiD: HIPsEpR[Pazl, 24 EM WE, 

[Prr DP? = le] peP, PF 
BrURIz-—P.z]-—0,B8D a= Px, 因此 ED 这样 就 得 到 MC. 
(Gii)—CQY): 由 MCE, HEH ZH, PuuEMCL, BA 

PL(Pyxr)-—Py.x E 
因此 PrPy =Py- 

(v) (Y): 当 (iy) 成 站 时 , PLPu EREET, 由 定理 8, 

PyuPr=— PiPysPy ` 

(9) (0; 当 PuPe =Pu Bj, 对 于 ER, 成 立 . 

(Put, 4) = (Puah! = PaP SPN P Aa 

= (Prr, £) 
AE PePe 证 毕 . 

定义 ” 设 工 ,村 是 是 的 两 个 亲 线 性 子 空间 ， 而 及 LDM, Lo 

5j M EC ZEN PL e e HO MEE Lih S «e SER, dao LOM, W 
LOM -(sz|z€L mi B. zi Mj:-—-L()M- 

EHS (Pr Pu 是 两 个 投影 算 子 , 那 末 Pr 一 Py 是 投影 算 
TiOJEXAIEJE LM. 9 Ps 一 Py AREA TFH, PL—-PV— 
Pisa 

证 ”必要 性 : 如 果 了 .一 Py ERRAT, MF Pr—Pu Pu 
AD Pe ERKE T, WEH 4 (PL—Py)Py -0. HIPLPy—Py, 


Tm 
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再 由 定理 7 立即 得 LM. 
JE ZH TE: 如 果 LO M, 由 定理 7, P,P,—PuP,- Pu 所 以 
(Pi,—Py)* P$ —Pt,Pu—PyuyPL t PL—PL-Pyuy Py Py. 
| —P,—Py 
` 因此 Pr 一 Pu ÉD, Pi 一 Py DARRERA, 因此 根 
据 定理 1, Pr 一 Py 是 投影 算 子 . 
最 后 , 如 果 Pi 一 Px 是 投影 算 子 , ICE) EET AB Li, B 
Pa Pus Pi, A Pi, 二 Py 一 Pi。 由 定理 二 五 几时 一 二 这 表 
Bi L 是 王 中 与 型 直 交 的 元 全 体 ， 即 L =LOM. WHE, 
K1 HP: Eh Hilbert 空间 到 它 的 闭 线性 子 空间 石上 的 
投影 算 子 , 那 末 了 一 P; EE L+ 上 的 投影 算 子 ， 
X2 设 疡 Pa 是 投影 算 子 , IME PPs 成 为 投影 算 子 的 充 
EX WAE(GLOG MD. O(MQOGTM)), 
A 2B Wu BA S. 
RI 设 Pz, Py 是 投影 算 子 ,而且 PiPy=PyPs 那 来 PL 
了 uPu 十 Py 是 在 (LOCLN MOM EIS EEERET, 
证 因为 PePa =PuPi, 氛 以 由 定理 6, PiPy 是 在 LNM 上 
的 投影 算 子 ， 由 定理 8 PPzPu 是 在 LOCLN M) Ens SEES 
子 , 由 于 
| (P, — PLP) Py Pr Pu PrP =O 
根据 定理 4, Pr —PLPLEPu RAE(OLOULD M) COM 上 的 投影 算 
CT. EHE. 

下 面 是 今后 有 用 的 系 . 

RA UP EBORE T. 如 果 它 是 单调 序列 , Br 
PoxPimeuP.me84GRdB EF 
PQIPQamegm P. gum 

Ult P, ARKAT- ERR T. 
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证 iP sEesPQ«Les 409, —P, —Pa (022,0 = 
P. 由 定理 8 Imig X — HW E EAE io SEC, HO. A 
HI 3g Bl 5, 立即 知道 存在 投影 算 子 P, 


Pr 之 Qnr lim 219.2 一 limPz, zcH 


33.33 414285: 1.22 2 

当 PGZRPQmeemPQme 4 P-I—P., SUDRIPLQ) AE 
询 上 升序 列 , 从 而 强 收效 于 投影 算 子 P, ABER ULUP, RICO TE 
RES TI—P. BH. 

$03. 我们 考察 Hilbert 空间 LO, R, 1) (此 地 及 是 o- 代 
Be, 8140/2. Vt EER, Xs(z) 是 如 的 特征 六 数 , Ps 表示 LICO, 
R, 4) 上 的 如 下 的 算 子 @; | 

Pi.) GEFCO, R, a1) 

容易 验证 Pe 是 L(O.R, SERT. RETIRER: 
投影 算 子 , PsPz =0 WATENE 是 -ZE X OEOFGREGCUEX 
BIPirP,-Pege Pr 与 Py 总 是 可 交换 的 , E PyPy=Pirny. Pr 
之 Pr 相当 于 了 一 是 k- 零 集 ， 这 时 Ps 一 Pr 二 Pr.r， 和 如果 EG 
—1, 2,…) 是 有 限 个 或 可 列 个 两 两 不 交 的 (人, 及 ) 可 测 集 , 那 末 
上 面 这 些 都 是 可 以 直接 验证 的 ， 

3， 投 影 算 子 与 不 变 子 空间 ”现在 我 们 来 考察 对 应 于 算 子 的 
不 变 子 空间 的 投影 算 子 . 

EOS iA Hilbert 空间 召 上 的 有 界线 性 算 子 ， MAH 
AIOR ETZ. MRM E AURETA AKERE RAP u 


d) 这 里 的 记号 Pr TETE C, R, oO RH RYEIER METTE PIE, XX CENT 
HANES HE UH. 


Tote T es rms 
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:4 
证 GE RM JL RT zxdH, 那 末 当 EM RO, Mx 
CM. HFE TEH, Pyre M, 所 以 AP uE M , [UE 
g Pyl APyr)= AP yut 
这 等 式 就 说 明 PAP S AP u. 。 
反 过 来 ,如果 Pu 4Pw= 4Pw， 那 末 对 任何 1EM, 由 
PAP yu APyuz 
得 到 Pu Ax — Az, 所 以 Ax CM, BAM ARPRAETIEREL WES, 

TX dA Hilbert 空间 召 上 的 有 界线 性 算 子 ， MEHR 
用 线性 子 空间 , duR M M L— HOM 都 是 4 的 不 变 子 空间 , 就 称 
夷 是 4 的 约 化 子 裤 间 ,或 简称 履约 化 A. 

由 定理 9 可 得 下 而 的 系 . 

R1 MEEA HERRE APw PA. 

证 GEHE 由 于 六 是 4 的 不 变 子 空间 ,因此 由 定理 9，Pu4 
Py AP uu XIA M^-—HOM 3M gm d-r5 a, ifi H. Pran =T 
一 Py. 所 以 

o HSPDA Py) S AO Py) 
由 此 即 得 Pu = PLAP,V. 因此 PuA= AP... 

KIEK, 如 有 果 PA AP u, 那 末 Py4 一 PyAPy, 所 以 AP y= 
PyyAP,. 559b, PAG -P - AG - PR) —PyACG -Py4) 
二 有 0 一 Py)， 这 就 说 明天 及 五 日 江都 是 4 的 不 变 子 空间 ， 因 此 
型 约 化 A4. r5. 

R2? MPMLATSTEXARIERE; MISIBIAEA e A* BS PT 
空间 ， 特 别 当 4 EARR TH, 4 的 不 变 子 空间 必定 约 化 A. 

证 MEDAR A* 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 

Puy‘lPu=APy,  PQ,A*P,—A*P, 
Ji — T XPRESS) RUE ur Ames Dr PAP, PLA. AiE 


[485 GXtEXT : 528 
要 条 件 变 成 Pu4Pw= AP, 与 Pz4Px 一 Px4 同时 成 立 .但 这 两 个 
D ERTE PrA= AP EE, 
MA RATAL 在 4 维 内 积 空间 Ep, WARR 
"Feren nen ARR LXI 1ecU n, X BC sx n BEC.) 
An r: 


uu og Gu 0 0 
jg co ù n 0 
lan) E uL E: u (5. 3) 
p Q «e Ü aua cct run 
9 0 … 0 + r. äna 
PURIH $2 知道 , C6,,) 在 基 {e1,…, en} 之 下 相应 于 ERE" ÍR 
- -个 有 有 界线 性 算 子 A, 


由 ;el e) Coss rns ts) AERE E 1 XE LE 
KOAERMOEOGM' 最 然 它 们 都 是 4 的 不 变 子 空间 , 而 且 M'-EUO 
M, IM fM" 都 是 4 的 约 化 子 空间 .反之 ,， 设 4 是 ETE" 的 任 
一 个 线性 算 子 , 如 果 4 有 非 平凡 的 约 化 于 空间 哮 ; 姥 末 必 定 有 一 组 
就 范 直 交 基 et ,ex, 使 得 在 这 组 基 之 下 ， 委 和 应 的 阵 有 如 (5. 3) 
的 形式 ， 

TK FE, HMHR 7， 在 开 中 可 取 就 范 直 交 基 By er 
Mi= OM Enl 维 子 空间 .在 于 + 中 又 取 一 组 就 范 专 交 基 
£4). 1*7. Pg, 在 这 组 基 e, Eg c8. F- 站 相应 于 了 CO. BUM 
Jk A DUCI T-2 HI, 当 i< i, de M, jolt el M, iX t 
立即 得 到 当 ixi I kh, (4en e) =a =. 类似 地 由 于 并 + 为 
ARRETAN, 当 EL, Jc M, 也 成 立 此 式 ， BARE C. 是 形 
in(. 3)2& mE, 


328 TURO Hilbert ZWALA ERF 
3 NH 


L (LX Hilbert AAA L-AME AZ 子 空 间 . 证 明 : CL 


jail 

—span(Z,). 

2. 1 P; Pa 是 Hilbert $AH LATRERT, WEB] PP. 是 投影 
Ur 8936 € AR E AELECOGLDLMD 1 L CMQOXGOG OM) 1. 

3. WE P, fa P, X Hilbert fs] E (PS p EERLSICE, 而 县 已 十 已 :一 PP 
dBIEIBESORET. HIEI PP, = PP, RRT 

4. WREM ZcBHe253 Hilbert 空间 , 问 定理 2 XC DAN X nt 

5. BHP ACA E Hilbert 空间 豆 上 一族 ! 可 以 不 可 列 个 ) TRE E 
投影 算 子 ，P， 相应 的 拱 影 子 空间 是 L-PH, ER: GEH LRT 
P, 使 对 一 切 a€H, 有 


Pao 79 Pas 
å 
CE 3C IHR AER): iu PARETARA L RE 


L-DL. 
xit Dn - [2 s jets X lo 由 一 co MP pente. 
F " À A 


6. E È Hilbert 空间 , {P a64} IPIS EERIEE T. EPER 
THREAT, mE PPa x€.4， 同 时 对 任何 投影 算 子 Q, 当 QIP.acA4 
MOR OSP, d ER PAP, ecd ERE, 记 为 

iE 

类 做 地 可 以 定义 投影 算 了 族 的 下 确 界 .证 明石 中 任何 一 族 投影 算 子 的 
上 确 界 和 下 确 界 都 存在 ， 

7， 设 下 是 可 析 的 Hilbert 空间 , {P。|et6. 分 是 一 族 投 影 算 于 。 证明 必 有 
了 4 的 有 限 或 可 列子 售 4。 使得 

supP, —supP. 

8. WE PE Hilbert "spi Z^pa, b] PAR RE EY. WRA TFL, 51 上 任何 

ATMA r, 都 有 


535 E EE 


Pf) —gPf, ftt^ln 5] 
WELCHER Co, P7 HOSTEM TEM IE PL La, 9] — (f EMAG), 
9. KH Hilbert 2x4, {P AE H AARE EE ERE CT, 又 
BHAE- CURRAL ERI E Hob REIECTA DERI 


E 
a= GD lim DAP, 


FHA ERT A BSSOETE, A, 的 相应 的 特征 子 空间 是 PLH, m 
M4] -supl A4, 


10， 对 于 任何 法 等 的 有 界线 性 算 子 A60, GAA 
11， 设 AX Hilbert 空 间 百 上 有 界线 性 等 子 , LIRE A8 SET 36, dn 
FLIE A RE 
G) LEBAH A*, 
Gi) 如 果 A7! 存在, JEELAEH. LO SUNRCE, WELEHE AG 
GD Ar, Ari 分 别 表示 ATE L, L^ E fts o fil, WE 
oA) =o (4; Uo CAz). 


12. Wr 4 是 Hilbert HAH | FBCEEWCE, 满足 A*A— AAt 0, EA 
ZH LOREA. WENDUEGEGRD FLOR EX .4 人 4) 必 约 化 省 区 如 果 A 
是 有 4 的 图 古 值 , 粗 应 的 特征 子 宅 间 为 ES. BUE E. 也 约 化 Ao: g AEE 
正常 时 , A— AT 岂 基 证 正 常 的 )， 

定义 IRIE Kpchy S80 (XR 3 习题 ), 了 P 蚌 且 上 有 界线 性 算 于 ， 如 
RAE PUICPQP'OPREPREH LIBEENCE. 

13. PÈN LERRA T, 记 工 一 {x1Ps ==z, sey, EA: 

D LHA a; 

GD I-P ES EGRENXT, ' 

Gi I —LOQL kM L'—(z| U P)a=s, CIT] — (eM Pr=0, zel} 
={z]) iz. y1 =0, yD); 

GL L4 II PIRRE ER E BORSAE4EdERÉE r, BER. 9]-—0 
—85) geb in. 

ii ALEN LIRE PAI, LA LDE, 证明 

D LIRIKA ru, H EJER EE 

Gi) HEH, GE 4E: =a, maii EDL, foiEL!, HIETE 
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TP: rze WERPEN EüSRTETE-ELGE BRL ML PA —PLP'P 
Gii fria gnpT PEENI BOUE T Gic. 证 吉 PITE RUE 
间 上 定 尺 和 的 机 线性 算 子 , EIIEDGIEG € —EGNMEGCL 14 是 习题 13 的 
$i dr Ei, ) 
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L RE Hermite 泛 函 ”在 本 节 我 们 要 把 内 积 进 一 步 推 
T", BIARRIK (Hermite) FAKES., MARARA GE 
Hermite TEKNA H VET. 

TE (Pa Japen a XE nxnIPE PEUBHCAME P 下 的 一 全 
函数 ple, DF: 当 n (m hn n) EE", go ns gos 80€ 
E* 时 ,规定 | 

e (x, y) Ep, tu] 
BR p(x, 四 对 于 变 元 x 是 线性 的 , 对 于 变 元 EREN, 8 
JiBECo, JE ÉL IEBEBEDT, BA pa, p= p Qr, r). ERRE, 
9, 纺 是 用 来 研 究 衣 阵 的 一 个 工具 .现在 我 们 把 它 推广 到 一 最 的 
Hilbert 空间 的 情况 . 

x MUEORMNORRDRAR, HERK ERR, y 
C. OBRATE RH LOZE WRF EN m. 外 EH 


Ea RE 五 ,都 成 立 
plar 二 EN z) -ap(x z) + PP 2) | (6. 1) 


pla, ay + Bz) apex, v) - Bole, z) (6. 2) 
那 末 称 eC, JEH EDS MEER, l 
由 定义 可 知 , 在 复 空 间 上 , pC, OHTE TA R, JEOR 
是 线性 的 , MAERA, Ait, taa ERAR 
称 为 双 线 性 兴国 , BER pENuXx—4EUMEIEER. 
TX WDKGESDEOEGNADTORE. Hik K E Hit ud. 
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9C, EH EHEH. WRAAE x yE, REE 
eG. y p. E) 
就 称 oC, EH Eft Hermite Z2. 
在 (6. 32 1E XE PT, (6. 3) & (6. 22: REX p — SERIA LS 
一 个 ,但 从 (6.1) 和 (6.3) 式 并 不 能 推出 (6. 3) XX 
定义 ” 设 玉 是 内 积 空间 , 4 是 世上 的 线性 算 子 , 那 末 称 
piz, 9) — (Az, » (6. 4) 
ZART A THRA. 
BRRIP A RAHE REH EORI HYE A. DANTA 
XJjEB dB 


(8. 3) 


《dz 3) = Co, Aj) z,ygtH 
JPR, 由 算 子 万 导 出 的 活 函 史 是 双 线 性 Hermite 2. 
THRHR EZAR Hermite tE e oA SE ed. 
定理 1 设 召 是 复线 性 空间 ，8(…, OEH LRA. W 
未 , pÆ Hermite 泛 函 的 充 贤 条 件 是 plr, r)i EEH 都 是 实 
证 SLETTAN. A EHI A s 由 于 zp 是 观 线性 的 , 所 
以 对 任何 e, 9C H, 有 


er, p -—eoG-g, ziy) —e(z —, Y 一 的 
TgGodigf,actigy)—ip(z—ig, x —iy)] 
(^ ($5) 
PUN x. y 的 位 置 , 又 有 
ey, 2) Hoa 2,9 3 2) — Qo —2, ye) 
Tier -izgiidz)-ip(g-—ixy—iz)] 
HIER: p, o Scd, hn o(z, yh oy, Dk Inr 
X | 
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gG-riyzctiy = ply iz), (f —is)) 
=p{#— ir, #4 — ix) 
plr—iy, iy) pi iz), ir io) 
=pl + irn gy ix) 
M eap, DERETA. AT pl, y) =p, 2. 
WEHE, 
RAER ERG $4 4 EA S9 SHE% 
空间 时 , 本 定理 结论 不 再 成 立 . 
EL ” 设 Y 是 内 积 空间 互 上 的 双 线 性 芒 丽 ， 如 果 有 正 的 常数 
e 使 得 
IgG iseli] — z.y€cH o 


那 来 称 eC, OEH 上 有 界 的 双 线 性 泛 范 、 当 9 是 有 界 的 双 线 性 
EAH, iBiel= — sup. — eG.) I, REIZA p BOTE, 


uzil, tpg 

读者 可 以 证 明 : ABAH ERAZ eC. EAR GE 
ERIE p EH LITERAS, B]e, 一 x1->0，|y。 一 # 一 0 
时 , (zs, qo, 32. DIE REO PETE ER ROG IEEE AER 
iB. 

因此 , 如 果 有 4 是 有 界线 姓 算 子 , 那 未 由 4 EA o EXE SE 
RuXe£R PESE GE, XH, 因为 |p(z, 101 — | CA, LL Af Ig. B 
elsia 3-32 8, = Ac, 那 末 | Az]? = plz, Ax) | iml 
[zl AzT, 24 AxzcO b, Ars dpollzh 当 4z= 时 , 显然 仍 成 立 
lAxbielled. BibXCRIAI Ie, 这 样 就 得 到 ]p] — EA]. 

定理 2 设 w(.,:) 是 内 积 空 间 豆 上 的 双 线 性 Hermite iZ 
如 果 有 常数 c 使 得 对 任何 EH ER 

[pr, zo ela? (6. 65 

那 未 ww 是 有 界 的 , mi Bde se. 
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证 ”对 任何 e EH, 当 9(z, PERR, 由 9 的 双 线性 , 成 立 
eG, D= Loa th e p) psp] (6.7) 


Hik lel, ) E Cela gl telz-s[1— 2 Cl + iye), 


PMORUEIOII MES ICE A1, XM ez, y) — 
Ae, 四 是 实数 ,所 以 
IeG, n = pAs | CAP? + yb) 


-—zl* ctp 
对 任何 实数 1550, 由 上 面 的 不 等 式 得 到 
lr, D1=| ptr, Xe xp? Int s" (6.8) 


要 此 , 对 于 230,250, EO. 8) Xp 大 | 就 得 到 


LICHE MES TESTI! 
当 z, y uU — JE LER, plr, y? 0 GX "TH ph PESE HD, 
因此 上 式 当然 成 立 ， 这 就 得 知 是 有 界 的 并 县 lp 夺 s， 证 毕 . 
由 定理 1 及 定理 2 立即 可 得 下 述 推 论 . 
X VEHI ASBUBLeC,OXH ER HEA, MEH 
TIGH, Cr, 2) 都 是 实数 并 有 常数 6 使 不 等 式 7 
Ie(z, x) [二 cz 全 
成 立 , 那 未 对 任何 r, yc H, BERE eG m Ielallsl. 
REE I EBORE VETE E e 3E 5523 PERC-TE- 868 — 1 Ab, 
定理 3 设 鼠 是 Hilbert xfi, eC, JAH LARERE 
IZA, 那 末 必 有 有 吾 上 唯一 的 有 界线 性 算 子 A, [E o EI A Sem 
WREIK, fn pi Hermite f, IR AEAN. 
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证 由 于 eC. OH LAF KAER, MT CE CRUS (8 
EH, 351125 S4 H LIZA ps sab v, 9» GC, Bk v, 
2X MEE GA, 而 由 e 的 有 界 人 性 ,19tz, 0) | cell yd, mE 

ioIxeltsI (8. 9) 
BiU e, AER RTEZ TA, 由 Riesz 定理 (8 4 2E SH 1), f y H, 
使 得 对 任何 SH, 成 立 
e,G)-etr, y) — (x, 9?) (6. 10) 
拓 是 由 ?所 唯一 确定 的 , IH IS* E 19,1, 由 046, 9) ap g* iced 

这 样 , 对 于 每 个 gE 五, 我 们 把 由 (6. 10) 式 决定 的 y* 记 为 By, 
二 是 就 作出 了 在 豆 上 定义 的 肪 照 吾 , Biy y*, mAB elyi, 
如 是 由 方程 

ey) = (z, By), z,y€H (6. 10' ) 
所 决定 的 ， 

HEIE B ERHET. HTE ay EH 及 任何 两 个 数 
a, £, 由 于 | 
pilar, y) 7 G, By), eG, 2) = Gr, Bz) 
am . : 

plz, «y -- B2) —àg (x, y) -- Ep, 2) -ü(x, By) -- Bn, Bz) 

= (z, aBy t BBz) 
Hi(G. 10 ) X, Ran B(ay - Hz) —aBgd- BBz, RAB EH ARTE 
AT. | 
ld B HIRR TO A, 那 来 对 任何 s, 3€ H, 
o pm D=, DETTA) MEE 
Hik ph A FHRA, 前 面 已 经 指出 ， 这 时 和 9 "un THU 

A o XX Hermite 的 , 那 末 对 于 a; 3€ H, 

(Az, y) = pla, gy) e pip, m) = (Ay, 2) = (n, A) 
BAI Bd Emm. SEA 的 唯一 性 是 显然 的 ， 证 毕 . 
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内 此 可 见 , Hilbert 空间 . 上 的 双 线 性 有 界 授 靖 相当 Fera 
WEA CS mingGR o4 Hermite t, WKH TH A dt 
EONAR 

2, DEDI. 为 了 后 面 的 应 用 方便 ,我 们 再 引进 下 面 二 
READERS, 

EN VEKGUDÉOGN S NOR. HÆK EWABAR. eC) 
EELE H EK, 它 满 足下 面 的 条 件 : | 

OG) 二 次 齐 性 : 当 acK, xEH IH, eG) = al ple) 

ti) 平行 四 边 形 公式 He, YEH hh pl ty) +plr—y) = 
2(p(r)--p(D) 那 末 称 m 是 到 上 的 一 个 二 次 泛 画 。 如 果 二 次 证 
ERE super) |i 限 数 ， Bo RER KZE. mlel = 
sup] pEr RRA e miss. n3 EH, pirex i, 36 
PROKEE. 

WR A 是 内 积 空间 五 ERER F 那 末 记 

piz) 一 (4z,z) QEH) (6. 11) 


容易 验证 % 是 个 二 次 泛 函 ， 由 (6. 11) 式 定义 的 p 称 为 由 4 导出 的 
二 次 泛 函 ， 当 4 是 有 界线 性 算 子 时 , 由 4 [5:3 DL E E 
KIERG,3FBIeixIA. 

BtoC, ERRAZA H LURRERA, 定义 
f Hry = pir, a), £zCH 
Hayk H ESZ 次 放 函 ， 并 称 #(-) 是 由 PC SMS 
UE. 

mA. 

Is1«iol 

定理 4 YbH E Hilbert bl, o 是 实 的 有 界 二 次 泛 函 , WK 

VEH L-i H Reeri GREAT 4, 使 得 pp 是 由 4 导出 的 
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L—BÉEIEB. m"mBEXxMliel-lAl. 

证 HERSE, RETF 81 的 定理 2 WEA, Æ H t1 
ZEHA 

$e n= ro - eG —3) T ipg(ztiy)—ip(z—ipnJ 

(6. 12) . 

这 时 , 由 多 的 定义 即 知 (n, 2) =pli), 

现 证 由 (6.12) 式 定 必 的 二 元 泛 函 细 是 有 界 的 双 线 性 Hermite 
EB. .与 $1 定理 2 的 方法 类 似 , 可 以 证 明 对 任何 c y, zeA, 

9G, z) o9 Qi 2) =s +y, z) 

只 而 对 任何 有 理 实数 r, (rz, 2) r$, y), FERE Cz, 9)— 
e$, 0 X I BDUE fpe Else Ti, Te, PÉrim, Tay) =r piz, y), 
. 利用 二 次 齐 性 及 (6. 12) 式 就 得 到 
Irira | pia, y) | = Dg Crim, 72321 sielie riy) 


Rz, i 2058. RAAY C, EAr =i 


I$, p szek elly] : 
末 如 果 ny 中 有 一 个 为 零 , 由 (6. DRR aA pi, gp) —0, 
WA LXXX Sr. Hi EoX SE HUAmÉ GG, 9)J& —70£ ZEER IK, 再 利 
用 二 元 连续 性 以 及 对 有 理 数 r, roly) — era, 的 的 事实 , 立即 知 
3E o Cr, 3) ECOL ER VETE ERI, 因此 v (a DAERAORUILAEHLIR, 并 且 是 
Hermite iz Eg. 
由 定理 3, 有 五 上 的 有 界线 性 自 共 柜 和 个子 4, 使 得 
(Ar, y) — vm, 30, m g€H 
Bie[-IAf. BID, e(2)—9(5, 2) = CAz, $2, Io[ — 101 0 AL. 
SEET 4 HEHE WERA BECA, 2) 二 (Br, 3) 34€ 
五 成立， 用 类 似 于 (6.12) 的 式 子 可 知 对 一 和 x、 gEH, (Az y) — 
(Ba, 4), FH A=B. 


FEY 


4 aw asa 


当 五 是 实 空 间 时 上 只 要 把 (6. 12) 改 成 


Ka =F G+- eG») 
其 余 照 旧 可 以 证 明证 毕 . 
从 上 述 讨 论 中 , 读者 不 难 春 出 : WAZA COKER MTE 
记 的 联系 非常 密切 ， 因 此 双 线 性 泛 函 、 二 次 泛 函 是 研究 算 子 时 党 
用 的 工具 之 一 。 其 次 还 可 以 看 出 ， 有 些 结论 (例如 定理 1) RER 
-空间 中 成 立 ， 在 实 空 间 中 就 不 成 立 . 在 研究 内 积 空间 (特别 是 
Hilbert 空间 ) 上 算 子 时 , 一 般 都 讨论 复 空间 . 


x HW 


1l. 证 明 内 积 空 间 互 上 溢 线 性 渗 随 pO, D RO FESTE AGERE pO 
是 玉 上 二 元 连续 函数 . 
2. 证明 Hilbert ZB] E XRAREHIE ER p C, 0 有 界 的 充 要 条 件 是 风 定 -- 
个 变 元 时 yg(-,") 是 荔 一 个 变 元 的 连续 前 数 ， 
3. 设 p(-,*) 是 内 积 空间 的 到 线性 泛 函 , 如 果 
suplte ic oo 


d8 o 是 否 为 有 界 的 ? 
4. He C, PAARA INL H BOX EX MET dA, WE e eN, 
Reg (2, z) =0, 问 是 再 成 立 等 式 : 
sup |e(msi|- sup p(s, x)| 


[过 由 一 Hla 
5. ito (是 线性 空间 互 上 的 到 线性 证 函 ， 如 果 丰 存在 非 党 CH, 全 
得 对 一 切 yCH, pla, y) —0, SUR e, 2) —0, MRR po, ER HARR 
EF. 
证 明 Hilbert 2x f] H LARREA pO, 0 AEGRIS EXE AR 
是 { 按 定理 习 相 应 的 有 界线 性 算 子 4 《由 它 导出 的 并 线性 泛 函 是 pg) 满足 条 
di: vri =i, SUA) —H. 
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§ 7 谱系 、 谱 测度 和 谱 积 分 
L JLA^£8) 首先 我 们 考察 一 下 线性 代数 中 的 情况 . 
例 1 如 六 如 是 有 限 维 的 复 欧 玫 里 得 空间 吕 "，4 是 下 中 的 
E dE BERUT-ORE IE RCTO, 那 末 , 必 有 Hon TIO E OE AS en 
Bat ar 全 得 每 个 e 都 是 4 的 特征 癌 基 : i 
Ae,— Àe; ($—1,2,--.,m) (T. 1) 
(7. 们 式 中 的 2, MERRIA] =1). 这 件 事 相当 于 一 个 Her- 
mite PE CH Ez b d VETE) 4A 9f DJ £5 3 PS 206 18 Js UAE FREE, 这 就 是 
kgs a zr AET iE. 
我 们 记 P;(i-1, 2, 2029 H 到 由 e, PESE ER — ET RIT 
上 上 的 投影 算 子 , 这 时 
Poe,—Ó,e, ($,j—1,2, ---, n) (7.2) 
式 中 的 do 是 Kronecker jt 5. (7. 1) 207. 2) 5X, 可 知 A A Iu 
下 的 谱 分 解 形 式 


A " 
d= > AP. P, =f (7.3) 
£51 1-1 


Tot. [DC E EBERT GRLPLIRCTO DER E 
是 (7.3) 式 , 但 是 对 于 无 限 维 的 Hilbert tj], pgs EX e 
赂 ， 我 们 的 目的 是 要 找到 一 般 的 Hilbert 空间 中 自 基 辑 算 子 (或 
再 算 子 ) 的 谱 分 解 形 式 ， 我 们 先 着 一 下 , 在 无 限 维 的 空间 中 ， 自 区 
斩 算 子 ( 或 西 算 子 ) 会 复杂 到 怎样 的 程 诬 . 

首先 在 一 般 无 限 维 Hilbert 空间 中 ,(7. 3) 式 这 种 太 限 和 式 是 
ZAREE. 

$32 我 们 考察 Hilbert 空间 Ü 中 如 下 的 竹子 : 我们 取 定 一 
个 有 界 实数 列 {4。}, RY A 如下; 2 (0€ UM 

AG) = Aata) 
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Jk E MESES HWER AEH E: 对 一 茹 r, yel, CAm y) 
=(x, Ay) 成 立 )， 记 {ss} 是 Pohi FORCHE E: e, = {óra 
S:n E Kroneeker ji, X & P, 是 投影 算 子 
PaE = (x, ees 
容易 看 出 这 时 
O ASẸ aPa pT (T. 4) 
这 是 一 种 特殊 Hilbert 空间 P EWERS T, 下面 的 例子 
起 在 一 般 Hilbert 空间 上 , 形式 更 广 证 一 些 , 具有 一 定 代 表 性 的 自 
GO SLT. 
589 kH Hilbert 空间 : Æ H HEER P PS PS ELO 
的 投影 算 子 Ps 二 1,2,3,,)， 再 任意 取 一 个 有 界 的 实数 列 {4,}， 


然后 作 级 数 4= SAP. HS5 习题 9 知道 ， 级 数 1P, 强 收 
f= i=l 


黎 于 一 个 有 界线 性 牌子 4 并 且 {4j 都 是 4 的 特征 值 , MREFA 
的 特征 子 空间 是 PH, LA] suplAd. 又 由 于 对 任何 m A= 


之 :44P: E EL SURERCT- A058 $ 4 的 定理 6, 4 DUE ELICRERECT, 
如 记 E, S104 v0, 显然 , (7. 人 还 可 写成 
E£-—1 
 A-SIAAE, DAE CT. 4)' 


其 中 AR =E BP, d-—12,- 

LEECO. 22 3 CE — BE BR CT. 4 表示 的 算 子 都 是 自 共 辊 算 
T. 得 是 我 们 不 可 能 希望 丰 共 轿 滤 子 都 会 是 这 种 级 数 形 式 的 。 亲 
油 这 和 苦 形 式 的 外 于 至 少 有 有 一 个 特点 ， 它 有 特征 值 {4,}， 上 然而 确实 
-AAE E CERT, EUER TERT EEDETR, 
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下 硬 的 例子 就 是 没有 任何 特征 信 的 自 共 久 算 子 ， 它 是 自 共 鲍 
算 子 的 另 一 重要 典型 ， 

例 4 ELIs, b](—coacb-oo) 中 用 下 面 式 子 定义 算 - 
d. A4. 

(AQ tf) GE€Ca b], CC) € ZA Ca, 01) 
”容易 验证 ABEETSSESTOUENIESE. HE f, 
gEE La, b], (47, 9) - (f, Ag). 但 是 4 没有 特征 值 ， 因 为 如 果 太 
是 4 的 特征 值 , 了 是 相应 的 非 零 特征 向 量 , WK 

CAI— A)fF=0 

X BERE CA— 0f (02-6, 因而 f(£) 0, 这 就 说 明了 是 LCa, 9] 
零 向 量 、 这 个 矛盾 就 说 明 4 不 具有 特征 慎 ， 

SETA 4, 我 们 可 继续 作 如 下 的 考察 : 

对 任何 4E[e, 5], fE Z^ [o 5J 上 算 子 

E; FD Xtal tF) 
其 中 XuuaCt)kLas 2] B5 AE ROC. DA EE L'[o, LABE 
定义 的 线性 算 子 ， 由 于 对 仔 休 FOEL Ca, b] 
GA) E Gas ORfC X6, a0f() 
= Xian COFCO = Bt) 

即 EID-E, hFE f geL ta, b], 


Tf, - (saco fosa 


一 | koc a 
=(f, Bg) 
HIET-E,. h $5 定理 1 知 BCEE[a, 51) KE L^[a, 85] 上 投影 ; 


*$ 
对 任何 自然 数 n, 作 LLa, 6] LET 
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A, (0) | B3 GG O0 a iO) FO, 
fpa, b] 


Reh- a ËO, i-o, 12,2. 显然 


A, S' AAE,, 


LI. 


Je = Xon mesa» ^s reca t] 


由 此 可 知 , 对 任何 fe L^ La, b], 


HAADES [i IA Kiana) ea D| Icona 


s(a 


Bp EA—A, 1:25, n 1,2, AT 


A 


A -lim S A;AE,, (3245, 1) (7.8) 
1-1 


a*ii 


HECH, (0.4) , 启发 我 们 : 要 研究 Hilbert 空间 (无 限 维 ) 
EARRERFO—- BER, ROMIA BOENCE DEG WE UR 
分 ， 本 节 主 要 就 是 要 严格 地 定义 投影 算 子 值 油 度 以 及 对 这 种 测度 
HED. PEPEE 在 39 及 S8 中 将 分 别 证 明 Hilbert 2: 
尊 上 自 共 轿 算 子 、 西 算 子 都 必 能 表示 成 菜 个 函数 关于 报 影 算 了 值 
EM. 

2. WAE 类 似 十 第 二 这 中 的 泣 度 概念 ， 我 们 引进 取 值 为 
Hilbert 空间 中 投影 算 子 的 谱 测 底 ， 下 面 用 Z 表示 某 个 Hilbert 
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Sul] H 中 的 投影 算 子 全 体 . 
EX ” 设 碟 是 一 个 集 ， 吾 是 疏 的 基 些 子 集 所 成 的 代数 ， 屯 是 


R—— 39 Watt, Sq IA PIER ART: 
G) E(X) —H 
Gi) 可 列 可 加 性 : dp Ah 是 中 一 列 互 不 相交 的 元 ， 而 量 


U AER, MRH 
&( v A,)- $8490 
. =i A= 
XH. WEEL, REC PRERE. 5 R&A, $5 
(X, R, E) H 中 的 谱 测度 空间 . 
引 理 1 BEX, R) EEIE, RE 


(G) E(D) =0; 
GD 有 限 可 加 性 : XE4,(/ —1,2, )€ R BAJARE, 有 
&(U 4)- 22804 
Gii) 如 果 A, BER, miH ACQB— S, ME, EAE) = 
E(B) E( A) «6; . 
(iv) 对 于 A, BER, E(AUB) - E(A) - E(B) -ECAC1B); 
(v) EA AER E EM E T- M 一 > 
证 (G 由 ECOMPRERIRE IRE: 取 A= 05 (821, 2, 4), 得 到 
E(g) -E(QQUD EQ) FE(Q + 
显然 使 这 式 子 成 部 的 ECZ) RELAT, MAELA) —-9. 
(D) 对 二 有 限 个 两 两 不 交 的 LER (Gi —1, 2, 9, KEG 


t N 
D- wit ( U A. j mygr. 


LES LI 
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C AaS Aaa c D, h BE ALET Jn PE ROSE BR SE An, 

Gii) 34 A, BER B. ANB=Ø 时 , HABT sye ECU B) = 
EQD--EGD, [E P(A), E(B), E(AU BIRER ERF, I8 $5 
E A HN 


ECAYECB) ~ E(B)ECA) 50 
Gv) 对 于 A BER, Bg AU B AUGS—- AD BD, mH 5 
B— A() B RIED, 所 以 ECAU B) - ECA)-EECB - AD B), 25h 
8B 一 4 站 B 和 4A 门 BB 也 是 不 交 的 ,它们 的 和 集 是 B 所 以 ECB- AO B) 
十 至 (4 站 有 :BB 从 而 
E(AUB) - ECA) H ECB) -ECAD B) (T. 6) 
(v) iX 4, BC R, HGD, WR AC1B — Ø Wr, F(A) ECB) XE 
RHR, AE ALB, SORECA) -E(GD) EECA- B), yr EC) 
fi ECA—BYWJEE, BIEL ECAYRm ECB) XE wp SES. 由 《7.6) 
X OEC(A)—EQIUB)-EECACIB) -ECD).. Bl noa cT A C 
API ECB) nf 2, Dl SCA) ECB) - ECB)ECA).. WEEE. 
fu CX, R, 8) 是 一 个 谱 测 讼 空间 ， 那 末 对 于 任何 zcM, IER 
E RS SE ER Be 
u(A)—GGOz, 2) — (4€R) | (7.7) 
人 由 谱 测 度 的 定义 立即 就 可 以 知道 HeC VER ESRB. D 
外 , 对 于 任何 c.g H, 及 上 的 集 函 数 . 
BC A) — GECAD e, g) (AER) (7.8) 
是 吾 上 的 广义 测度 ， 这 是 因为 当 如 是 实 或 必 复 空间 时 ， Ben 分 别 
DE: 


1 
uy loa.) 
或 


1 2. . 
Es. 一 本 (Hey 一 由 ra Hitri iHe) 


一 
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关于 广义 测度 (7.8) 的 积分 , 我 们 用 记号 
| feos D, | ioadosn 

我 们 用 BCX, Roses d esl Qc, RO. E For ERAS 
XT FEB, R), elf] = supL COL. 

定义 ROG, R, 5) 是 谐 测度 空间 ，f CX, R) ESSERE 
M, ARTERE Hilbert 空间 已 上 的 有 界线 性 算 竺 一 一 这 个 算 子 记 
为 |f(494E(E) 一 使 得 对 任何 z yeH 都 成 立 


( [IE Ws, y)- [fCOa GEO m. (9 
BRASA) 为 函数 f ATRAE E PS 
定理 1 设 (X, R, E) AERE EAR. fEBLX, R), WREE: 
A COREQOME -Et MEIRBH KANEM: 
G) 线性 ;对 天 9EBCX, RO BO a, P, 
[ero CEMEC cal foa GO) 8 [coa 
(i) Hermite E. 当 fc BCX, Rf, 
[frora = [aco 


特别 当 了 是 实 值 函数 时 , SOOO E ET 1 2 


Gii) 压缩 性 : 当 FE B CX, Ryt, 


TOIT EST] 
(iv) 如 果 AER, x ,是 集 A RIETER, WA 
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[x (oC) =864) 


证 为 了 证 明 庶 积分 的 存在 , Wiik fEBCX, RB) Jr Sc HR 
数 ， 作 H EZTA Ou: 


Dlr =| KDE) — Guaem (7.10) 
显然 OC, J H LURE Hermite £m, TE 
[Ð 6, 2)1 =| [FAE CO 9 | MA GROS, 2) 
-MHsd* 
由 356 的 定理 1, O ERA N ER tt Hermite i, Xd ge 
BRA, 必定 有 右上 的 有 界线 性 的 É REETA 形式 地 写 4 为 


[AIEG ), 使 得 对 任何 a, YEH, 
([eeoazas 9)= 6G n = [Kos 的 


ui& [frasco Fo TBJ<[ 用 ， 对 于 了 是 复 值 通 数 的 铺 况 ， 只 


要 分 成 实 部 和 赔 部 扣 以 过 论 就 可 以 了 . 谱 积 分 的 唯一 性 是 显然 的 。 
ETERRA GD, 对 于 了 为 实 有 界 可 测 函 数 已 经 证 明 过 了， 
对 于 于是 复 有 界 可 测 畏 数 将 坡 在 定理 2 的 系 之 后 加 以 证 月 .而 
(0, GD, GNRM. 9) 式 直接 可 以 得 沸 的 ， 证 毕 ， 

SULHE STELLT SS — rh EG Zr HR EXE XOT RERCÓECT- WE 
测度 的 积分 ， 

XX BCG, 及, DEWR EZR, fEBCX, 及 )， 于 的 情 域 在 
(m, MYP, H FOAR D: m— gay nnm ns =M, ERIS 


50 = SEQ. af) yesÉemy, (7.49) 
记 30) - max (M-p. ARTERE H «hf p HAE — 


LI SÉ a quum, gi 


———————— M — Rd 
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Dr £70,815 570, 并 分 点 
组 DD 满足 AD) <S 时 , 不论 EE Cia, p Harte, 总 成 立 
WOZ OR «e 


IREE f yap o ooi f er M E ie C BORA. 

当 上 是 复 估 函 数 时 , 如 果 上 的 灾 部 fs RD fa 6C SO TERR 
分 存在 ; 那 来 规定 F RRRA 

o rome [nemo i[nayesco 


显然 , 如 果 f. ECRIRE E 0 ECOEBAZ 1, IOS M BC 
分 必定 就 是 弱 庶 积分 ， 

X382 X, 及，D) 是 谱 测 度 空 间 ， FEBRIE, R) ENER 
E IES 基于 加 的 弱 谱 积分 就 是 一 致 谱 积 分 - 


证 RIIHEN 表 未 弱 谱 积分 ， 对 于 分 点 组 D: m= 


0 /£1071,2,:--,29, FAR g 3u 
Hu EEX Qi m OM 

. gt) $i 
由 定理 1 b EE HERU BO MUR GR Gv YEA. CT. 21 2L CD) 
就 是 蜀 数 9 关于 互 的 弱 谱 积分 ， 所 以 | 


OTON s| = [írco- -sayusco | 
但 由 了 的 作法 , ERE Fe] <D) maray). Bilbo 


理工 的 性 质 (ii 就 知道 ,对 任何 60, 当 分 上 组 Di åD) «ej, 
对 任何 £098, qu 10 —1, 2, 0), 


[rou eon] cime 
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Bub, [ADEDERE T ATEM BAB. WS. 


&1 对 了 feB(X, Bo, [fois SSH io EGO, AER 
可 交换 , ZIF f, ge BOX, R), [fCeE GR [oE CO) 可 交换 . 


还 HFR f. pe BCx, R), [IEOR [oa EOR 
是 形 为 7.11) 的 和 式 的 极限 ， 庆 BC`) 都 是 可 交换 的 (3 理 1 的 
c», Bx prooem jecoasco) SERA. HEATED 
分 成 实 部 和 虚 部 来 讨论 ， 系 工 的 前 一 半 结 T6 BER LO (iv) Hn 
得 . 

R2 ”对 干 f.958(X, R) 成 立 着 


[C9 a8 = [rosso [scio (T.12) 


(fresas, {gc yaBcy) [ITEE 的 
(7. 13) 
证 先 设 人 9 都 是 实 信函 数 。 我 们 逐步 来 证 明 (7. 12) 式 : 如 
果 大 9 都 是 R poto Edi f(0) X (9) (0) XD. 而 
fCOgC ) 9 X aca CE), 由 定理 1 的 (iv), (7.12) 式 的 左面 是 (AN 
5)， 有 而 是 万 (4) EE), TRIIR) A GD, FOJE) 一 
[ECADB) TE(A— B) ECB) 一 BCANBIE(D) - E(AD B), WL 
(7. 12) 式 成 立 ， 进 一 步 ,如果 £f UE DEACRUISO, 就 是 说 


TOPIE E= 21S) 


E RPARAEDPEAENEEI Ar POUR CREE CAERE R TORRE 
ARAT TEM TUN NEIE IE EX TE £r. 


* 
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JU AQI—12, m, B--1,2,-, m RE Rh ONERA 
的 元 ， 这 时 


依 Dagp= 210, 
i=] 

[gcoisco- 316,600 
j-1 


[rosca t) 5 33072797 By) (7.14) 
iwii-l 


由 于 ECAT)B) - ECA) ECB),. th C7. 14) 式 即 知 (7.12) 式 成 站." 对 
CIS f.g, 如 定理 2 证 明 中 对 了 作 国 数 9 那样 地 , 可 以 作出 fa 
及 9. 都 是 简单 函数 , ME P. 9. 2r 91 — EO F f Ee g. 这 时 , fag. 
一 至 收敛 于 及， 注意 到 定理 1 ff Gi, 得 到 


| FOIE y= lim [FEAE 
-tim[ (f caro [s. ECE) | 
-iin[f. (dE, timo, AE t) 


e [feas [OEEC 


XC BBUERIRIIHERA8 £g. PAC. 12) 对 实 值 阔 数 威 立 ， 对 
HEARR, 只 机 分 成 实 部 和 卡 部 来 讨 沦 就 可 以 了 . 由 (7. 12) 
立即 可 得 (7, 137， 证 毕 . 

我 们 现在 再 回 到 定理 荆 的 性 质 (ii)， 当 了 时 我 们 只 是 对 实 值 的 
fe€BCOX, ROB T WU n y EEH, h giem 
(7. 12) 得 到 


fanero] = D fresas fiora | 
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i 2 MEE 
- firi dECO |I 


APEMH T GDI FARA 了 也 是 成 立 的 ， 

AA 2 的 结论 对 于 普通 数值 测度 的 积分 是 不 成 立 的 ， 它 是 谱 测 
度 积 分 所 特有 的 重要 性 质 . 

3. WR ”直线 上 勒 员 格 -斯 蒂 阶 测度 是 和 单调 增加 右 连续 晴 
S CARO DS Eg. dnb D -AA EE — E, 直线 上 的 谱 测 度 
空间 上 的 谱 测 度 是 和 直线 上 单调 增加 右 连 续 ， 但 取 值 是 投影 算 子 
的 函数 相对 应 的 ， 为 此 , 下 面 我 们 讨论 以 AE C— oo, 00) 为 自 变数 ， 
PEDA TEER TRI R-E RAM E. H AAt OCN A M ALS 
布 方 趋向 于 Aot, 如 果 百 , 有 强 极 限 , RREA Eao 类 似 地 
定义 Bs， 

定义 o WHO A Hilbert #0, {EEA 入 (一 co oo) 为 参数 
的 一 族 投影 算 子 , 如 果 它 满足 ; 

CO 单调 性 : 对 任何 两 个 实数 A a 当 Au o ELSE: 

Gi) 右 连 续 性 : 对 任何 AE oo, 00), Fao — E; 

(5) GR) lim P,—0, (38) lim 有 ,一 了 
那 末 就 称 {8,} 是 一 个 谱系 . 

首先 我 们 注意 , 50, 全 (一 00, 9)} 是 谱系 时 , 对 任何 A, sE 
《一 co 00), A2 u, HIT. ELE, HR 85 2g BE 7, EE, =E, E, =E, 

例 5 在 Hilbert H H rp, Jun A PAPAE AS B9 EET 


P (i=l, 2, EF R), "Eg P, =I, Hin 个 实数 AC —1, 2, 
Uus. 

E= VP, 
C A«min 4, 时 , 规定 =0), 那 末 可 以 育 接 验 证 {8,| AE C— eo, 
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co)} 是 谱系 . 
ME 在 Hilbert 空间 五 中 ， 任 意 取 一 列 两 两 直 交 前 投影 算 


TOP 1, 2,3, +), CR PI 叉 任 联 一 列 实 数 {4:}， 记 


F= uP; 


APRA 


(CN 4<infh; 时 规定 E,—0), TRUE CE AC(—oo, o0)) 是 谱 
5. 
SUE E, 是 有 限 个 或 可 列 个 两 丙 直 交 的 投影 算 子 的 和 ， 所 以 


SEN. 
G) M Aiu H.E SAB- 之 ,Pt SIPE, + D RB. 
ETES PIPFEPI PEATA 
由 于 2l P270, 所 以 ESE, 
Gi) XT AILAsEQ—ESQ- D P, MAR EN E, YE AQ 


dotika 


的 右 连 续 性 , 只 要 证 明 lim D P=0 就 可 以 了 ， 


n ug eL 


Sk bs E. 对 任何 2E E, rH CP.) PRPAL ELS, 所 以 


co 


Dire sie 


f=] 


记 MiS GLAS AA), m, mini Cl M, 是 密集 时 规定 m=), 
EARN ASA! Br, MCM vu iB. () M; m, 所 以 mm 8 AEU 


AT. 


co) 时 是 单调 不 增 的 函数 , 而 且 lim. m, — co, BAF 


| xy Piz| = D [re]? 


Aghj po 


= € Pal S [Pa]? 


te, icm, 
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当 A—ASEO 时 ,上 式 的 右 端 趋 于 零 , 所 以 


lim pa E =0 


EFE | 
这 就 说 明 当 2 一 加 了 0 时, EE, ARAFE. BRE E 是 有 连续 
的 ， 
Gi) 的 证 明 与 (ii 是 类 贫 的 .只 要 记 明 ,一 Ti 大 委 计 及 mi — 
mini, 这 [时 当 A—=— co HE m>, 由 于 对 任何 “EH, 
Is =| Bre) Eira <Da 


所 以 lim LE]? —0, W lim ¥,=0, 同 理 可 证 lim F, = =f, 


由 上 所 述 , 可 知 {E,| AC Coo, co)} 是 谱系 . 
例 7 ££ Hilbert $p LLO, 1] 中 ,对 实数 和 记 ( 一 co, 为 上 的 
特征 函数 X on (EA eO PERIERE, 如 下 : 
Ej-e(fa» — ferto,1] 
现在 来 验证 这 样 作出 的 {B,14E( 一 oo, co)} 是 个 谱系 . 
首先 ， 由 于 et) JOE RUSSE AR H e= e), 
所 以 E, RESET E AEUETECT, 即 可 是 投影 算 子 . 
G) 34 Au B, e (Oe (D) me (Oe t) e C1), HEL EE, 
SEE,—E, 由 85 SEXE T A ESE, 
Gi) 因为 对 任何 FELLO, 13, ra 8b PUER GE 
lim], le D) es CDI Pe =0 
BRÈ EL) f KFE QI 入 时) 所 以 E, AERA AS. 
(Qi) £24 4x0 HJ, E,—0,24 AZ1Bp,E.—[. 
这 样 就 证 明了 {| 4€ C eo, oo) Hi LEO, 1 中 的 谱系 ， 
JERBEBSAL IAE T HERRA. HL PE EN ihe. 


350 FAR Hilbert "slo JL £245 S CT- 
Tin pm XX dme ec gara. 
定理 3 WELL AZ(-—05,09) E Hilbert 2E H piii 
ACE, WE a FASA tE: 
) 单调 性 : 当 AA BEEE, 
GD 对 一 切 ho 有 (一 co 295), Ea — ED lim E; 
(Qi) ($) lim E,—9, (ED lim E,—F; 


那 末 吾 , 是 一 个 谱系 . 

证 由 ( 弱 ) lim E,—E,, 即 知 ， lim VE Ea, 2) -0, [8 
是 因为 AD> Aa Ff, E, — 一 也 是 投影 T 所 以 

| G, — E, 0x1! = E, En x) 

Ei Sc ak suce E SEE OS. EAE [4 C oo, 00) HUE TER 
的 条 件 GD. Aip Gii 也 可 以 类 似 地 验 证， 从而 (E, A€C— oo, 
co)} 是 谱系 ， 证 毕 ， 

定理 3 设 { 吾 :| AC(-—oo, co)) i Hilbert 空间 H 上 的 一 " 
投影 算 子 ， 那 末 { 吾 ME( 一 9，co)} 成 为 谱系 的 充 要 条 件 是 对 于 
任何 2€ H, S3 PLC) = (Ein, 2) 满 是 下 列 条 件 : 

G) ,是 单调 不 减 的 , 即 当 A y FLCA)ZRFLCA) 

Gi) F, 是 右 连 续 函 数 ; 

(Hi) lim F,(2) 50, lim F, (4) = Ed 

证 必要 性 是 显然 的 ， 由 谱系 的 条 件 即 可 推出 定理 中 前 
()-- ii), 

充分 性 : ARTE ER CE. | AE ( 09, 09) HE F(A = CE n, 
P p bu DEM IM S EEE- FEL IOENCENESES 
Tut S SCE, | AC (— 00, 000 SALIRE, LER. F PURGE FERT 

lim. |, —E,)21* = lim (E, E,)2, 2) 


tinti 
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= lim (Z,z, z) — (E,,2, 2) — 0 
2040 


国 此 CE, | 4& (— co, 00) M RA XE S9. DTP A oo 的 情形 也 由 
API REEDA LEA, BEME, AEC- 00, 00) 4E GR, EER, 

dn (E,l2c(— co, co)} 是 个 谱系 ， 而 且 有 有 限 数 m M, WŒ 
得 当 Amd E, 0 (QE AT 4E 00, 34 AZMOMPE.—I1, 就 称 
(E,] A€ C— o0, oo) i & dE DX [Bl Lm, M^] EBRGEXR, Keim, M] EE 
XU 5 CELL AE [m, M1). 

4。 谱 系 和 谐 测 度 的 关系 ”前面 我们 已 经 分 别 讨论 了 谱系 
{E AEC en, o0) RIEME Ze] CX, R, 及 ,现在 我 们 讨论 两 者 的 
关系 . 设 玉 是 实数 全 体 E'LR 取 为 直线 上 Borel Retk 所 成 的 ~ 
代数 B, 这 时 ，( 五 , B) 上 的 说 测度 和 谱系 有 密切 的 关系 . 

容易 看 到 , WR, B, 下 是 个 谱 测 度 空 间 ， 那 来 我 们 利用 谱 
测度 如 可 忆 闭 出 一 个 谱系 如 下 :对 于 AEL o0, 005, A 

E,—-E((—o, 4A) (4€ (— 9o, 00)) (1.15) 
HRR ERE, ye ENAT Ean CT. 15) BrfE dS CE, | AE (— 00, 0)) 
ERA 称 它 为 由 谱 测 度 ECO 导出 的 谱系 . 

下 面 我 们 要 从 一 个 说 系 (E,1 4€ (— co, o0) 出 发 来 定 交 出 在 
(P, B) REEM EC, 使 得 它 导出 的 谱系 EAEC 00, co)} 
MEEL [AEC o, 90)), 即使 得 (7. 15) 式 成 立 . 我 们 把 直线 E 上 
B Ac TEGERE EXC FR] Ca. 57 46 f, Ru ie, a], (一 co eo) 后 的 集 类 
所 张 成 的 环 记 作 Bo, 由 于 (一 co, 60€ Bo, 所 以 B. 是 由 五! 的 子 集 
所 成 的 我 数 . 如 果 我 们 把 (ea, b], (一品, a], (— 69, 00 BER IE ER 
右 闲 的 区 间 ”， 那 末 B. 中 元 都 可 表示 成 有 限 个 两 两 不 交 的 左 开 太 
闭 的 区 间 的 和 集 ， 为 方便 超 见 , Ca, coo) di ia e Ca, +]. 

€x ” 设 { 吾 .4E( 一 如 ,co)} 是 谱系 , mg E dE B Efe ng, 
如 果 (7. 15) 式 成 立 ， 就 称 如 (是 由 {F 2€ (— 00, 09)). 导出 的 说 
测度 . 


52 BAE Hüben 空间 的 此 休学 与 久子 - 
382 {AAEL eo, oo) HE GR, 那 末 它 必定 在 B ESI 
出 唯一 的 谱 测 许 . 
证 对 于 -co<a<5< + oo, fE 
E((a, b]) -E,—E, 
ER Ego Ean 分 别 理解 为 及 0. 


对 于 任何 AEBo, 如果 A= [.) Gu POR H Gao b G= 2, 


#4) 是 两 两 不 交 的 , 那 末 令 (5A) — 5 En E), $20 
` i=l 


RR, 上 测度 各 的 情况 相仿 可 证 ， 这 里 的 B(A) 与 A= [.) an bo 
iat 


分 解 形式 无 闫 . 

EREU, A=. AEREE (E, B) Eie Bu. 
ürT ULL — co 4<oo} 是 谱系 ,容易 看 出 , 对 每 个 AEB, EAE 
EAF, MHAE) Be EEE AET 
性 . 

任意 取 定 aC H, Vg E! LER 9.2) = Cun, z), o0 A«c co, 
它 是 单调 增加 的 布 方 连续 函数 ， 和 第 二 章 8 2-- 样 ， 利 用 g. CO fe 
B, LRR us 如 下 ， 当 AEB, 而 且 4 表示 成 为 有 限 个 互 不 相 
2E RS Cas, b IS) FRI, 


H(A) = 2l (9.50 —9.(0))) 
TARCE 21/972 íPHE 6. GP, Bo ESSERE, BEHA} 
C. B, JE — IE HE OEIL, ja LL] AEB, 时 ， | 


el li Aa) = = B.C A) 
u=] D "1l 


L $7 WR SREMA 854 
这 就 证 明了 
(z( U m z) = S1 2) 


TI REIS CUTS 6 定理 5 0692; UE COR LEE TR 89 RO, 立即 可 知 对 任何 
s, yEH, 


(a( U m v) = zi (ECA,) z, y) 


BEA E KR (E,| 4€ (—oo, oo) ) n HEURE, 证 毕 . 
BE dU RERTUÉ 76 E- A FIER 3E 4 SER, 
定理 4 设 召 是 ( 苹 , 及 ){R 是 一 个 代数 ) 上 的 谱 测 度 , 设 S(RY 
是 包含 且 的 最 小 0o- 代 数 . DRE — H8 OX SCR)) Ens unn 
度 译 ,使 得 当 AER kh, £(A) - E CAD, 
证 对 每 个 xs 五 , 作 ( 六 ,县 ) 上 的 测度 ul 如 下 : 
u.(A)—(E(CA)r, z), ACH, (7.18) 
那 末 H(X) mal", Hip 03€ $4. CAE LAE -- Mb REdn 
SCR) EF.ib —q- Np BE of, 204 ACR Ist, HH C7. 16) LEGS 
Bess A) F us y CA) —2 5, (A) 3-390, (A) 
当 我 们 把 上 式 左 右 两 边 分 别 厦 作 ER 上 的 测度 , 并 把 它们 分 别 延 拓 
成 SIR) E fuae Eb, Ao POR DIR EC) az aC), 202 CA) 
t*t245,04), 由 延 拓 的 唯一 性 , 可 以 知道 , 当 ACSCR)IE] 
Bs CA) t uz 6 CA) 242 CA) + 243 CA) 
类 似 地 , 当 a 为 数 时 
BRICA) — lal utl) 
XAA OxuiCA)afQX)-[zD[]. Bb pu AES k, E 
ERZ BICAMEGAEX IER. m S6 dB VA H h 
Hi (5 E IESER- H—ecexE ECAMEI 
(GE CA)a, z) := u CA) 
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这 样 得 到 由 SCR)SI NH E.4j 9-25 JE Ej 3 88 ET BIS ar 中 的 一 个 
PREG 天 (就 是 说 , 当 ATS (RH, KE CD AED JCSETET). h etea) 
* a fury pattia, "5 04.) C SCR) mi HS 7H AEST OS 7 EJ 
zycH 有 


(a( U m »)- * (ECA), 的 (7. 17) 


我 们 只 要 证 明 ECAY&SO CS? 表示 空间 Zo rp s SEEZDNOCTUEHO,. IM 
KE PERME, ROE 

M-Í(A|AESCR), EDEP, 
È Fula Hu ME dn. 显然 当 AER 民 时 (4) —ECA), BEL 
RCM, RNEN M 是 音调 类 : 因为 XEM, MAREX M 
EAHA ARAR ER ER X RATAT, RBC 


CB,C-. E Mih aR, 记 4= L) BB). 因为 
n-1 


(EB, )e, 2) (E(B, Vz, x) 
BEELECB,) Ze ECB, 0, 从 而 ECB, B, - E(B,) -ECB, DEZ, 
由 (7. 17) 8] Ag 

BCA) = G8) $1 (E(B) — E(B, )) EG) - lim E(B,) 


利用 $5 定理 5 的 证 明 方 革 可 以 证 明 POEZ, BiU LJ B,CM 
n=1 


因此 M 是 单调 类 ， 由 第 二 意 81 定 理 4 的 系 可 知 M 避 DS(BR)， 
所 以 M —- SCED, Wit Ë ERNE mE EA E hE. 唯一 性 是 明 
wA. HEFE, 

2i {F A&(— 00, 00) ) && H i3 BERE, RRS 2 它 导出 
CP, Bo 上 的 一 个 谱 测 度 E, 由 于 SBi E' 上 Borel 代金 体 所 
IX o- 代 数 B ETM 4, EREMO B) pnus, 23541 


M m ELT 
DE Ela 2) E, REEE AC (C eo, oo) HEC, B) 上 导出 的 
讲 测 度 、 由 定理 1， 当 fCBOP, B), FERRO [C4 EC. 


au toe [FEO EREMO Y HIR Uf, 4€ (一 co oo)} 
的 积分 的 形式 ; 
BLOCA 
定理 5 LJE, oo) JE H RRRA, E EG 
X BIG CE, B) ERWA., ERE 中 的 非 空 开 集 0， 设 它 的 
构成 区 间 金 体 是 {tas， ba) h Ho 


EO) = $10, s — Ea) (7.18) 
其 中 Ens Gib lim E;; 


b.: 
4 


证 由 加 的 可 列 可 加 性 ， 只 要 对 O=(a, b) 的 情况 米 urHH 
(7.18) #7, Alb: jach, <b, b,-b, IE (m5.], 8— 
1,2, E— FEIRE B CAI, MEERA E (a,b). HR E FS 
可 到 三 加 性 容易 看 出 

EG, 8)) = GB limE Ga, 5]) 


= GR) lim CE, —E “Eso Es 
HEEE, 


J3 S 


L i (X, R, P) X Hilberi zs (8p Eh NIRE SE EJ, VERE neH PM 
{P (E)r EER) 2kmLH, EADH, B) LfSZCcH NES. ARH GM 
L* CX, R, p) LERTE HI U, BENCE |= [ln], x6 H', 并 使 得 当 BER 时 , P(E) 
—UPUDU M An SS TREE P; SEU) fEL' OX, R, P) 

Go -XsGofG) vo 
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Ei X.CO E UERSEROEERGE — (提示 : UP E)r Ian.) 
2. WX, R, E) èH Hilbert Z Hop WE AUREIS IRI, f, R) 上 的 
有 界 可 测 函 数 , 4 一 | FG EGO, HE 6o (4) 的 充 要 条 件 是 存在 EER, 
EQ) =0, 使 得 inf |f) AlO 
3. igH25 E L(—co, co) ,对 每 个 实数 a, 作 吾 上 算 子 UWV G0 如 下 : 
当 feH By, 
(QJ (a) D (2) S e'e* f(x) 
(G Go f) x) f (z- 0) 
设 (El B, P) RET ERMES, ÓdnFY4E—4oxmi3e xt» 
EEB, f€H, 


PQDf —x. GM GO (T. 19) 
Wit rE—(z—a|zCE), WER: 对 一 切实 数 a, 

U(a) P CE) — P (E)U (a) (7. 20) 

V (P CE) =P (r,E)V (a) (7.2) 


4. 证 明 习 题 3 füiÉdpgEDdngE gr. BRE 7.20). (C.20 mA NUR P 5 
为 (7. 19) 的 有 形式， 证明 时 可 分 成 下 列 及 个 命题 逐步 完成 ， 
) 如 果 JEPE H, IRAH fp Sc e, efr f GO) PCI H; 
Gi) HC E, — (0, n1Cn 为 自然 数 ), a a; jaja ANC 
PV GO PG.) 0 
Gii HEM f. geP CE) H, la| Zen BT, 屠 林 


D ennf ta d=0 


对 一 切实 数 8 RY 

tiv》 利用 让 以 及 P! (— c2, ce) 中 Fourier 变换 唯一 性 , 证 明 必 存在 如 
EAF HER m., 一 切 P GLO H t b Ste L ma ms 外 斤 乎 处 处 为 霍 ; 

tv) WE peH, 状 且 史 是 在 [一 妨 klik TARS) 外 为 零 的 Borel 1a MER 
fü, dE —(elo(z)x0y, 证 明 由 (e"*o(r) ac R) SRMLUSSR PET zx IRUÉE Hil- 
bert 空间 L G^, B N F, m) rbi, 

CD IHEM AARM k, 记 H. DH pE k, KATOR NA, 又 记 
Qa) = P (ED Xna Fn del paul) A0), HA G, (v 证 明 
PB H,—LIP. BI E 0m: l 
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(vi) dg F, [ | Fas EB PC H= (En BA Fa m), FC m. 
此 一 人 


Mal; 


cili? FREUE E= 0, Ij, ide—supirimi(—co, r] NFD —0f, d= 
inf (Gum CF; (118, 0) —0) (显然 , PED H — L* CP,, BÜ Fm) - LH GG Ge, 
4. BO Gi G4), mD, IH G.2D VEHI dett, 

(x) AIR G.20 $m PATA, PU; —I, WEBER G 4-1 
(ib, SER Fm (0, 6-1] 

Q) 证 明 一 切记 间 E - (a, 81, P (D) H — L' Gare, pto), BN Ga te, 
Etot, m) M uS] PE C. T 的 形式 . 

5. B(X, R, E) & Hilbert 2298 HF E üt u M HESSIH, f gcBCX, R), 并 且 
JGr)gG) 1. ER AA A — Goa G Y XE RIS, 并 且 A7 e gE). 

6. E(X, R, E) 是 Hilbert FHA [: I EE EE ZEE, f geBCX, R). AE 
存在 SER, ECS) —0, 并 用 当 a5 时 , fér)—g(2), WEM 

[repas = cogo) 

7. WECX, R, E) J& Hilbert =W H EB ERES IR, fg BOX, 8), n 
1,2, +, 并 且 - 

(D ERB M, RETE a Cn) | M E EX JR ins 

(D limg,G2— f Cr)iEXEH ir, 


证 明 算 子 序列 1 [g, COL EGO ai cac P jo [Gar 


$8 西 算 子 的 谱 分 解 

1， 画 算 子 的 定 愉 ”在 本 地 中 ， 我 们 将 讨论 酉 算 子 , 特别 是 要 
研究 它 的 谱 分 解 . 

定 巡 ” 设 己 是 由 内 积 室 间 互 的 线性 子 空 间 鳃 47) 到 内 积 空间 
的 线性 算 子 , 如 果 对 任何 EZ), HERIUS]— pm], BRE U 
是 在 多 (DJ) 上 保 范 的 . m R ZU) =H, HELU 是 多 (UV) 上 保 范 的 ， 
IRF: U EHFG HREF, 23H =G i), EU EH E RES 
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ABE. AuRAXQU)—H,SS(U)—-G,JERUJEÉZ(QU) LRR 38 
XRU EH SIGUEX, 5 H =G 时 ,简称 是 吾 上 的 西 算 子 . 

H 上 的 西 算 子 , 在 物理 学 上 习惯 称 为 么 正 算 子 

如 果 互 到 如 的 线性 算 子 5, 是 在 €) 上 保 范 的 ， 那 来 当 z 
X0, LEDU, AIr =1x1 关 0， 立即 知道 UU 是 连 继 且 一 对 一 
的 , 即 呆 是 可 道 的 ， 特 别 就 得 到 : 内 积 空间 五 到 内 积 空间 G 的 丁 算 
子 是 有 界 的 ,可 逆 的 , 并且 0-! JE G LH. ESSET. 

引 理 1 设 石 ,G 是 两 个 Hiübert?xi], 性 是 五 到 @G 的 线性 算 
子 , 那 末 

OUE DU) 上 的 保 范 算 子 的 充 要 条 件 是 对 任何 x， 
gc), 

(Uc, Uy) — (x, y) (8.1) 

EHU 是 召 一 好 的 保 距 算 子 的 充 要 条 件 是 对 任何 m, gH, (8. 1) 
mr. 

(i) U Æ HG 的 西 算 闻 的 充 要 条 件 是 

UDI UU*= IoD (8. 2) 

或 者 是 0 
DE fhi (8. 3) 

WE (D 击 于 内 积 空间 中 的 内 积 可 以 用 范 数 表示 ( 见 8 1 的 极 
化 恒等式 (1. 5)、(1. 6))， 易 知 多 (UV) 上 的 保 范 算 子 必 保 持 内 积 不 
变 , 即 (8. DRX. 

反之 , 如果 (8- 1) 成 立 , 在 (8. 1) 中 特别 取 m — y 时 , EU ER 
范 的 . 

Gi) (8. 2) 的 必要 性 ; NUR U RE ELRCT-, PR (8. DIA, 对 任 
何 z yeH, # 


D Indi 分 别 表示 五 及 上 上 的 恒 等 算 子 . 
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(2,9) = (Ug, Ug) - QU"Um, y) 
其 对 一 切 r, yeH, 
COU*U — I}, y) —0 
特别 取 y= CU*U —15)2 时 , 由 上 式 立 即 得 到 对 任何 eC H,. (PU 
—Ig)x —0, Up U*U — ly, 
KAAF) =G, 所 以 从 U*U — Ha "p An U* ORE U B9 ET 
Gp U^ -U*), EE U* 是 G>H Bop SR, Op U* 应 用 已 被 证 明 
5 (8. 25 [928 — 3X. IE] SC PERIQU*) *U* — Io, BI UU* — Fo. 
(8. 2 的 充分 性 : Hr T UU sIn, 因此 对 任何 c, 9C H, 
(x, y) — QU* Ux, y) —- (Ux, Uy) 
HICS. D jk or, Man U EREA. MA UUt—I. i AU) 
G, RIU EH G WAAT, 
显然 (8, 2 成 立 的 充 要 条 件 是 (8. 3), EE, 
R RCX, R, E) 是 Hilbert Zrjp H enis ea Bess ia]. HK 
feBOX, OHRI f] — 1. 那 未 谱 积分 


- [rag 

是 丁 算 子 ， 

证 由 $37 定理 1 的 0),0*=|J48， 又 由 $7 定理 2 
&23, 

U*U -UU* - | Ifa -jag- 8G =I 
BuLUAXH BB EAT. un. 

下面 我 们 要 研究 Hilbert Zi AEH LHET H>H 上 的 

BH T). 


2. B CORE 在 87 的 第 1 段 中 我 们 说 过 ， 如 果 忆 是 
A n EAA BRULO. 3) 式 ) 吾 中 的 画 算 子 瑟 有 形式 
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U= NAP, SIBI 
1-1 4=1 


其 中 [| 二 1, P0712, 2) 是 相 五 直 交 的 投影 算 子 ， 把 4 记 

ER €, (00,22). Maik $7 例 5 的 方 靶 ， 由 {P REUS) 

(1,2, 2) 可 以 作出 一 个 谱系 (FELO, 2 ， 这 个 谱系 是 

[0, 2*:j 上 的 谱系 .而 顽 的 表示 式 也 可 以 写成 积分 的 形式 
Dr:=|endB 


现在 再 看 一 个 无 限 维 的 Hilbert 空间 中 西 算 子 的 例 . 
例 1 考虑 复 Hilbert 空间 L0, 27], U 是 如 下 的 算 子 : 
(UD (O) =ef), FELTO, 22] 

容易 知道 算 子 0 是 LLO, 2x] 中 的 省 算 子 . 

对 于 [0, 2z] 中 的 每 个 Borel $ A, EAT EC ST: 

E(A f — X ((OfCO, FELLO, 22] 

其 中 4 是 4 的 特征 函数 ， 这 时 , 对 于 任何 [0,2r] 中 Borel 集 A, 
BECAME ECRENCT, i E ECO, 2«]rp Borel 集 全 体 所 成 的 o- 代 
数 Bios EBORE, EIE UE CCO, 227, Bis E) 是 个 谱 测度 空 


WL BrPOCOf D -| fCOsCOU SEE se 8, 对 于 任何 
f. gEL CO, 2a] 
[aED = [^ ef d= Qf o 
Bic, | 
AO EE I 


本 节 的 主要 目的 是 要 证 明 (8. 4 是 西 算 子 前 一 般 形 式 . 也 就 是 
说 ， 对 于 复 Hilbert 空间 如 中 的 再 算 子 了 ， 几 定 有 《L9，2r]， 
Boen) HASIE MIE E fitCB. DSL EE Vr. 
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NX 
3|38 2 设 Pes Pic.e'!' 是 一 个 三 角 多 项 式 , WHAE 


li Sk t, PCe'')>0. 那 末 必 有 三 角 多 项 式 QC) 二 了 1a.ei! 使 
P(e") = |Q Ce)? (B. 5) 


证 SJARM PG)— lez 在 15|=1 上 取 实 数值 ， 
-N 


由 复 变 函 数 中 的 Schwarz 反照 原理 可 知 PC) = P(LL). XNA 


PCe 0, Plz) 在 单位 回 周 上 没有 零点 ， 设 P(z) 在 划 位 图 jz*| 之 
1 内 的 零点 是 Ci Ga, tt m 其 重 数 分 则 为 mama, mu. 由 于 


P(x)-P) -0 Bii 也 是 Pl(z) 的 零点 . 由 P= 


P( 言 ) 容 易 说 明 零 点 寺 也 是 m ki. Mit 


"n, 


Pie) =e TT (—a7- (1-4) 
LIES! Z kg 
所 以 就 得 到 


Peit) e [Ie 7 i (0 
» m-1l 


iàQG)- c JI c7". 那 未 {8.5) 式 成 立 ， 证 毕 . 
定理 1 RUER Hilberti 空间 万 上 的 西 算 子 ， 那 末 必 有 五 
中 唯一 的 谱系 {B19s[50,2z]} 满 足 Bo 一 0, 并 使 
v=| eraz, (8. 6) 


在 证 明定 理 1 前 ,我们 先 回 忆 一 些 事实 : C. — (FI fEC[O, 223, 
f(0) —f(22)), EJ& Banach 空间 CEO, 2x] 的 闭 线 性 子 空间 ， 对 
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于 f€Cs.fi = MAX FIC |. Ti. 表示 三 角 凶 项 式 全 体 ， Tan 是 
C5, RSR TE T E, 而 县 Tas 在 Cou ip BRE, 

下 面 我 们 再 谈 -* 卡 定理 工 的 证 明 的 电路， 如果 E, 是 [0, 27] 
上 的 谱系 , RESE 10945. 由 (8. 人 引 式 定义 的 算 子 可 是 个 西 算 子 . 
现在 的 问题 是 反 过 来 , 灶 丁 给 定 的 西 算 于 ,要 说 朋 一 定 有 这 样 能 
谱系 。 这 个 谱系 应 读 怎 样 去 找 昵 ? 我 们 设想 对 于 酉 算 子 g， 如 果 
WR ERA ,使 (8.6) 式 成 交 。 那 末 由 $7 的 定理 2 的 系 2 可 知 


EE 
=f "dE, (n=0, +1, +2, =) 
ü 


I DIET HERI AP US Ple’), IN P(e^)dE, MES ET 
PU) SERE, 对 于 任何 两 个 元 4, 9CH, 
VIUERE "Pcia, y) (8. 7) 


但 是 在 (8. 7) s rp o TIGE RS E RESUNLP R yc H, Zr, 
Aug. MZASIRAW T. 在 C. 中 是 称 密 的 . 如果 能 够 应 用 
Ci. 上 连续 线性 泛 阔 的 表示 定理 , 那 末 对 于 m y H, CE n. y) 就 可 
以 确定 下 来 了 ， 出 此 可 见 , E, 确实 是 可 以 报 据 己 KRAE. TH 
我 们 就 把 这 个 想法 其 体 化 . 


N 
定理 1 的 证 明 对 于 三 角 多 项 式 Pe”)= Dee, 称 三 角 
-N 


多 项 式 ce 为 靖 的 共生 三 角 多 项 式 ， 记 为 Pe), EY 


S * 
mie" 简 记 为 P(Z)， 这 时 P00V)=P(V)*， 两 个 三 角 多 项 式 


P(e) 5 Pale) 的 乘积 P,(e' 显然 仍 是 三 角 多 项 式 ， 而且 
PQU)—P,QQU)P,Q), 这 些 都 是 可 以 直接 验证 的 . 
对 任何 PCT. 及 和 任何 v yeH, iE 


$8 丁 算 子 的 谱 分 解 am 
PP, a.y) 2 CP) m, y) (8. 8) 
fO. 把 式 , 对 任何 固定 eg H plu; PI (Pom DAE Tau dt 
BER EPTIN. Pan Rd dE Bgm JE RSEN. 
AUR P ELO, 22] ]- FUR IE fü 85 — fh ae LS. 由 引 理 2, 有 三 
fu dup 9 fi PO) -1906 |. 所 以 
Paal P) = (OPQUD2, 22 - (QUU) QUI 2, 22 2 1000) 2]0 (8.9) 
如 果 卫 是 实 位 三 角 多 项 式 , 那 末 对 于 任何 e IP], P, 2e—P RE 
HA, 由 (8. 90 XX, 
Pr POS (er, 2) — pa (PD 
这 就 得 到 palele, 1), Ae TFI 就 有 panl DS 
IP[IzP. BAP EREE P, RE Pe CP EI[PIIEE 因此 
I9, CP) TE Pr! (8. 10) 
对 于 复 什 的 三 角 多 项 式 P, 它 的 实 部 和 虚 部 是 实 值 的 兰 角 多 项 趟 : 
P=P+ iP hC 10) 式 对 于 PP. WRL ARIPRIESIP 
{P|< [Pl, 
Ies OD E ps OP LE |o (PO l ELP] 


所 以 对 CEH, paal . ) 是 ma。 上 的 连续 线性 泛 国 ， 但 由 (8,.8) 式 ， 
我 们 得 到 极 化 恒等式 


1 . . 
Pra m (Parser Prost VPibpiyoza ip tP inr 23] 


因此 对 任何 x gm H, uu C ) 是 人 ,上 的 过 续 线 性 泛 函 ， 因 此 由 
第 五 章 8$2 定 理 4 的 系 , 必定 存在 唯一 的 e r, g)€Vi —— BIER 
3&0 i— (0. 2, y), 6€ (0, 22 ], RE [0, 2] EGAR EZAN, CE 
C0, 2a) 中 每 点 是 右 过 续 的 ， 而 且 v (0, 4, 拉 二 0 一 一 使 得 对 任何 
PET,,, 


. Pest PI =p (DP, 4, 8) =| Pleap (0, zy) (8.11) 
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iE EE y CO, x, y) COELO, 27], x, y€ HO) TE HC: 

G) 90,2, 30 XC x g 4r MERRER. 

事实 上 , 由 于 pT v 是 线性 的 , 因而 对 于 n xs yE RER 
两 个 复数 A As, 由 (8.11) 式 得 到 


PP, zu 的 一 | Pedy, 0 9) (8.12) 
PCP, ns D m [ PC) 499, cua (8. 13) 


CP, Ait, + Asso, 用 一 | Pedy, a Am, 4) (8.14) 
HT s (P, 2, 2) EER PE fS, 由 (8. 12—14) 得 到 
[È Pee)dy C0, Airit heny) 


=[ Peepe, zi 9) 十 A (0, ta 931 (8. 15) 


由 于 等 式 (8. 15) 对 任何 PET. 成 立 , 由 第 五 章 82 定理 《 即 得 

V B, Aiti Ars, #) =A 0, za) APO, ta 9) 
XXERUEBE T p (9, x, 扩 关于 x ERR, ET y Bü dk HE SR Medo 
以 美 似 地 证 明 ， 

Gi) 对 于 z€H, $ (0,2, 2) T 0 ) 是 单调 上 升 的 . 

HFI ERR PET, gp(P, nz, x)220(RL(8.9)30, ARE 


当 p(e)0 MÈ PC dp CO, m a) 20, MR E E E S8 UD m 
由 (9, z, z, ) 关 于 8 ERW EAH, 
Gii) 4EC8. 11) 3C rh P — 1, 得 到 
(2, 4) = 92m, 2, y) — 9 (0, 2, y) =p 2n, a, ¥) 
PEE Emi D, 当 9€[0, 2«]h, Ox (0, r, scm m) — x]? 
£x E Bre, 9 (8, z, y) 3 BE 8C[0, 2n ]b, EH. EXER PERS TE 
Hi ag IS Oyaa) Sjel Riek $6 的 定理 2 及 定型 
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4 "f E  HI rp CL HEAR EE T. Eu 使 
Uus, D) — BO 2,9) (B. 16) 
由 性 质 (iiD 即 知 Es, =T, Mi Bo 一 0 EER, E, 的 右 连续 考 
是 由 于 (0,2, y) HUE ER SE, DRE FUE ULL CE REREA 子 ， 
那 末 根 据 87 的 定理 3' 就 知道 {8} 是 谱系 了 ， 
对 于 任意 两 个 取 实 值 的 ,9E7T2., ARE YEH, H C8. 8), 
(8. 11), (8. 16), 


()s, QU) = [Pret Qu 8.17) 
但 由 于 QUO JE BL dedo, 所 以 
Gur, QUY) = QUO Es, 0) —. "Oct «Irun 区 
另 一 方面 , (8. 17) 式 的 左边 又 可 以 化 成 
(Us, QUY) = (QU) Pz, y) 
=È PCC dEr n 
REZET S8 定理 6 的 系 1 这 个 积分 又 等 于 
eec {Jeter Yas, ] 
所 以 (8. 17) 式 就 变 成 
Prena fonas n) ] 
=[ Penal [ler Ya gus p ] 


由 于 上 式 对 任何 _PEz。 RGLT.dEC. PAR. BAERS 
Riesz EIRA RGR tt, 就 得 到 


PODIE p) = [OEE (8-18) 


FRENEZ gO AIT: 5 <a it glt) =E, y), Mp £98 


S68 —— 第 六 章 Hilbert SEESLEUJL fap SE Ej CT- 
9,(0) — Gur, p), ORE 18) UR 
f aedy = | OEE Ea, y) 


因此 , 由 于 这 式 子 对 任何 QCT., 成 立 , 仍 由 Riesz ZEAR 
表示 的 唯一 性 ， 

ot) — CE,E,a, y) 
所 以 当 250 B, CE m, y) — (EEr, y). Rt £—0, Bnón E,— E?. BEA 
E, 是 投影 算 子 。 因 此 (EQOC[O, 2z]) 2E MR, ， 在 (8, 11). 中 取 


Peh) Ee", 就 得 到 (Us, y) =| LU y), DRE CB. 6) RRN. 


从 定理 的 证 明 过 程 可 知 使 (8,. 6 成 立 的 谱系 是 唯一 的 .证 毕 . 

定理 工具 是 在 复 空 间 中 成 立 ， 在 实 空 间 中 , (8. 6) 右边 的 谱 积 
分 一 般 没有 意义 另 一 方面 , 即使 在 有 限 维 实 空间 中 , 丁 算 子 也 不 
一 定 有 特征 值 ( 例 如 ” 维 实 欧 几 里 得 空间 的 旋转 挛 换 就 没有 特征 
H), 所 以 就 谈 不 上 谱系 了 . 

定理 1 称 作 丁 算 子 的 谱 分 解 定 理 ， 定 理 中 的 谱系 GIOCO, 
25s] WOGBERET- U 的 谱系 ， 

现在 我 们 指出 谱 分 解 定理 的 一 些 应 用 . 

R1 如 果 复 数 5,15| 关 1 MÉ EBERT URIENG, 


证 因为 poerah, en Dite gg 三 是 [0,22] Li 


ai’ -~ 
续 函 数 ， 由 7 定理 2 系 2 即 可 验算 | ,5 


算 子 .所 以 5 是 吕 的 正则 点 ， 

X 2 数 O<) 是 西 算 子 UU 的 正则 点 的 充 要 条 件 
ERER 6, 使 得 的 谱系 E, 1610,60, 6 p CECI CHR. E, 
d£ (0, 一 6, 的 二 6) 中 取 值 与 9 无 关 )，1 XU IS IERE P SERE A Y 

正 数 ó, jE 0c(O,0) 时 E,—0, 34 0C(2x —Ó, 2r) Br 
E,-—I. 


ÆU —£1 fry yit 
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证 ”我们 讨论 0:€(0, 220 的 情况 ， 
充分 性 : Am U Ga RE 0, 的 某 个 邻 域 [8 一 吉 名 十 果 中 是 常 
算 子 , REO, 2r] Ef3--7 MESE ERR 大 有， 使 它 在 这 部 域 之 外 等 于 . 
e** mx ju hé E LAT. e^o, 这 当然 是 可 以 的 ， 这 时 , 由 于 


Lh. “dE, = NE fCOE, -0, 所 以 
v-[' oras - [7 KE, 


而 因为 Fgy ECCO 22, [7 LB， 是 有 界线 性 算 子 ， 


FO em 
tgo —emag, -U et 的 逆 算 子 ， 所 以 e QBUS 
正则 点 ， | 
必要 性 : 用 反 证 法 。 设 在 ;的 任何 环境 中 E, TERR T., 那 
KARA Garbo, Eo, AE WAR 0,770. AR mr, Eled 
=1, E (En —EQ)H(— E, HOE H), T 48250270, Eh, EE H 
CEH, 出 当 00, 时 , 因 rni BH, E HDEH, Fir Edy 

这 样 ， 
(Eg, zy) = M Li ffs 
10 当 6-0, 

所 以 


HE 
TOIA | [e'* meoj E E a, en) 
PE 
P . 。 
| |]e 9 一 ee 有 ya 2.) xes zu l* — es 
其 由 ce, 一 sup jet — eito[3, 34800 kF, 显然 €4— 0, 但 如 果 ete 
$€ígg, PT - 


xU E 则 点 ， MR raS U en YIU eneh oM 
n-»co I BE SH 10 A, HIT e' ”不 可 能 是 上 的 正则 点 ， 
同样 可 证 1 为 忌 的 正则 点 的 充 要 条 件 ， 证 毕 . 
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RI nOA) 是 酉 算 子 史 的 特征 值 的 充 要 条 件 
A OESTE... 

证 充分 性 : uj Esot E RE EEH, zi] Eoo H. 
$9550, MRH O0, hf Erto =E, toto 25 0-0, B E,,05 0. 
因此 


(Uzo y) — fe "dE. y) (eor) (CH) 


PELA Ury e t erg. 
”必要 性 ; 如 果 efto EU RAEE zo 是 相应 的 特征 向 量 ， 
IBK Uz etm. RACO 13) 我 们 得 到 


FE 
0 —- E —ei*Dz, |t = E |e'* — e"o EE s , Zo) 


üt LXBSUI UB, HEIRAT IRETE 9-0, 处 等 于 0 外 是 正 慎 的 
连续 函数 ， HCA) — (GECA) 20, zo ) E CEO, 221, BEO, 2x1) E ff BN E, 
因此 村 积分 为 0， 必 须 独 度 CORPER HE (0) E. H E, 的 
HERET ARCE 2 zo) TEC, 22 1 kik, XE LO, 0) 于 也 是 
常数 ， 所 以 
(Eana, x9) = [xo [?, 24 OE, 2a] 
Gites) m doge sy 0, 当 GELO, 6.) 
因此 当 HECh, 2x |IE Eto = to 24 SELO, 6,) 时 Erra =0, 这 就 
得 到 | 
E, -oto 0252, — E,uzy AE. 
n AR 3 的 证 明 中 还 知道 ， 对 于 如 EL0, 2x],V 的 相应 于 特征 
值 e** 的 特征 子 空间 是 l 
{r] U r= e''ex) = (E,, — Ea oH 
我 们 再 要 指出 谱系 的 一 个 重要 性 质 . 
系 4 设 品 是 复 Hilbert 空 闻 中 的 西 算 子 ,， (E8€[0,2x]) 
ÆU ff ER. EC, 22], BOCCO, 27]. E) REIHEN PEZ IRL, E2E d iE 
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R(E PELO, 2a] ogg EOHHE, MEHTERU RDH 
有 界线 性 算 子 A, E, 以 及 ECM) OMEB 0, 22) 都 与 4 TEIR. 
证 由 于 -所 ==UV4, 容 易 证 明 AU" 2U" A(—0, +1, 2, ---). 
N 
Pi oS EE RI 7 — f TRU, Pe )= ice, DA APU) = 


PKU)4， 所 以 对 于 一 切 z 4€ H 
{ Pe aan as g) = CUM As, 9) - (APU), y) 


= (PQD2, A*y) - [Pass A) - | PC!) CAEss 的 


由 第 五 章 S 2 PRERE IERTA, Ar, g) — CAE m, y? 
H-E e EH 成 立 , MEERE EQA— AE, 4M -(M,MCBI 
[0,22], (M) A - AECM)), XE nis (RENTO, 221) C M. 
X45nM 成 为 单调 类 ， 所 以 M SSORSS DO, 22) 二 SCR NN 
[0,22] — B(1[0, 22], Hb — 9] MCB (0,23, ECM) 55 ATTA 
换 . i. 

3. 相应 于 酉 算 子 的 谱 测 度 我们 注意 复 Hilbert % Hop 
丁 算 子 的 谱 o(0) 是 贫 平 面 上 单位 加 同上 的 一 个 闭 集 ， 令 Bao 
表示 o (0) 中 的 (平面 ;Borel Atk. 

WO,B)du Az EJEÉCX,R) EUN GENE), 
如 果 SER, E(X —58) —0, MREE RPE S E. 

定理 2( 丁 算 子 的 谱 分 解 定理 ) 设 品 是 复 Hilbert SRH E 
fo WAT. SIS Do Co QU), Bos) ED BS EIUS F 8h23 


U =| ,AdP (A) (8. 19) 
WiB.P Rin HEN: 对 于 任何 MEB 及 互 中 任何 一 个 与 志 


加 ”两 个 有 界线 铂 算 子 戌 立 AB=BAH 4 S BAM. 
© Rs 是 (一 co 090) 上 由 左 开 有 闭 区 间 张 成 的 环 , de HUNE 3€ 81. 
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可 交换 的 有 界线 性 算 子 4, FONS PE E. 1 D 

证 对 于 西 算 子 口 的 庶 系 {8,19E[0,2x]}， 我 们 作出 它 的 诸 
MWEE HT E E20, B ECO 222) 一 1 因此 谱 测 度 集中 
在 (0, 25] 上 ， 而 (0,2z] 的 余 集 的 谱 涡 度 为 0， 我 们 可 以 把 说 测度 
限制 在 X—(0,221E. 4 C， 表 示 复 平 而 上 的 单位 图 周 (AL 1A] 
—1L4£(Q, 221—250; 的 一 一 对 应 :和 -> e. ii Bo, — (TAI 
AEB, AC(0,2x])(B 表示 直线 于 Borel Ak). Be, 中 的 元 
称 为 C1 中 的 Borel fi (SRAWE $ 4 3E 17,18), AAT 
以 把 (B81, B) ERG WEE ERRO, Bo) 上 的 谱 测 度 了 如 下 : 

F(TA) -E(A) AEB, AC ((0,22m] 

WKM fe8(C;, Bo ) 时 可 以 证 明 


1 feoarco = fa FEO (8. 20) 
Ci (03221 


XX, MfG EOM, ina <s AEC) = 
T(0|g, xzfCe'*) «y, 9€ C0, 2n ] ar BJ £838 
F(C G ci f A) R00 EX Gri ix f (ey) 
由 此 就 得 到 (8. 200, HEM 1 和 (8. 20) 我 们 知道 
U =f. AF (A) 


所 以 只 要 证 明说 测度 也 集中 在 o(U) EXE T . 由 定理 1 的 系 2; 如 果 
etC p (D0)(0<<6o<<2z), SIRE, TE 0, 1) 3E 4- SEHE I Jc AT, 因此 
HER e EE e te= BLUR IGITAR AL BE GL 
eR Oe), ER FOC 79)) 0. 4 1€ oU) We, R 
证 明 有 C. LIA 0(1) 包 合 1, mte FOG) —0.. TITLE A z 
可 加 性 , 对 于 单位 圆周 C. 上 任 一 含 在 o (7) B SERI v TEF) 
=0. 由 于 ce(O) 是 闭 集 ， 类 似 于 直线 上 开 集 的 梅 成 区 间 ， 可 以 评 
8i pCU) QC, TARRO, LESARAPREI 


53 pix True 371 


f (参见 第 四 章 84 习题 16), VGTESREROTSK F MAHO, Mie 
FC(oQU)(10,) 0. MARME F Æp rt 上， 证 毕 . 

有 了 时, 我 们 也 称 4C， 吾 o， 本 或 (CD 五 oo P) f NE 
JURE ff WE RI RE iR]. 

定义 VEA JE Hilbert 空间 吾 上 的 一 个 线性 算 子 , 如 果 存 
在 BCo CA), B.) (HH) HRR J F) 满足 如 下 
A 

G) 线性 : 24 o, B AAR, Fg B(o CA), Boe) 时 

(af + Bg) CA) —af CA) + BgCA) 
(i) «aH 4 fogeB(oCA), BaD 
(fg) (A) — fCA)gCA) 

Gii 3 felhpfC4)—1. 

Gv) MfG AI, FA =A. 
那 未 就 称 F9 fODRECTIRR, 

由 谱 积 分 的 定理 , 立即 可 以 得 到 

定理 3 WUXA Hilbert "in] Horns HOT. CWU), 
Bos £) KB FU RREA RI op JEBU) Bio), 4 

| F= | FEG) 
那 末 了 HF-> f(QJ4JEN TR. 

4. L'-Fourier 变换 前面 我 们 曾 介 绍 过 L'-Foutier 变换 ， 
现在 我 们 要 用 西 算 子 的 观念 介绍 -Fourier 变换 ， | 

定理 4 (Plancherel) 对 任何 FEL {— o, co), 存在 L'(—c0, 
co) ER E 


(Uf) (2) - GB) lim Af ef yy (8. 21) 


O GEHBBSGJRNVIS Eftto C4) 中 的 Borel e, Bou =B Nola) 
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WR, D:f[ 一 2 E 1 (- o, o0) 中 的 西 算 子 ， 它 的 逆 算 子 的 形 
式 是 

证 “把 有 限 区 问 的 特征 函数 全 体 记 为 26, X HTC RU 
线性 组 合 全 体 记 为 .Ab- WRN EM i Uf — [etta 


QU f) GG) lim =f. eirf (y)dy (8. 22) 


Uf il e'"'f(g)dy, TR CREF L'C—oo, oo). 
当 六 geX 时 ,利用 积分 公式 


P 1 corgr x |e 
E Y 


可 以 直接 算出 

Qf, Ug) = (CF, g), Uaf, Ug) =F, 9), (Uf, =, Ug) 

(8. 23) 

Tg U; Us 显然 是 线性 的 ,因此 (8, 22) 3 8-P. f. ge aur. 

因为 .在 在 了 (一 oo, oo) rt 885, UU JE A Eo ERR VERE 
Td BEELU:,U, HEE -IREE L, ec) 上 的 有 界线 性 
算 子 ， 延 拓 之 后 的 算 子 仍 记 为 D 及 U3，， 由 内 积 的 连续 性 可 知 ， 
(8. 23) 式 对 f, gc L^(— co, 0048 X, or, h U U fi OR T tE BD Ar 
U,*U,—U, U,—I. Bp U,—U,* Js UU, —I, 因此 出 引 理 1 
AU, ERAY, 从 而 U,—U,—U;' 也 是 西 算 子 . 

Xj 470, & N,—(f1f€L'(—0o, 05), 24 |z| - ABE f(x)=0}， 
MER JEN, @>0 kt, di U,*—-U. 和 


1 1 - 
Ua tosa = zg e —1) (a> 0} 


得 到 ^ [Gd = OH. Zoa) — F, VX) 
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1 EPI ge? -一 下 
ve de (GM 


Bibi] e RFRA E 84 对 大 区 一 eco) 的 Fourier 变 
Hiittinen, EIE JEN, HM 


Qf) G0 MR n. ** f(s) dz (8. 24) 
类 似 地 当 JEN, 时 
(Uf) a) =r], e Pn) de (8. 25) 
XEFfCLC- o2, c0), 内 为 1=( 强 )lim Gra, 由 (8.24)、 
(8.25) RU, U: 的 连续 性 就 知道 过 = VD 一 Da。 证 毕 。 
定义 设 fene, 2 函数 
Fa = Glin v3 m. e't f(z) dz 
称 为 了 的 L*-Fourier z&i8, LERU: F X) L'-Fourier 3E 
换 ， 类 似 地 , 函数 
Fo = Gym | efa) 


称 为 了 的 LD-Fourier 道 变换 ,了 世 称 Jf 为 五 -Fourier wks 
H AXQ. D - U, DRA Parseval 公式 ， 
这 里 Z)-Fourier 变换 比 第 三 章 中 的 L'-Fourier EHE 


个 常数 因子 ~~ 是 为 了 使 它 成 立 Parseval 公式 ,同时 也 是 为 了 


f Fourier E RAGUDPER A RTRUVESERAE, 
例 2 现在 我 们 研究 -Fourisr w U xx ^- Vg E T- 69 o t. 
为 此 , AMINEL- co, co) rmi SEP J An: 
Qf)(x)-f(—z) f€L'(—02,o) 
显然 了 是 酉 算 子 ,而 且 在 (3. 21), (8. 22). 中 由 变数 替换 r —x 


站 
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可 以 看 到 
UJ =U 
因此 Ut—J. [BJ*—I,BIULU*—I. BERE $5 引 理 二 得 
oF) = face) 
[B eG) — (0, HRL o (0) C41, i —1. — ih, Arii h E RT 9E 
分 解 定理 , 必 有 区 一 02, ce) rum E, ER pE {1,% 一 1， 
一 让 上 而 且 
I-E(Q) -EG-1)) + Ei -FEB({—i}) 
CE) EDT iE({i}) -iE( — i) 
实际 上 士 1, — 2 AB AEU tHE. 
. 5. SESRERELEESU 7o T FERES EET EO ERE IC CEDEBL EE BE n 
的 庇 用 ,首先 我 们 介绍 一 下 概率 论 中 的 基本 概念 . 
定义 设 了 -={02,B,p) 是 一 个 测度 空间 ,如果 OCB, H pCO) 
=1. 就 称 芋 是 个 概率 测度 空间 , 而 p 就 称 为 概率 测度 。， 可 测 空 何 
(2,B) (B 是 oa- 代数 》 工 的 可 测 函 数 f£oj D Ese d HESS B] X — 
(2, B, 8) 上 的 一 个 随机 变量 ， 如 果 EL, B, p) akt 
ED= | fap 
EETAS RFR 1$ x.(n—0,--1, 52, -) E X ERBE 
PMi, 而且 ELCO, B, p), hm EG) e ER, id ELE Gra) 
RR a — mo 3S—— kA r(n—m), fu2gdB3E € —— 就 称 
(z,) E — COO) ER BEL NJ, 
TERNE HER BG) 二 0 的 平稳 随机 序 列 ， 记 A= (un 
—0, xl, (ng EISE, 按 平稳 的 定义 有 
(ra, 14) =r (amn) (8. 26) 
Hp, RRE, B, iS PEL. WANA ES NCFUmV: 


Uta = Eygi VES Goa 
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ji C8. SORAIT 4 中 任何 两 个 元 t, y, 

Cr, y) = G, Vy), (Ur Uy) = Gr, y) =W z, Vy) (8. 27) 
qümgzkvkje U.V wia- Sy ERR 4 张 成 的 线性 安 间 M 上 , 容 
BOR, IX (B. 27). z,y€ M Os, EL U.VIEOM $4) 型 上 
MERT. MA Xm M dk LO, B, p) ipis Bia, GR BT HE 
一 个 Hilbert 空间 ， 由 第 五 章节 2 的 延 拓 定理 1, U,V AE 
成 豆 到 吾 的 线性 算 子 , 即 (8. 27) 对 xz, 都 成 立 ， 由 此 易 知 U 
V 都 是 酉 算 子 而 且 了 三 广 : 

和 根据 西 算 子 的 谱 分 解 定 理 ， 有 吾 中 的 [0, 3x] 上 的 谱系 {1 
6ET0, 24] HER. U= [" ea, 这 时 对 任何 n=0, +1, +2, en 


: 2x 
U"=| eag, (8. 28) 


对 每 全 GELO, 2a], il z(0) SE TEH, z(0) 是 随机 变量 , 这 时 出 
(8. 28) 得 到 


fr FE 
U*z, -| eivadBzro Y= [. e'"*dz(8), (8. 29) 
ü v 


73 [€ [ri Ca, b; VR Cos, 63] 不 交 时 , £ (C25, 5,1) E an 571) 一 0， 因 此 
(z(5,) —z(a), z(b3) — z(as)) 
- GI, 5,1) EC Lan b1) 2o) —0 
所 以 在 (ay 5,30 Ga, b] — 06 Rh, 
E((z(b,) —z(2)) G (55) -2(a))) =0 
ME EEA BILES z CO) ER Po Tp o HE ERU CDI z (5) 一 
z(a) (ba) RESO, 也 称 为 直 交 增 量 随机 过 程 (0 是 参数 )、 这 
种 把 平稳 短 机 序列 用 直 交 增 量 函数 表达 的 (8. 29) 式 岂 称 做 平稳 阵 
机 序列 的 谱 展 开 式 ， 又 由 
(Em 19) = Q2, 29) =| enn mi) 


376 HRE Hilbert ipia 
AHE 8l 
r(n) =| eeaP(O) (8. 30) 


40 

其 中 OPQ)LbPEEs—ECIZQ(O)10)) L0. 22] EAS EUER E 2E 
EC, 称 为 平稳 随机 序列 的 谱 函 数 ，(8. 30) 式 称 为 平稳 随 机 序列 
的 相关 数 的 谱 展 开 式 . 

对 于 连续 参数 的 ( 绕 ) 平 稳 随 机 过 程 rotan) 有 完全 
EXPE 

6. FERF 我 们 还 要 介绍 一 种 典型 的 西 算 子 和 一 种 3 4 
IAE BORCPHISRUGERET. CN? NEHER TAAR PE 
HP. 

定义 设 吾 是 复 可 析 Hilbert 空间 , tenl#=0, +1, +2,--} 
EH wq BS EX MAU EH 中 的 有 界线 性 算 子 ， 它 县 
BE: 

Ue,--e,,1 n—0, 1, +2, + 


BAS PRU ICSRITSS R3. 
. {é [n 0, 1, 2, eut 是 H 中 的 完备 就 范 直 交 系 ， Xi V 是 H 
中 的 有 界线 性 算 子 , 它 具 有 性 质 
Vén= én n0, 1, 2, 3, r=. 
那 末 称 玉 是 单 向 平移 算 子 ， 


容易 看 出 双向 平移 算 子 忌 由 上 述 完 竺 就 范 直 交 系 所 唯一 地 
确定 ， 事 实 上 , 对 任何 EH, ph Fourier RIFA, 
zc » (z, On) en 


ne- 


因此 由 元 的 连续 人 性 ， 即 得 


Ux = 5 (r, €») Enan 


i-o 
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H lear Br er 4 


[uzl 31 e, e l= Dl? 


BLAU ERRED, ER UH =H, AEU RBR T. Uo HukRE 

U` 'en= 6ni 
Be U^ bE CR TOES BETULEL AES (esln =0, E31, 2,0 XX 
FucEXEEET. A, RIDSGOREGRECT qp AE HE 568 SL YE ELSE Riin 
—0,1,--) PME — Wr, iuB'cARIREBERET. 得 是 了 不 是 西 算 子 ， 


因为 由 sdb> (s, 24)-2; (T, £.) £s, EL RE Y r= 
只 一 人 n-ü 


> (z, Én) én- ls En 


m=] 
vss fo^ E a=], 2, Tt 
0, n=0 


因此 VH =HOMo, 此 地 M6 为 由 各 张 成 的 一 维 子 空间 。 
例 3 ER LIO, 2e UE AERE REHEIER 5| 0, +1, 


e) 设 USURIS: QUY) me fUr), 这 时 
Use! x grt ni 1:-0, 1, +2, + 
所 以 Uo 是 双向 平移 算 子 . l 
HERNE H L'O, 21] HTA H7, "JE h LO, 27] 中 
35m 


f) See 
但 一 由 


《上 式 右 过 的 级 数 是 按 LUO, 2z] 中 范 数 收 总 于 D. d Ss lest 
conu BRL f Aik. HEX LETO, 2 的 闲钱 性 子 空间 ， 它 也 成 为 


ibe. 
一 个 Hilbert 空间 ， 称 它 为 哈代 (Hardy) sii, da Ex pE 
AFUE H? LEBRA Vo EEA 120,1, 2, A A? rb 
HU Sz 4r CLE ZA, 于 是 V6 就 是 及 ?中 的 单 向 平移 算 子 . 

SERES HERE GR Ur o BRE. 

定义 ” 设 瑟 和 和 G 是 内 积 空 间 , 4 是 吾 中 的 线性 算 子 , USHA 
G 上 的 西 算 子 , REFUI dn A RS AES OD. 

上 面 例 3 (哈代 空间 ) 中 的 双 ( 单 ) 向 平移 算 子 US QAO 是 一 般 
的 双 ( 单 ) 向 平移 算 子 的 典型 形式 ， 事 实 上 ， 对 任何 复 Hilbert 空 
河 闻 中 的 双 ( 单 ) 向 平移 算 子 U CV), YAHA LO, 23 C) 9j 
算 子 环 使 得 


WUW-^7-U, (WVW =V) 
实际 上 ， 对 于 观 同 平移 的 情况 ， 钱 取 为 如 下 的 丁 算 子 : We. 


e'”*， 对 于 单 疝 平移 的 情况 ， 环 取 为 如 下 的 西 算 子 : W= 


1 
= 


AS 
nee. RETE ASM NEUT, TAR UER UVa). 
MATER OR) 向 平移 算 子 ， 只 要 讨论 它 的 典型 形式 
nRT. 

对 于 西 算 子 V6。， 它 的 谱 分 解 已 见 (8. 4) 式 ,06 的 谱系 是 {82,19 
€[0,2z1), MEES) Xi oC C). BOLI8€C0,22]) Bf 
决定 的 谱 测 度 空间 是 (50, 2], Boen E), rb E JEGERE RS RET 
当 AEBra, GD D) = XAEFCE) EE, 222). 我 们 
现在 要 来 求 出 Uv 的 一 切 约 化 予 空间 L. 

更 一 般 地 , 我 们 有 如 下 结果 ， 

定理 5 设 ([0,2z], B o 是 全 有 限 的 勒 贝 格 -斯 蓝 阶 测 
度 空 间 , Uo 是 H — L'(0, 221, Bs, 2) ELT 9; 


C WERI 直接 证 明 UE VT. 
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(Ut) e" fü), JEH 
HX, Uo 的 一 切 约 化 子 空间 正 是 集 (ECA)H | AG Bios), IX HR 
EGD AO BEBIT: 
CBCP - x (Uf), JEH 
证 WUEECOH (AE Bu, Æ U Bo £516 T- 22 li]: 因为 对 任何 
JEH, 

(UEN = e X COGO - BT 
MERAT EAU 可 交换 .由 8 5 3EP8 9 UAR TA EAH 
是 Bo 的 约 化 子 空 间 . 

反之 , 设 工 是 U6 的 一 个 约 化 子 空间 ， 忆 是 占 在 工 上 的 投影 算 
T, 因此 了 和 U6 可 交换 . | | 

53— Jii, 显然 ([0, 22], Bia, 本 是 谱 测 度 空 间 ， 由 它 决 定 
的 谱系 为 CE,I0€[0, 221) (8 一 5([06，9]))， 易 知 (请 读者 严格 
证 明 》 | 
Us [' etum, 


由 谱 分 解 的 唯一 性 以 及 定理 1 的 系 4 知道 Piy E, ELO, 22), 
ECA) CACB i) E. 

4 f.)ELif-Ph WK, IHEM AE Bua 有 

E PX ,— PECA fo = E( A) Pf, — ECA) f, 

(PX) m XOSE FOX) (20) 
MÆ: Hlc ao 1, FERE 4.= {t ELO, 281, [ACD] 
Za) Hi SDAAE[PPsi HH —— | 

2 


uA, EOSO Pu EPI P rau? 


=| [Za (E da= u A) . 
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国 此 pt4.) —0. HA a EEK, 所 以 | 六 人 | EL 
H EST Qr: 
QC t) ff), JEH ^ (8.3: 
显然 , OEH Lf ERSETRT. H8. 31), (8. 322 n] An, 对 任何 4 
Bu, 24], 
PX.—QX, 
AA P ORRERA T, ifüspan (X41 4€Bousa) =H, BEL 
P-Q Dl 
即 投 影 算 子 卫 由 (8. 32) 式 所 表达 ， 由 于 P'-P, BUR RP - 
L) MAOR Te) APET 0X diü4d—(fCOD- 
1}, 那 来 fict XC, 这 就 是 说 , 存在 ACBo, up 使 得 


(PICEY = fx) (EOD PLY, JEH 
即 P-EGD. EH, 
特别 ， 对 于 例 3 PRATER FU, 它 的 一 切 约 化 子 空间 
Bit (E CA) L0, 22] | AEBro s). | 
定理 6 如? 中 单 向 平移 算 汗 ,没有 非 平凡 的 约 化 子 空间 ， 
证 设 工 是 的 一 个 约 化 子 空间 ， 卫 是 旦 :一 -> 上 的 投影 第 
T. MEO 定理 .9 系 1, P 与 Fo 可 交换 ， PLA PVI — Vt P(n--0, 1,2, 
e). dE fim Pfa fo D, EAM EDUC EROR QO, 
Q(G' fi QUA) Pf, — PQO = PQG') 
err EPI, 所 以 


| tec ncoras[" lec pas (8.33) 


Xt PO (EfB — f EG Re“) = 2l Ce， 出 于 R= 
Ole), 其 中 介 是 一 个 代数 多 项 式 , I EL Re j= lge, 
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因此 由 (8. 33) 式 ,可知 对 任何 广角 多 项 式 RC), 
PUREDA a meer rae 

由 于 对 任何 AEBren AAC) 是 一 到 一致 有 界 的 三 角 多 项 式 

Ut, Ke]} 的 几乎 处 处 收效 的 极限 人 因此 根据 勒 册 村 控 制 收 化 定 

M, 

[E DRO Pa vc ha 
AECE 类 似 于 定理 5 对 V6 的 约 化 子 空间 的 证 明 ， 可 知 
APEE JER, PIG) OQ). 由 于 PP, BEA FOY- 
fO, 因此 有 AEBe, 使 fU) x0). Hif IER, 因此 
在 LELO, 2a] rh, Xa 5 e'! (n= —1, 一 2 —3, …) 都 直 交 , 即 

{xt ye eat=o CO- —2, +) 
fuk ROHURE, BR, Bitam RHF s=, 
2, Ttt 也 成 立 ， BrEL Xali ei" (n=], 2, 3, -JBE XZ, 因此 ， XXE 
?中 的 完备 就 范 直 交 系 (e) (n - 0, 1 2,…) 的 Fourier 系数 只 
有 项 { 即 甘 于 etti 的 Fourier 系数 ) 不 等 于 零 ， 所 以 X 就 是 
常数 函数 ， 显 然 只 有 xX 一 0 或 X4<1， 因 此 ,及 或 是 付 算 子 , 或 是 
恒 等 算 子 ， 所 以 六 的 约 化 子 徐 间 共 能 是 零 空 间或 全 空间 HT, UE 

但 是 我 们 注意 ，Fe 却 有 丰富 的 不 变 季 室 间 ， 例 如 任 取 一 个 在 
单位 并 内 有 零点 的 多 项 式 IE YS l 
Lo=- AQF) LSER?} 
ibl Va fü --ACUECEJLMSAS ETAN. ETER ER Q. 
和 982 f£ cfr IBI SD E IO CRAS REM, Lo, Lo, AHR F 
结构 的 研究 不 能 只 限 证 研究 约 化 子 空间 , 还 应 该 研究 不 变 子 空 间 . 


Q guueckic. 


MY sca ess DR Co mde E i 


382 "SX" Hilbert Sul JL f( s 5s WT 
XT 志 的 不 变 子 空间 的 研究 引起 了 了 Hilbert 空间 中 的 算 闻 调和 分 
析 理 论 ， 但 这 些 已 超出 本 书 范围 , 请 参考 情 ]. 


习 题 
1. WV ME P BIER A Pm] SOOO dE o3 pP sr G tie f 
7, WEH: 
(D) 24 G E Hilbert 空间 肝 , 严 必 可 唯一 ERRA CT) E GIG M) f 
HRI 


(ii} HT DARRAS OD HARER O MRENE, V*3& V figi fn 
TUPFQSEGE V E (CVO ERUER TREERE 
V*V mI VV*—fay 
2. DjB lE. WEH: Ea DL Nr EET SE: SERRE JR] (0, 2a], 
Boiss 证 上 定义 的 算 子 | 
U: FF e"fCt), f(E)eL* Q0, 2561, Bro asy 1 
RAAT, 并 且 
U =f ean, 


XP {8| t€[0, 32r] A HE MERE 
iECA) | AGB a) (E GO : fU) 2 Xa OEE) 
RENER. 
3， 设 4 是 Hilbert 空间 点 到 吾 中 的 fig aar. ERGA Hilberc 
LIEN LELTITIAGR EMT) 
4. VEU XX Hilbert ŻA eps PRSE, Go RBU-- Ih 4 cE FER) guBpae 
LEXG EN EIVEDELE SUBE" RR FE17.32 62M. 使 


p- PV 1 PP 并且 {2 只 以 1 为 极限 点 .… 


5. VEU 3k Hilbert $AH HERF, WH: Go = o. (0D (a 


意义 可 见 第 五 章 半 5); (ii 当 ACoGD M, 
Mo 4D el inf Jii 
LETIS i 


6. KERN Hilbert zii, (5| coc Ac oE HARER. 3*4 
Ur t, EJ pART . 


€Ó^fO——————————————————————— 


vo [^ evan, 


3p UCG)EBDÉEREEGET. MALUHO,- nacian) A hh dr, 

i . 
UG, 6G) —UOG)UG), 99x t, tO o0 

并 且 PE) 是 强 连 续 的 ， 即 对 性 体 (,6(— co, co), WE FA Afp. SHEN 

xcH, 

Hali (E (£) -E C£) z|| ^0 


7. U(E GUEL- o, 000 XXE Hilbert. 2804 E I-A e VN ECT, 3E 
HORAE BRNO UGG 10 = ODD ,一 < t; coo, MEUA 
IERI, 即 对 任何 z, yeH, f(E)= QUO, 妥 是 上 的 连续 国 数 ， 证 明 Ct》 
必 是 强 连 续 的 . 

8. EU RAE Hilbert 空间 L*(a, b) (—cosxta«ü«zbs:co) rh po WA T, 
那 来 有 了 两 个 冰 数 站 (E, OAH E, 2) acib, acadh SEAE ER, rd 
CK G2 &H (Go BERT: DG DE BOE S A IE 

a» f x d, KG EG ad= HH, a) da 

[niii Jail, 34920 " 
D, ELEC. 

GD [EE 94 [Hon 
IXE FEL (a, b) 8 

UPD- EED Odi COPO- S m Df 

9. USH Hilbert ze i H. E86 PET, 证 明 必 存在 互 上 的 西 算 子 Un 
d UL—U; X IERI EXE HE "HAT Un ER CQONKXETOEBUSL. H 
p;-H. 

10. (Wold 4) &D VE V Æ Hilbert SARH E AREE CE, g L-—HOVH. 
证 明 

G) {VL} (a—0, 1, 2, 2 4& Je HEAR CR, - 


aD (AL estt v; 


"x 
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Gi 在 se( Pr ) LENET. 
nf 


{特别 , 如 果 dimL--1, V BOE GOVE REBRE, dime 时 ， 


ETSI 
XY GEH, 上 多 重 单 向 平 EXE SUP. Wod Zr WE Ef BUBE IC RISE RT PRR 
E 
EX kFEEARARDI (I § 3 3D LERT, 如 果 对 一 切 
m yE, Va, Vyl-[xgy!, SERVARE LOARNOREECGS An V d-o4-- mx 
RET, EEV XU DEBRIBEISC: EV REII EI TEYS ERES. 
VxoILWN. 
131. GEH FFA: . 
) H ELTE RBSUS TEE MBCET, 
GD 7I LXX Vx fRIBISEX A EA TUI CB, 
l Fr, Yrj=[z, x} 
Gi 吾 上 算 耶 下 为 酉 算 子 的 充 村 来 件 是 
FF's} TIF=7 gai $1,542 7) 
US HUBTIEDILEDMPSEEREEG OBI I IOTER NND 
4r IE WEE BEES SE IB ENG SEDET 事实 推出 ， 或 直接 证 对 了 是 金 空间 定义 的 
MEHKE, Mors HHR se PLE HD. 


Gv) ILE TRE o (OX FOR GIN SER, EB. eU) "Uy 


这 里 ABT (Ato) id Hilbert 21s J: ARET AFA Bo I DUO A fE 


LIU LENNET d E IEEE SU ARA R H LA AA War 
GO WV AELIES BECHER IRL LAHIR T, JEE 
Fr, Vgi-iz$] s yE 
是否 必 连续 ? 
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1，、 引 车 ”在 前 面 各 章节 中 ， 我 们 所 考察 的 都 昧 有 和 惰 线性 算 
子 , 定义 战 一 般 世 认为 是 金 空间 ， 然 而 在 许多 具体 问题 中 , 特别 是 
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在 量子 力学 和 微分 方程 理论 中 ， 我 们 经 常 磁 到 并 不 是 在 全 亿 癌 上 上 
定义 的 而 且 不 是 右 舞 的 线性 算 D. 

8, 在 Hilbert 空间 天 (oo, oo) re, 考察 线性 壬 空间 


D- {fIFEL Coon s0), [FC [Pag <co} 

以 及 以 多 为 定义 城 的 算 十 A: FEE B, 

(APO = 4G) (8.1) 
A iB Zi] L*(— oo, oo) 中 的 算 子 ， 这 是 一 种 疗法 算 子 ， 如 果 要 
保留 算 子 4 的 形式 (9.1)， 同 时刻 求 4 把 L2( 一 00, co) 中 元 仍 变 到 
L^ (--co, co) hi, BIUK 4 的 定义 域 最 大 只 能 是 多 了 。，A4 是 个 线性 算 
FP GREAR T. MAIME fOOXIX ilUs, 2-1] 的 特征 
SOC, 那 末 1f。4 = 上 . 但 是 | 


l4f, = [^ tdt Qo? n) 


因此 当 noo 时 , LAf do 4. oo. 

设 五 为 实数 域 或 复数 域 , TUR G EK ES Ebr, A B 分 别 是 
以 吾 的 线性 子 空间 OD, DB) 为 定义 域 的 取 值 于 好 的 线性 算 
T.a PEK. RIRA KHER TE: 

G) AØ) 为 定义 域 的 算 子 zi—«Ax RA a SANAN, 
i13 ad; 

Gi) E1422 CA) D CB) GE CBAR T re Ax d Baz RA A 
t B ff, 记 为 Ao B; 

Gii) Wb H,G, LEK LRN, AI DOCO COH) XE 
义 域 的 取 基 于 站 的 线性 算 子 , B EUZC OE RRE 
TLÉGERMEMCP. WRZ - (1€ (A), Az€ I0) ) DRE SCR 
HET ci —- BCAz) Br B 53 ABSBA, 记 为 五 4. 

WE 4 都 是 召 到 人 的 线性 算 子 ， 它 们 的 定义 域 分 别 是 DA) 
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TR CB), 如果 £A) CC E CB) WEEDS T. 34€ 2 (A), Az — Bz, ic uo 8 
是 4 的 延 招 , 记 为 AC B, AR ACB m B. BCd 才 认为 两 个 算 子 
ARBERTH, 

$42 设 4 是 例 工 中 的 乘法 算 子 , 了 表示 LC, 00) rif fü 
AT, AHI HELEDA Z, MEA DSE GE 
D) düAD GE 04( 数 0 RLATAFRREFTATF 0, 因为 零 算 
TEES SXIBIAE XS, 而 04 HELBRED. 所 以 04250, 而 是 04 


CO, 但 是 40 一 0 X BAT A FATAR 
gn) = {FIEL (e, o), | moreno) 


而 Affa) GEDA) 
2. KERF ”现在 我 们 要 把 $ 4 中 有 界 算 子 的 失 固 算 子 的 概 
念 推广 到 定义 域 不 一 定 是 全 空间 的 线性 算 子 上 去 . 
首先 我 们 注意 下 面 的 命题 . 
引 理 1 EH GE Hilbert 空间 ， TAESO)CA)NGI 
的 线性 算 子 , MKG OE Ae Rey, 满足 
(Tz, nc, g*) (xc (T) (9.2) 
80H RIA y ERG IIESEROERS OCT) EH. der. 
证 设 EQ H,.EUKBURH BUE y! Rost MEO 255 
Wü. Bü 
(Ta, y) = (mr, yr), (Fa, p) = (a, yi (a€ £2UT)) 
就 得 到 (z, yt —41) 一 0 对 任何 4E UT) RT W y? — yt LECT). 
但 由 于 9e MA sas 1 中 定理 ， 可 知 gti, PME 2) 式 
Borm at RSR 
- -方面 ， ME US zm ztH, J E% EEH, zs0, 21 
zy HERT 30, Ht gt -0 及 六 一 z 都 使 (9.2) 式 成 立 ， 因 
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itf C9. 2) 3 Br 9 y * NEU E — A. BrEMSE (9.2) 式 成 立 的 g" 
3 FE —AK,dARE SO) =H. 证 毕 . 

但 我 们 注意 , 引 理 1 FUERIT RE e, 即使 AH, 
并 不 保证 对 于 一 扎 3EC， 都 能 够 找到 使 (9. 3) 式 成 立 的 y". B 
方面 ， 在 COT) H 时 , 对 于 某 些 yea, 仍然 可 能 没有 使 (9. 2) 式 
成 立 的 y*, 但 如 果 gEG 使 得 (9. 2) 式 有 解 时 ， 解 就 必定 不 止 一 个 . 
为 了 保证 相应 于 7 Boy * E tE, 就 需要 DTE H voi Sae et, 
因此 引进 下 面 的 定义 . 

定义 站 果 算 子 定义 域 在 全 空间 中 稠密 , 就 称 它 是 稠 定 算 子 . 

yt H.G Æ Hilbert Zr[H, TEERAA CG B oERHTMEWCT. FER 
IEG, 这 时 py iri (Tr, y) JEU CT) 238 SCIRE ER FEE ERI. HT 
£2(T) 在 吾 中 稠密 ， 利 用 Riesz 的 表示 定理 不 难 知 道 ; REG 
Pr 在 DT) EXEERPS TEE AR FE JE TEE CE — ED y*, EH 0,(1)— 
Cr, y), CT) qE R dU PEE SEPR IE T. 2" HOME BE, 当 了 是 全 空间 定 
义 的 有 界线 性 算 子 时 , 对 任何 y, o, 大 连续 的 , POLES HIR IZ y", 
而 映照 yh y* 就 是 8 4 中 所 定义 的 五 的 共 轿 算 子 T*. 对 于 一 般 
的 稠 定 的 线性 算 子 , 就 不 一 定 对 每 个 ¥EG, ps 都 是 连续 的 , 而 我 们 
只 能 挑选 那些 使 o, 连续 , 即便 得 闪存 在 的 y, ORRAT T* 的 
定 光 域 中 的 向 量 ， 我 们 就 是 用 这 样 的 方法 来 定 交 共 孝 算 子 的 ， 

EX HHHO E Hilbert 空间 ， 允 是 吾 到 如 的 秽 定 线性 和 泪 
子 ， 它 的 定义 域 为 多 (了 T), 记 

BT) —(y| y€G, 存在 六 EH WET, = (2, g?*) 
对 一 切 zc D gar 
FEDT 上 作 算 子 T*: ygyt GE ETT). WRAT 为 
THRRET C CE RBS CO, Z 

由 上 所 述 , THUJEBERCT Ti dk X sed WipEBS, MAT 
Ff) SE SCR Sgt. 对 十 任何 20 0 (T) R; yC CT jr ESI 


站 


(Tz, y) =x, T*y) (9. 3) 
引 理 2 Wt H.G 是 两 个 Hilbert 空间 . JEU Y FAHER. 
G) HH G Hn SE APER TT dice wor T* 是 线性 算 子 ; 
Gi) AT, TRE H AGR tA F, mB eon 
ST) 1 AE PAE, 那 末 (T) TO* 2TE +T]; 
Gi) WE T, T, 都 是 玉 到 的 称 定 线性 算 子 , HTC T, IWER 
TTE 
Gv) iE TIEHSIGUSSNEORIESECT. WE 
ADCR), ADDR neq» 
. IT) - ATP 
证 O Ry, pEZOT*, a PEA, WAEN 
sE), 由 (9. DA, 
(Prg) = (2, Ty) (Tr, y4) = (2, T*ya) 
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HRA . 
(Ta, ay, -yd — (Tz, y) -8T t, Ya) 
—G(z, Try) Br, T*y.) = (x, aT* y, -BT* y.) 
RA EOS fEfR EZT Kor, BIRTA ES, Bnón 
ayi Bg. E (T), T* Cay, By) —-aT* y, E BT", 
所 以 了 PD* 是 线性 算 子 . 
GD AUR 4C UTD DC) - 9T CTI), ORE f 
xs€CECP O0 SO. = EF i Ta 
(Tiz, 3) = rs Tiy), (Tar, y) = (x, TZ) 
BrUELCCP, --T2)2, y) = Ce, Try -Tiy — (e, (TF -TI)3). hitt 
RETELE An 26 (CT, HTD) MEA CT. T) y — CPP TD y, 
六 此 
CT, T:)* OTt ATE 
UGUEEEXCU US AE T. DES 


ENME:ETIG EOD»: 9 
v) 证 明 完 全 仿 $ 4 定理 4.。 EE, 
Xo “如果 外 ,Ts 中 一 个 是 金 空间 定义 的 有 界线 性 算 子 ， 那 
RGD PRAEC, Ta) s TE TR 
证 设 T, 是 全 空间 定义 的 有 界线 性 算 子 , 把 (ii 的 结论 用 于 
TiTa WP, A eU T9 27:0 29 QTi 1T2* 十 
CT)», Bn 
£T, T) CA (TD = Z qt TD 
Ide (T -TO * RI TI +T? 的 定义 培 相 同 , 所 以 等 式 成 立 ， 证 时 
引 理 3 BTE H $i C BURUERRPERCT, WRT ENAT. 
证 WUBIÍrQ)CO OX (TU, zrQ—m,00, Ttr—4.—H, & WE rE 
PHOMA. T ry ERE, HEN 2€ (T), (Te, 2.) — Cr, 
T*z,). 4 n>, BEREITS, t) = (z, 加 )， 因 而 由 Y* 的 定义 得 
An ze CD) AT tge TERR, 
083 在 复 Hilbert 空间 L*[0, 1 中 , 记 
2 -- (If VELO, 13 上 全 连续 图 数 而 县 
f(0) —f(0):0, F (JEL [0,11 
显然 多 是 L*[0, 1] d Bose 5 E MET nli, 作 以 多 为 定义 域 的 工 :[0、 
DIBARÉT TAS: o 
CTH) — fee 
Sy SA 1:63 T b Jc e T- 7^. 
We f etcL0, TI] 使 得 
(CRhg-99 feas o (8.4) 


ml EE ML . 
也 就 是 | UP COs OQ - | for Cost xt li EZ 成立, da 
s) [n (rr， 利 用 分 部 积分 公式 ( 见 第 三 章 $8) 


CF, — g*a, g (9.5) 
HCI 4 R C9. DARRI, —:9 rg") —0 
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SWEE BHF ICZ FRE LO, VpBERB, [Bo 
L'[0, 直上 只 相差 一 维 . 事实 上 ,由 于 对 任何 oe LEO, 1, Eg 


fo [eaae ef ecran 
RTD, HAFO =P) | odt -pg 一 (9,1)1), 反 之 ,对 任 
hr FED, feos PO) -[ Coa 便 知 


(fee mio — | oyat 1teeroto, 1 


这 里 1 是 I2[0, 1] 中 元 .二 是 
fee - (en) 
B2 — ig -g**C f" JEDITE os MEET ig -g* =o, Bn 


rj 
g——ig**-ie- if g COde ie (9. 6) 


id 

£^ (gig€L'[0, 1], d 是 [0,1] 寺 全 连续 函数 , 而 县 

g'CE€Z[0, 17) 
由 (9.6), "[A4ngC 2*, Hg*-—ig'. Jüibxe, 34 g€42*, g*—ig' 
Hi. FA BUBLAMERIDLBPSHO.4) 式 成 立 ， Bb, D= at, 
而 且 
T*g—ig' (gE D) 

3. XHERNCTSEBdtSENET 在 例 3 tH, TC T*.. BAA Z2 
名 + ,所 以 TT*。 我 们 引进 下 面 的 概念 . 

EX 五 中 的 笛 定 线性 算 子 了, 如果 有 CT*, 就 称 卫 是 对 称 
B9 GX Hermite 的 ), 又 如果 成 立 人 = 了 T 了 +， 就 称 人 是 自 共 罗 区 或 自 
伴 的 . 

显然 自 莽 弧 算 子 必 是 对 称 算 子 ， 但 对 称 算 子 不 一 定 是 自 共 四 
PS. Ai 3 中 的 算 子 7 显然 由 于 A =DD =D), 
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并 且 当 f€&0M, Tf- T*f - if. ATRAP. BU, e 
D, WT YET AE E JERERET-, MRR T 3L 的 定义 域 适当 扩 


k, BUROSUIGEASET T. 

例 3 续 在 例 3 中 取 

£' = {f FEO, 11 pk, H FELCO, 17, 
f(0)=f(1)} . 

RT OU DO) -iP'(0,f62', BER T' 是 PL0,1] ERS B CR 
"T. 

35k b. Mee ROSE OR JS [EG HF E [E 4 验证 ) 
T 是 对 称 算 子 , 因此 T'CT'*. Xd T DE 3 rig ZCE', DET 
CT', 由 引 理 2, gps) T'*CT*. Jt 

TCT'CT'*—T* 

因为 

£O*) — (IG)RLO, 1] 上 全 连续 , 而 且 f OEO, 1) 
HA 7*g —ig'C9E 2 (T), Bd 9C 2 (P) (Cz ZT R4, 

T'*g —T*g—ig 

根据 人 连续 函 教 的 分 部 积分 公式 , 对 任何 EDT), EDT”), 
有 l 

Qf, g) -[ireo g (dt «itg RG 

=i (090) —f009g(0) + C, T'*g) 

外 为 了 (1) - f(00, 由 上 式 可 知 必 有 (1) (OP) -90)) =0, Bg (1) 
二 900), MEZ = £ UP) 这 就 是 说 六 X B dE RET. 

定理 1 jg Hilbert i], WRT EEE EN H L 
对 称 算 子 , MKT UEH ES JS ECRERCT. 

证 ”因为 下 是 对 称 算 子 , M TET, 并且 (T) - H, 所 以 T= 


er 的 
ZT*， 巾 引 运 3， 了 是 五 上 的 内 算 子 .再 由 第 五 之 4 的 闭 图 象 定 
I, T EHEAR KT. WEN. 

BIRA E pART T EIRTH E R t EAE 
何 2, 9€ 2 (T, B or UP, aD = G, Ty). 

证 如 果 了 是 对 称 的 , Aa DAA eR. PBoxbk, dm 
IHEM r yeZ), Cr og (s, Ty) WTD, PJA yE 
PTB. T*y —Ty, WE PEP*, E. 

9604. 我 们 再 考察 例 1 中 的 梁 法 算 子 4， 我 们 证 明 它 是 个 自 
JEWÉEUCT. 由 引 理 4 赛 易 验证 4 是 个 对 称 算 子 、 下面 珍 证 A*C 
4A, iE gCÓC(A*) mi B A*g—9*. IRRE, 9 — (f g), Bn 


nun HOOF)a (feD) 


因此 , | FOLIE, AR fO) ESPERA 
格 可 测 集 的 特征 函数 时 , PA BE Eg CO g (D) 在 任何 有 界 勒 风 
格 可 测 集 上 的 积分 为 零 , 可 见 它 必 定 几乎 处 处 为 零 ， 因 此 
tg(0)o-g*() 

MJEDA). KERET 4= A*. 

BIS WAR Hilbert 2x lg H PARENT, BER EI 
称 算 子 , 如 果 ACB MK A=B, 

WE 由 4 有 如 得 4 人 有 *， 这 就 是 4Ac-4*2B*0B2A,. Br 
EL A-B, 
|. 8BRS 设 下 和 G 是 Hilbert 空间, 4 是 H rp E AST, U 
(£(U) - H)j& H 4G. ER ECTS, SEXE U AUC! AEG reto RIE 
AT. 

证 dBT—UAUC, 显然 ET) -UZCA), RET REG rp 9E 
的 线性 算 子 ， 当 r JEDE, Ua LU Ty SCA RB 


MEL ALLIL AMEN 
(Ta, y) = QT AU ! z, y) (AU m U y) — QU, AU! y) 
== (x, UAU (Ty) 
所 以 了 是 对 称 的 ， 男 -一 方面 , 如 果 y€ £(T*), BIGEIBCB. 3) 就 有 
(Te, y) eda, Tg) EDO 
FÆ AU "!z, y) = (a, T* y), pii 
CAU Iz, U^ y) = (2, T*y) Ug, U Ty) 

[RU ZG) = DA AE VEZA, B, AU y -UCÁIT*y, 
由 4 一 由 可见 yeZ), T*y-UAU y, AR ERT T*CT. B4 
mTEAHRE. E, 

34A det BIAE XLISUEL BIET E UAU Y — U AU — 
VAU REGIE 6 AE UE ERIS. . 

定义 WE H GEARS, A 是 由 五 TARDA H 
DRP, U EH AG ERSELDECC. SEGSERGETEU AUC AAEE 
Win. 

这 种 本 每 价 的 关系 是 算 子 的 表示 理论 的 基础 ， 我 们 常常 把 抽 
达 空 绅 忠 的 算 子 表示 成 另 一 个 县 体 空间 中 与 原来 朱 象 算 子 西 知 价 
的 具体 算 子 5 皂 后 面 定 理 5), 即 通过 西 等 价 英 系 把 号 和 所 同一 化 ， 
jg .4 UAU j-e. 

8/5. ERR Lee eco) 中 记 

£,— (f FEL o, 00), f ERARE EE S, 

f'€L'(-o,co)) 

HAD: WELK L^(—- o0, co) 中 算 闻 万 如 下 : 


Dj-—jf, fed, 
U KR L'(-co, co) 的 L'-Fourier 变换 ， 它 是 西 算 子 .4 表示 例 4 


BOE DICT, 它 是 自 非 统 算 子 , "PADRE SOBRE, FERE 


meh cttm cm ra meta A mamie ls. 
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D =U AU: (B. 7) 
BARECH UZ- ik fe€2,io—d4feL'(—oo, co), 
EE 
1 A 


| 1 (^, 
PCa) = GB) lim gz) ete (9. 8) 


由 第 四 章 8 3, SEXJEE PE RAAUA NL PAAFTA, BEL. 
可 取 4 一 cc， 使 (98. 8) 中 两 式 右边 的 函数 列 几 乎 处 处 收 合 于 左边 
函数 . 

Hi om 和 wa 是 收 丝 点 , HE 


上 BG)ds lim | E eit fCOdtda 


1 1 [à 
ar Tap, ennf 


一 GG) 一 1a) 
Rit O =| pedra), duc Tem, ba UECO,. 


而 且 我 们 还 得 到 了 对 JEZ, DUT -DF =pl) 2UAF, 
”类 伺 地 不 淮 征 明 £D, E, 这样 就 说 明 DU =U A, 所 以 
D-UAU" 
由 引 理 6 HAQ D FE 4- Ep JtSE SE T. 

d. Cayley 变换 — "Ptr TEE E SUEBERET- M PI 
英 系 ， 它 是 道 过 这 样 的 类 比 而 来 的 如果 我 们 把 算 子 4 看 成 复 变 
数 z, 4 看 成 复 变数 ， 那 末 自 共 罗 算 子 相当 于 实 变 数 ， 西 算 子 相 
关于 模 为 1 移 复 变数 .因为 由 分 式 线性 变换 可 以 自然 地 把 实 变数 
变 成 榴 为 1 的 复 变 数 ， 因 此 就 考虑 利用 分 式 线 性 变换 把 自 共 斩 算 
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子 恋 为 西 算 子 ， 下 面 我 们 更 一 般 地 对 对 称 算 子 建 立 Cayley 变换 
HEIE, 
引 理 7 设 4 是 复 Hilbert 空间 右上 对 称 算 子 , 那 末 
G) 算 子 AZ d (A) — —hbl8] ZECA iD) b, JFE 
CAT ID R&SECA- DI Z2 CA) IU RELIER 
GD 当 4 是 六 对 称 算 子 时 , 9OCA-E iD) 是 互 中 的 闭 线 性 子 空 
fat; UC 
(i) AR ARR BO CARSET, 则 O0(4- D) —H, 
WE (D 显然 ， 急 ({4 土 订 ) = 六 (4)， 由 于 4 是 对 称 的 ， 所 以 
对 任何 JEDD, f P)  Q, AD , ata CAT, 力 是 实数 ， 由 此 得 
到 
JCAz iD flt (CAR Df, CAR ID) S GAF, AD + GT, iD 
= A +t HT . (9. 9) 
EE AIDSI CEZA). DR AX ER 8S, HU 
HID CERK (At iD) 20) LHRP, BIG DC ECL 
Gi) 对 任何 EREI) , EE CURA ID, ER gu 
gin), AMEE EDA), (AX iDf,—g.. HF 
Pfa fal =AL E Gs—-99)1xlg.—9241-0 
(n, mi c0) 
”所 以 {他} 有 极限 JEH, PETAR BIOL JEDA), H(A 
iDf=g, Bl 9E 20(Ax iD), 因此 RAD iR Ps, 
(ii) 34 A EHER, 由 引 理 3 , AC ANENA 子 . E 
由 引 理 2 Mud, (4 士 认 )* 一 4 二 这 ， 由 于 本 引 理 的 (已 证 明 (4 
干 ?四 ={10),， 利用 引 理 2 Hv), ALIDEK LAE. BRE 
本 引 理 的 (i)， 统 {4+ i 了 1) 总 闭 线 性 空间 ， 所 以 RA iH, 
ire. 


定义 “4 是 复 Hilbert 空间 上 对 称 算 子 , 称 ACA ID 2 


mai WR X. im e UT E 一 -一 和 
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{4 一 这 ) 的 算 子 
U-—(A-—il)(Ad iD! (9. 10) 
A d S 3€ (Cayley) 变换， 

定理 2 ” 设 4 是 复 Hilbert 空间 上 对 称 算 子 , U$ 405 Cay- 
ley 2p Bh, WER 

D UAESCA- iT) 29(A — iP) EWERT 

Gi) 1€o, (7) (o, U) E U ft ETE 4 OS 

GD AU- (ANH 

. AziGMTU)YG -U 
特别 , 当 AXE EJERCER, UREH LANT. 

证 © 由 于 (4+i7)-' 是 定义 在 弦 (4 十 这 ) 上 , RAZA) 
的 有 界线 性 算 子 ,看 作 (4 一 i 二 儿 (4)， 可 见 (9. 10) CE HE 
XE, HA Z(U) — SCA D), ROS AAD, 

AUF JEDU), 10 9 - (A: iD ^7 f, A 9E 纪 (4), 于 是 

Uf-(A—iDg, — f—(Atil)g (9.11) 
m (9. 9) 4g 
Uf It =j Agi + ia, 1712 14g] *o- Hg]? 
BHARUfI-IMAT (CE). BiU CAT ()sId(A—iD . 
上 保 范 算 子 . | | 

(i) 34 fe QU), H 9€ (A), E (93. 3) Hcr, IU — f, 
BA (A+ HD)g - (A ID) g, Bp g 0, Afi f —0, 可 网 180, W). 

Gi) 反 解 方程 (4911 立即 得 到 

(I —U)f —2i9, QC Uof-—249 - (9. 125 
4 f ERAH LEX QU) ) EEE, g HPD) p, 所 以 
I-—U)-£(A), MA EDA, 


, s 1 1 
LEEF- PR BM 
UUU -U)y 'g—3; U-U)f —i- Ag 
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WA A= iU AU UEUN 

特别 , 24 AEA HERT, 由 引 理 了 H9 CD A QU) = XU) 
—H.BILUXSAEH EBAT., dich. 

X n A4XBUBD EX NC AHER, 352 1 E 
AA Cayley 变换 上 的 正则 点 ， 

证 在 定理 2 证 月 中 ,对 于 ge 儿 (4)==H, 记 f=(4+ii) g, 
 —U)f —2ig, ER I, 9 —U) 二 如 .由 逆 算 子 定理 便 得 到 (IT 一) 
是 定 叉 在 吾 上 的 有 界 算 子 ， 证 毕 . 

现在 我 们 证 明定 理 2 HERI. 

定理 3 HUE Hilbert 空间 H EU) XU) ie 每 
Tad —U)fe Hm, mk 

G) 1 必 不 是 的 特征 值 ; 

Gi) 线性 算 子 

A=iT UU) (9. 13) 

AXDOE X 4E EU —U) ERST, J-H A89 Cayley 变换 就 是 U: 

Gn) 如 果 儿 (V0) 还 是 闭 子 空间 , 那 末 4 是 闲 对 称 算 子 ; 

Gv) WRU REH LANT, BOE AGED SESE CT, 

证 GO HER 2900 -U)4A8 EDU), IERI a —(0—U) 
t, dH yCADQU), 使 得 (U0 — Dy —0, 那 末 

(gy, z) —G, U —U)z) — (Uy, Uz) — (g,Uz) 

= (Ug —y, Uz) =0 

HERI —U) = 五 ,因此 y=0. 

Qi) 显然 , 从 (9. 13) ain (AD — 9E(2—U), pir 4 BE 
的 .为 让 4 是 对 称 算 子 , RER: HEM 0. EDA), CA9, 92) 
-(g,4g;. WE gu gu A), 则 存在 fo &C€OQ), Rg 
—U)f((G —1,2), 利用 己 的 保 范 性 直接 计算 便 有 

(Ag, 953) — COL ED fy, O —U)f,) =iL Vf, fD tf, Ufa 
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= (F, Ap 
BH A 是 对 称 的 ， . 
A. 13) nf ED C X (E —U)) 上， 
Act dH —iU 4 UXI—U) c i(—-U)(QI—U)'—2i(/ —U)'"' 
A-- di iQ OO UO! 
2H —U)! 
HUFGO-—U)" 是 240 -U)SI QU) EBg——o4 EZ, 由 上 面 第 


—ÁWASQ)-AFID, RHD =UV), Bh 


LEZA nU- (A) D, 这 表明 4 的 按 (9.10) 所 
”定义 的 Cayley 变换 正 是 U, | 
Gi) We QE. Hi U RUPEE HER aZ) 也 是 闭 的 . 
现在 证 明 4 是 闭 算 子 : RAICA, gg, 并 且 49, f. 是 
然 (4 士 17)9 一 f 士 刘 ， 国 为 忌 是 对 称 算 子 4 Cayley 变换 ， 所 
CACA - 4Dg,E(Q), UCA--il)g,—(CA— ilga HA n—00,18 
到 | - 
U(CfP--ig)—f—ig 
从 而 
G —U)C ig) -2ig, (HU) ig) =2f 
这 说 明 gESE(I—U)-—£5(4), B. 4g 一 fj， 因 此 4 是 闭 算 子 ， 
Gv) WRU ERAT, WRA 13) 可 知 
(A— i1) 2iU(I —U) CAM HP) —-2I—U)'! 
因为 多 (4*) (A D, 要 证 朋 A4 是 自 共产 算 子 ， 只 要 证 有 明 
纪 ((4 十 iD*)CC2(Ad) 即 可 ， 今 证 明和 如下: 
因为 (7 一 D1 一 UV) 一 了 (1 一 U0) SUE. JERI—U È 
全 已 上 定义 的 有 界线 性 算 子 ， 易 知 对 任何 EDU U), zE 
HyoH 


o 89. 自 莫 醒 算 子 的 谱 分 解 399 
(æ, 4) = CI) GU) g) - CIL Ua, ( —U) y) 
= (s, E-U) UY tg) 
MSHE EZ -U 1, (-U)*U-U) yy, 但 是 (7 一 
U)* «1—U* (UDU, Bei AU DUT -Uy ^! *y =y, ln 
PERU —U) 2 (2), Aii (CA -12)*) C (4, JEE, 
(v) 的 另 一 证 明 ” 设 y€ 2 (A), Bo TE TE 9^ HL EA 
(G4U)JI—U)"z, 9) —G,g*), ERU —U) 
A z= 二 (一 上) iz, M Xu Amd -U EH, 
(+U), 9) : (E -U)z, y*) 
HA U ENAT, FERN 
| (GU 4-U)z, p) = QU, (IH) 
(GU -—U)z, g*) = (Uz, QU — D) y*) 
所 以 , 对 -一切 SH, 
(Uz, (L Dg) = Us, Q1 — Dy*) 
因为 UH =H, 从 上 式 就 得 到 
JU) - (U — Dy* 


斯 y= YE 8-0), 从 而 多 (A*) C 4 (A), WE 


Je, 

由 (9. 13) 式 所 定义 的 对 称 算 子 4 称 为 保 范 算 子 忌 的 Cayley 
变换 ， 或 称 为 Cayley 变换 (9. 10) 的 逆 变 换 ， 定 理 2, 3 就 是 沟通 
对 称 算 子 和 保 范 算 子 , 特别 是 自 共 物 算 子 和 酉 算 子 之 问 的 桥 标 , 由 
些 可 以 利用 保 范 算 子 的 保 范 扩张 或 西 扩张 来 讨论 对 称 算 子 的 对 称 
PERHARI dE 

定义 Ağ Hilbert HH LIRAT, du m—dim(HO 
RILA—iI)), n -dim (HOR (A+ iD) Gk Bi e [e] Hi Bc 98 26 e t 


dòi ZAR Hilbert 空间 的 及 位 学 与 竹子 
PG ELE G0), 称 数 对 (m, 0209 ATO BI AUR U HEH 
IG, medinm HOR), s-dim(HOGSX(U)», fk m, 
DAU GA. HA HQOOA(4—4D, HORDA HO 
RU) HO Q) 4 9D AO U BUS RT, 

显然 , HLERA EE m, n) (0,0) 

定理 4 EAE Hilbert 空间 .上 对 称 算 子 , 那 末 

Q) 必 存 在 和 4 的 最 小 闭 对 称 扩 张 , HITETEHIXERKE T 下 AD 
A, EHE EDI JE 3, 总 有 ĀDA; 

Gi) AR B CS YE I JESEA ERE A W5 指数 (mx，#) 满 足 

"T" 
WE (i) 如 果 和 4 是 闭 的 ， 显 然 取 有 :=4， 和 如果 4 不 是 闲 的 , Sl 
然 多 (4 土 i 站 就 不 Bl. 5 是 4 的 Cayley 8#, DUPA! 
il), CU) 一人 8(4 一 1， 显然 0 可 唯一 地 扩张 成 到 CI 了 32D) > 
S&CGA—iT) Eft Bor U, BUESKU D) - H, URERA 
三 吾 ， 由 定理 3， "EUR Cayley 变换 记 A JEU 的 Cayley 
变换 , 由 于 UCP, BAAC, 由 于 AUE 闭 的 , 根据 定理 的 
Gi, 4 是 逆 的 对 称 算 子 ， 

如 果 再 有 闭 对 称 算 子 ADA, 4 Ü dE A h Cayley 变换 , d A 
DA, BA DU, BJ AB, BRL AO 是 用 的 ， 从 而 OD 
£(U) IBJA4EfEGS(U0)E,U-U, 所 以 在 多 (07 上 也 有 =0. m 
ETa DU, 从 而 Dä. 

GD HOEX. 显然 4 的 亏 指数 就 是 5 的 气 指数 ， 也 就 是 的 
筷 指 数 , 从 而 也 是 开 的 亏 指 数 ， 因 为 自 共 辆 算 子 是 HET PEL 
4 有 自 共 思 扩张 的 充 要 象 件 是 4 有 自 共 轿 的 扩张 ， 而 AHAI 
AE HE H3 Ye E Abb: EO Iz Cayley 变换 区 有 西 扩张 因为 


(D 利用 任何 无 根 势 o MERT m o EPOR af ERA EE CR CRT SE RR 
TERRAM. 
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dimZ(U)! - m, dim AU) =n, MA C XE EP REI AGE m — n. 
EL. 如果 ma 那 来 我们 就 可 在 DO), AE) 上 分 别 取 
CUADEBUUCBOEXRUAO. (uh A€A, Hid—mcoa, 只 要 对 算 子 忆 
MEX—T EQ) 3 990)! 上 的 西 算 子 V6, 例如 可 取 
Uo: fi ga AEA 
4EH EST 
p. UV & eu ts 
IU, TEX) 上. 
ER D EH EAS PUER UDU, dp 2QU—P)-H, 所 以 
ZE(U —1)-- H, Bic rh Ü £5 Cayley 变换 所 产生 的 ARARAT A 
DA, WHE. 
在 本 意 的 晤 后 -- 节 (§ 11) 中 还 将 对 算 子 理论 中 常 见 的 几 种 算 
于 扩张 进行 介绍 ， 下 面 将 根据 后 而 的 需要 ， 介 绍 自 共 轿 算 子 与 它 
的 Cayley 变换 的 庶 之 闻 的 关系 . 
引 理 8 设 4 是 复 Hilbert Zl] Hbi el dE T, UA 
ti Cayley WH. MERER 
a— t 


Ls o z——-w- d 
z-i 


F, a(R oU) {1AE L(0(4)) —0QU) — (0), 


证 iaeoa), JEB. 24i, idu EIE 


wI Ui (A— iD (A4 iD)? 
= 7G AiD AH] 
— eG) (aD ti Ai)! 


NEIN ~ Duk -1 
=e AILA 4T) 
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由 于 8# 是 4 的 正则 点 ,因此 
(wI -Uy l= DEL A- 4 4DGE— A)! 


是 全 空间 定 义 的 有 界线 性 算 了 于 ， 即 wEp(0)， Am LOGOGD- 
(—iDCpe() - (1). 
{1-H 


反 过 来 , 如果 we o (U), wl, Bami E GRE Lw), 3 


来 


E lm 


GI=A)= i m1 O44) - vy | 


= TOIT) 


= ier EDE UY! 


BiU GI — Ay UE -U) EU)", 从 而 


L^(o(U) - (30 Cp -(—i). 
如 果 再 注意 到 LC{ 一 i o, L()—1, HEATA 
L(a CA)) =0 U) — (1). Wise 

系 A Hilbert ZAH rp Eae gue 子 的 谱 点 分 布 在 实 轴 上 . 

5 无 界 函 数 谱 积分 MM Cayley 变换 ， 就 不 难 从 西 算 子 的 
谱 分 解 定理 得 到 自 兴 轿 算 子 的 庶 分 解 定 理 了 ， 为 了 研究 无 界 自 共 
乞 算 子 的 谱 分 解 ， 我 们 要 用 到 无 界 函 数 谍 积分 .首先 给 出 下 面 的 
构造 自 共 应 算 子 的 两 个 引 更， 

引 理 9 UA) (rn 一 1,2,3，…) 是 Hilbert 2518 HE 88 4x 2x lig 
I TILLEEIS ENERO 113 37 


£5 —(z|xCH, P» 1A 2*0) 
*-1 


又 作 以 纪 为 定义 域 的 算 子 区 如 下 : 
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Arc CST Ar (zE D) (9. 14) 
Xd 


(级 数 (9. 14) B BRI UO BE A E E DESERT. 
WE dà, KEREM En 在 R, ERU EERERECT d P^ 
UBBEPQa-12, eo PINE EEUUBENY. BEIE 


Hii. ALAR EOS, WPs X. 这 也 是 投影 算 子 ，Po -= 了 


一 严 也 是 投影 算 子 ,这 时 1 = SP RAZ ERNETEN, X P.H 
n= 
C£ (n—0,1,2, «0, BrEL DEN HERED 24 a€ nup, {Ax} 
是 两 两 直 交 的 , XDESIbAsI oo, MAS Ar 是 强 收 做 的 , 由 
a—=i #=i . 


(9.14) 定 义 的 算 子 A ERER. HER s, yE, HARE 
TE, An * URSI MESTRE 


(Az, 0-4. z, 725371 zy) 


LIII 
= > (z, AJ) — (z, Xn —(sz, Ay) 
所 以 4 是 对 称 的 , ACA", RE FUEIERLZCA 纪 就 可 以 了 ， u 
4€ (A), hb ry Dase, 因此 


CAzy, y) — (ry, A* 3) 
{RE P no NT. EF, Ant Lars. PELA 


Cáry, Y) = Jn, Eyy) —Yim(zy, Èa, y) 


= (£w, 314 4D — ixl 


UM edem im anm mter aim 
Bm E 
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出 Schwarz WER, Jesl? Gn, Aso dal At yl, BEA zd s 


Levi, ilz 23b BAIE Aic nr DB a 
D, We. 

引 理 10 jR(E,|AE(—co, -co))A Hilbert AH EENS 
E 410 X013 MEUCESCIESES [aor d] El? c 
oo), MR, 必 有 雪上 十 定义 的 算 子 4, EI m ye oo] 


GI 的 二 | FACEA, v) (9. 18) 
WLAD | —— AARRE Ar, f: 


值 函 数 时 AE E IENEN, 

IE BINARE AEC co, 00) HE CE, B) El TREE DE E. 
BIO a, gCH Bp, 4F> CECA) 2, p) AE CI, B) EJ" SURE, 

下 而 只 证 明 7 是 实 值 国 数 的 情况 (如果 SOOM 26 
要 化 成 实 部 , 虚 部 分 别 加 以 讨论 就 可 以 DO. 
FO) CaL fA, za Ms 
0, 其 它 . 
WE DEHER EG RE Baire gk, FHRA 有 界 让 HRAT 


AOR 


0C AT IAE 
$7 REREZ BUR 2, LA [O0 UTE 2E. ER 
£ —(zla€H, 5 FAri o2] 


DIDI OS, AP RAT A, EO. 14), 从 而 当 EDM, 
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CAx, 2-31 da, m) Da (9. 16) 


因为 | HE Do FRE scd]. m Schwartz REA 


有 | Uo dada oo, gi 315,01 ORANE 
积分 的 控制 收敛 定理 ， 从 (C9,16) 就 得 到 : 对 任何 ED, (Ar, 1) = 
TFOD4UL 2, 2), HAREE ERE AIHE c, ED, (9. 15) 
RI. 证 毕 . 

ENR EBM RHF, 称 定 文 在 


Ze leleh, | fOD ME oo) 


e eoa 


ERFA de mf fOOdE H fOD X PR RIA 
(— co, ODDER, i8 4 SFE, 

X 设 [B414E( 一 oo, co)} 是 Hilbert ARA EER, W 
D eon - irsea, [papse coo Arie RRF A = fase, 


E HACER T. 
WE BHAE, co) l RRETA: fr tf), 


a 


D(A) = {FISEL coo, | nuoto) (参看 例 1) 


对 每 个 实数 4， 择 严 (一 cc，co) 中 投影 算 子 E T: (EQD(QD 
(一 00, co Eh Aeon El oo, AN 
Wed, MLARCELI 27 (00, 00) E L'(— 09, 00) 中 的 谱系 ， 由 于 
24 f EDAN 

CAF, g) -= DRON 


406 WAGE Hilbert AJL EGAT 
Wipsp- T CE;| 4&6 (-- o0, 925)3 


p Ad (Ef. 9 - [a fosa =È «cosa | 

` i d 7 | » . Aa E e 

所 以 有 (Af, 二 f ARESO). X SEDMA teti, 
Af —(GR) lim | AdE,f r A 

tUm m €x. 

如 果 我 们 令 B— AS WOO) - (16200, AFEDU) a ge. * 
BEL ARL 
£5 (B) ={f]fEL(— 00, c0), | LE? f(15l*di oo] LAN 

当 42>0 时 , 作 算 子 如下: 3,566 


(GE XL uu MCEM fen - O00. 96), H — A Wem 
这 时 F=, E 4 A250 时 令 P,-0, BREA A I ORC, LUE? 
ME (eo, co)} 这 个 谱系 的 庶 测 度 集中 在 [0, co) 上 , 容易 看 出 
B = paar, 
例 7 我 们 再 考察 例 5 HADAT, HT OD UAUC, WOW, 
=U EU, IRW AE eo, co)} 是 (一 co，co) 中 的 谱系 , 这 
时 
| D - paw, 
S) 210 B4 G.—W,—W ,u—4/ A, AO WM 4 G,—0, 
WRG], AEC, 00) E L'( — co, co) 中 的 谱系 , 这 时 有 
p = aac, 
8. BARAER JERAN WORT: EHE 


定理 和 Cayley 2b Boexitie E ee TA AI, 
定理 5 (A HARTKE I jUE PI) MH RAM Hilbert zz iil, A. 


$5 BARRE 于 的 谱 分 解 407 
EDA) HESR Bd mer, [73727 Hh 谱 3€ AES 
(--o0, co)}, 使 得 
A =F àdE, 

证 先 作 4 的 Cayley $8, PAAR TU — (A— iD) (A+ 
iD , XI A—EUOHHU)(—U) 根据 要 算 子 的 谱 分 解 定理 ， 
对 于 已 有 相应 的 在 10. 221 ERSTE AR EL 使 得 

v-[ "e" dE, 
由 定理 2，1 不 是 0 的 特征 值 , 因而 由 西 算 子 说 分 解 定理 的 系 , 有 
E. ,— lim 号 ,一 了 
23-1 


我 们 作 (0, 228 — co, oo) MRR O A= — etg t= 


iE, 


m 这 是 -i EAS etg 号 看 成 8 RREH, 它 是 严格 


RO EAEAN, 它 的 反 函 数 当然 也是 严格 单调 上 升 的 连续 
BE, 利用 这 个 映照 ， 我 们 由 谱系 {8,19E(0， 22) HEHILIERR CF, [4 
&(— co, oc) Har F: 


F,—E,, (49 — 7) 
HET A 0 ERREI RE SEA, 因此 PL 是 单 铀 的 ， 右 
连续 的 , 由 已,o=0 及 Baal, 可知 也; 当 Ao coo 时 分 别 趋 于 了 
及 0 .因此 {Fi1AE( 一 00，50))} 是 末 中 的 说 系 ， 我 们 把 8 SA 
B ER T 由 Es, —0 及 E, =, 容易 证 明 
v=f" e"dE, = (RO limf 7 e"dE, - Gi imf’ evap, 


49 
=| edF, 


QXR 


EREB | Aar., 根据 引 理 10 的 系 , 2 EN B HET B 


E SEO Hilbert 4m] UL pg ET 
Hf xt xd 


- (z|z€H, b. AM hoo) 


现在 证 明 : B. - 4, 


事实 上 ， T. a mmnax(l, lap e(a- —eg $ , [IN 

Wo BERI gc e, 
PESE 
根据 引 理 10, FE R, 使 得 
h--GDlim2i| ul " Leica 

ATSFUBCICUDAGEIRSDARS TERT TOR 2 oS 

a- ii Gori aeae] ave pedi 

- =D imi] 2L... dP,g—2ig 


QI gzod(I—U)- (A), RSS Cayley 变换 (5, (9. 12) 式 ) 必 有 
U HU)À- 24g, 


另 一 方面 , PARET EBAY ERHO + NA A= 


GE IHR 
|-e 


QU) - OR) lim2| APFug - 2Bg 


D BEN [os 本 | 所 计时 ， Te 
' 2|]sin 一 
| oz 

1 


Jg 而 当 [cosa >t p, e ize] E gll un 所 以 | 


1 一 


szmaxtl, tál). 


"T E G 
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因此 Bg =U 4U)h= Ag. 所 以 BCA， 再 根据 引 更 5 即 得 


A-B, ÑE, 

SHETÉG EE IRE A eter RR CFI AE C eo, co) i 
nite le us B, P) Jh A Vez loi Noe 

定理 6 UAI Hilbert Zr H rh B JCRERER, 3l A 
Bid lt WWE CE, B, 下) 集中 在 o(4) 上, 即 PCo(4)) 二 7， 而 且 
五 不 能 集中 在 比 c( 4 更 小 的 闭 集 上 . | 

证 由 引 再 8 RR L- Lo iO AS id e QU) — (0 


ERIR o (A), XEF LB C — (| [0| 51, 351) —3] — BEC E 
Sc Hb Hei pe E 而 且 在 此 缺 照 十 Fn =E, 由 此 容易 看 出 ， Ó 
中 的 Borel 集 谈 成 部 ! LÉI Borel 集 , Rza. 而且 对 和 中 任何 
Borel # M, 
FO(H))=E(M) 
H Ezo — IF, E,—0, 所 以 EID =9, 国 此 
F(o(A)) - £(a (U) — (1) - E(o(U)) 
FRES 8 定理 2, E(a (U)) =, 所 以 
- Ftg(A))=1 : 
如 果 思 集中 在 六 集 or 上 ;Co(4) 而 且 nm D 
di 4&a CA) ^o. 由 于 or asm. X ER e i e, Mte) 


AT . 

4=| i 
易 知 AI-A-| (XE, JE EBAI A) 
HEEZE 
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lim} (AAF a| a 


n+ eN- a. ti 


FIR A e e 32 ERE ET z, AE Dll — A) H, 


(er 一 0D4=| aD] Lar, =| ani 


类 仆 地 可 以 证 明 当 6 CA) E 
A Ar 
Bt ÀoE — 4 EDA H 上 的 一 一 对 jr, HAA E 
有 界 算 子 , 这 就 是 涪 Eel), 这 就 得 到 了 矛盾 , 因此 不 不 可 能 集 
中 在 比 o CD NIS PRSE FE. HESS. 
Rl HARR Hilbert ZA H qd SE JESENCT, IRK 
supA —sup( Ar, x) 


A&mCA)— lxll-1l . 
inf A=inf (Az, z) (8.17) 
A€otA) Tel=1 


证 我 们 只 证 (9.17) 中 的 第 一 式 ， 记 M= Sup4， 由 于 


t 4=| AdP, 
所 以 当 |z| 551 时 ， . 
45,2) =|.. AéQus, <ul cd Faz, a) = Mis 
因此 sup( Az, DLM. 07 


另 一 方面 , 由 于 o(4) 是 闭 集 , 所 以 MEO CA), 对 于 任何 正 数 
e, AMOR FM =e, M]) 0 RUF HEC ER CD D Coo, 
一 e] 上 , 与 上 面 所 证 明 的 结论 相 矛 居 ， 任 取 jz -1, zEFP((M 一 
e, MH Wok, 由 于 Fu SEEN AM eM, Famo, BEA 
(Ane SAFa D-[ MR, DM 


因此 , 又 得 到 sup(4z, 2) =M — e, 由 e ytt Ha 
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sup (42, z)cM 


. lri- 

BEEST (9.10 3 —5X. AATE 17) 的 第 二 式 ， 证 毕 ， 

X2 ibAJk M Hilbert 空间 耳 中 任 一 有 和 界 自 共 轮 算 地 . 
《ed), 呈 on, 天 ) 是 4 所 决定 的 谱 测 度 空间 ， 设 互 是 任 一 与 4 可 交 
换 拍 有 界线 性 算 子 , 那 末 对 任何 MCB.ouo, BB 与 (型 ) 可 交换 ， 

证 it, 8+3 AR Cayley FiA U 可 变换 因此 由 $8 定 
W, BIU Bie oi REUS BERG. EM), MEB, "X 
换 , 因此 通过 线性 变换 a B gF M) 可 交换 ， 证 毕 . 

X3 设 4 是 Hilbert zzii] HL lo E dee ME", FÆ A Rit 
ERME 4E COCA) e CA E fi RE Baire BACH, d 
A SEAL (A) , HO RCEERCTE 


fas FODAR) 


Hbc Ti fie FCA A PIT) HEC 
() Hermite 性 : F(A) - (CODO *, WE, 25 f XESOIR KT, 
Fin 3:BUE TUE 
Gi) 线性 : ia, B E, f. gu 800 CAD), 那 末 
(af + B9) ().:- af (A) -BIA 
(iD HRE BE f. ge Co CAD. BOR) CA) = FAIA). 
这 个 系 可 以 由 $7 了 定理 ?2 直接 推出 ， 证 毕 ， | 
f PPR Foo FOODS ELOCRENCTICATSRCTHRR, T 
AR, EH en EIC RE: 
系 4 fEM (o CA), F Ab ARENE, BE 
HADIS: sup IKE) 


X5 Aj Hilbert ZAH ARAH ERET, mE 4 
O, 3E3E 45 45 EE PURSE VERE 4,50, B A SACRE A, 


412 WvoR Hilbert expel pL jap 3 E T- 
4 
一 A), 


证 4050 pr F -8 € HH, (Ar, 2) 2 (0r, r) 一 个， 
由 系 lax F oeCGDc[0, o, A 


A =f AF, 
gid} 


是 4 的 详 分 解 , 取 4 =| TAF, Bn ADO, EHA =A. 


背 证 唯一 性 : 如 果 又 有 A20, A= A, MEIEN EH, iE 
zy= (4 —4)2, AA AA, 所 以 水 H3 ATI CD AD STIS, Mii 
4' 与 也 ; 可 交换 ,因此 4' 与 4 也 可 交换 、 由 于 

(A; - ADg — CA AD CA, — Aa — CAT — 4?) —0 
因此 Ay —AÀ'y, Bp ACABO, AS ARAA, y) — CA y, 
3:)—0, Rk, Pii A 的 谱 分 解 可 知 KE CAD DI CAD, MA 
ifa CA; — 4) (A, —A' ) : —0, BI 
0 ((4,—4) (4, —4)2,2) 21 (AA zj*， 证 毕 . 

T BARE FERARI RERI 函数 模 ME X3 
人 如 下 的 概念 . 

定义 ” 设 了 是 赋 范 线性 空间 ，A4 是 名 (4)CX 到 于 中 的 线性 
KT. WREDA PARR nS EOD, 使 得 {Arzoln 一 0, 1，2， 

一 } 张 成 的 亲 线 性 子 空间 就 是 X, 屠 未 称 xz 是 4 的 生成 元 或 循环 元 . 

我 们 先 考 察 有 生成 元 的 有 界 自 共 纪 算 子 . 

引 理 11 设 4 是 复 Hilbert AERA REAT, CEER 
元 rs, 那 来 必 有 可 测 空 间 (0(4), Bc4y) 上 全 有 限 测度 4， 又 有 玉 
$i Llo (A), Buo, 1 BS ET. U,. 使 得 A-U AU"! I I GOD, 
Bi, nha FIBRE TE T: 

(ADU SEO) FEL? CO GD, Bros L) (9.18) 

iH Uz,-—1, 
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fj Ra EIR u B: 2H MEB, colbh, 

B CM) =i ECA rg £6) 
WAR &GEAUBERUSEUEC, LRT H W Pb p EJ pAr] p E 
多 项 式 }. X 4e L5] L(A), Bocan Ohi -E U 3 P: UpCAD zo 
=p). HF 


(pCAYzo, PLAT = (p( A) CAD, zo) - [Isto anco 
(200 =p UpCA)m) 
MEU EL 8] Z(o C), Boas i) pO SENE Ps RLE 
了 算 子 5 的 定义 的 确定 性 , 就 是 说 如 果 又 有 多 项 式 9 Eg (4)zxi 一 
pCAYas, 那 未 容易 算出 
IpC O —4COR = fp Arog lAr 一 0 

RESTE q 和 卫 关 于 测度 呈 儿 平 处 处 相等 ， 它 们 可 以 泪 成 
L (aX A), Boas O PR- -向 量 ,用 于 zo 是 生成 元 , LEA pR., 
根据 第 5 意 寻 2 定理 1, 可 以 崔 一 地 延 拓 到 五 上 域 为 下 到 
1o (0, Bocan 10) 中 的 保 范 算 子 , 由 了 的 保 范 性 和 五 是 完备 的 可 
n, UH 是 也 (oCA4), Bean o PRAT A M, 也 就 是 卫 子 空间 . 
BEUH 到 少 包 含 L'(o(A), Bea n) rnit S38 ek, HEN 
wE 653g PH 5 的 系 可 证 CB E L^(o (A), Beas io h ERAEN, 因 
EUH =F (A), Bow u) U KT, | 

iA Uxm,—1, X RAA Uplata = pit), UApCAM — ta (E), 
WrWTER £I fF, (0.18. BT ÁN NEUXTERT. Mi 
且 多 项 式 仿 体 在 (ol4), Bon a) rds, PEERI — 1) fE 
Llo C1), Bocan p), C0. 18) or. 证 毕 . 

引 理 11 说 明 对 十 各 Hilbert 空间 右上 任何 具有 上 生成 元 (第 环 
元 ) 的 有 并 自 共 固 算 子 4, 茶 了 一 个 西 等 价 外 ， 它 是 全 有 限 涧 度 空 
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MCa CA), Bo cus i000 L (0C, Boo, PIECE IRE, HF 
不 具 生 成 元 的 情况 也 有 类 似 推 广 . 

312 设 有 是 可 析 复 Hilbert 窗 癌 ， 半 是 召 中 有 界 FL OESE 
5X F. Bises A Wt Br ERI DESEE T 375212 zin H.. 
EHH =H n 而 且 4 在 每 个 HI 上 有 生成 元 . 


i BFH EHE, AE M PIA R08 1,2, 3, i) HE H 
PRAA REBAR LECHE.) im FE AE Gn) n ERRAR 
的 向 量 ra, 我 们 作 H, AHATE m0, 1,2，…} 所 张 成 的 闲 线性 
THA. AREH H 是 4 的 不 变 子 空间 (参看 第 五 合 §5), 根据 
§ 5 定理 9 的 系 2. E IEEE C DS TZ RUE Fo P 
以 吾 | 是 4 的 约 化 子 空间 ， 4 在 HS BORM A r, 以 za, 为 生成 
元 ， 如 果 H =H, BREA T, in HAH, rn, X ns 并 用 
下 面 的 方法 继续 作 下 去 ， 假 定 对 自然 数 t 已 作 好 HH esL HS. 
14 A BS AR CAR IE ie TAR, AHE GL, mus ch du. 
MAE XC nna na xn). MEHA EFE nEn mr. 4€ d 


Mac D Hs, du Mss H.SARSEIERI 五 为止, 如果 MVSeH, 
kei 


RRE {Taai aaa dei HEC 个 不 在 Mn TTEN . 
Joan MOM. Macao M, rM W tan 在 机。 上 的 "m 
为 2 WI dhua Ya Tha M R Eana Ma WEE BIET 
Xa. Mm 28,550, PE Hm 为 由 {4sz Lin — 0,1, 2, -) BERE 
Benopiix TEE. Aam ERI H4 45 AS 约 化 于 空间 ， 
BAE Han ERAD rh.. 为 生成 元 . 因为 MaA HRE 
TRH, fen MA, 所 以 Hu Ma, BD He 与 H, Hs HS 


是 直 交 的 ， 同 时 由 于 ra taa tain ED, Hn 由 上 所 述 ,我 
们 可 以 依次 作出 An Ha 它们 的 个 数 或 者 是 有 限 个 (这 有 时 ,五 肪 
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是 这 有 限 CARPE P 5t RIRU ^e BOR PE RTELPE HB T PLC SS, 每 
^r H.E AWET, EMEA, mi HA do 
元 ， 存 有限 个 Hat E, H = COH, 成 立 , 引 理 已 证 完 , 在 A 


的 情况 E AERA Bm, oca BS EHe 办 此- 切 
c HURT CDL M T GuHA pie ICD, IR Ax t 
k=1 b-1 
间 , 所 以 H-H.. gH 
此 一 1 
下 面 我 们 建立 有 界 自 共 罗 算 子 的 函数 模型 
设 4 是 -- 个 指标 集 , CREARI {L 2,…, m), 或 是 自然 数 
爹 体 D， 对 每 个 2EA, OC, B, p) BREAN. XAR, gtt Hil- 


bert 空间 (X, Bas En), 对 于 每 个 nE A, DELA n Bum). 
使 得 1e, ixi. 


nC 


Fes fa) 
所 有 这 样 的 上 全体 记 为 @@ LAG, Bn jn)。 在 其 中 规定 线性 运算 


及 内 积 如 下 : 2 
& fi, fa te} HAI, gs teh afi Bg afa i Bg) 


(ifi, "m e), ifi, $5, ep = 22. Ga) 


= |, EHE) 
这 时 DEE ps B,, HoA 23 i8] I; LX n B,, iu) (0€ A) CAE 
和 , 它 是 一 个 Hilbert zl, 


O A FEDERTIÉ EULS. 


ENERHIYA UM 机 和 rr DUREE ep 
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定理 7 设 五 是 可 析 的 发 Hilbert Eh -H PWE B 
EHRT, DRE Anf GE BR AI EE EE 2 RI CX VB Luo, 其 中 
HA X, cOGDBUGBIAS, B. RR Xa 中 的 Borel 党 全 体 , 并 有 H 
34 A EMBL X p Bz, B) ERRTU, 使 得 过 4 ECOL 
(Xm By, za) 中 如 下 的 乘法 算 子 : 对 十 任何 f= fs fo EOL 
(X, By, Ha) 

Âf -= A{f, T eje Gf t » tf aC), e) 
(此 定理 中 的 Hilbert SHODL? (Xa, Bx, Ha) ARRAT LR 
为 Hilbert FEA R Á Jg 9 T- 4 BRRR 

证 由 9] 理 12, 存在 A MHRA TAA EE ET 
Zuju] 豆 。 使 DH, =H, 面 且 4 在 Ha 上 的 限制 4, — Lu, 有 生成 
元 . 根据 引 理 11, 对 每 个 召 ,, 708 (0 (A); Boan) EEIE ns U 
石 .到 L'(a(A,), B. Ba) LEES REC U,, 使 得 -U, Anta ' 
JE An 

CA P) OO SEFA) (FEL LELA), Bocan us) 
担 于 吾 , 是 竺 的 约 化 子 空间 , 当 AEp( 拉 时， 容易 证 明 ( 可 和 参见 85 
习题 11) (AI-— A) HE H, LERE 为 la, AD, 因此 
oC AY CC p(A,) 3x BEMEHL 0 CAD Co (4D, 就 取 X: :ofd 

现在 作 豆 到 OL, Bro s.) 上 的 西 算 子 如 下 : 当 zCH, 
oc Dr, Hj 

Ug --(U, zx, Voxa, e} 
容易 验证 这 个 可 就 满足 定理 中 的 要 求 ， 证 毕 . 

完全 同样 地 ， 对 于 酉 算 子 及 对 于 810 中 的 更 一 般 的 正常 算 子 
都 可 以 给 出 函数 模型 , 这 些 我 们 轼 不 详 述 了 ， 此 外 , 这 里 空间 的 可 
哲 性 和 算 子 的 有 有 界 性 的 限制 都 可 以 队 去 ， 在 空间 不 可 析 的 有 时候， 


89 A REH IDEO A17 
4x? fa] EF EE 2 EAS RT P P8 PS BOSE RU ZMUECTE SRIRIBS ECCE, if 
函数 模型 中 的 空间 起 COL OC. Br, Ha), RERE A 是 个 不 
"TAE, DLX a By, Ks) 中 的 向 量 了 的 形状 是 {fs}(ws4), 即 

PE (Xu Bz Ha) = {flf = {fæ aca), FEL Aa Br Ha), 

D1f <0} 

有 了 算 子 的 函数 模型 , 可 以 更 深入 地 研究 算 于 的 性 质 , 也 便于 在 其 
它 数学 分 支 以 及 物理 学 中 应 用 . | 

8 £IEREAEENG 下 面 我 们 利用 庶 分 解 再 来 研究 Hil- 
bert FA EAE A HMAT, 

定理 8 ” 设 吾 是 复 Hilbert A, ASH p ARES 4 
HT, sin 1, 2,…} 是 4 的 非 零 特征 值 爹 位，P, 是 吉 到 相应 于 
特征 值 A. 的 特征 子 空间 《内存 有 限 维 ) 的 投影 算 子 ，P,=1 一 
BIB, HIE PLE 必 是 相应 于 特征 信 为 零 的 特征 子 空间 , 这 时 4 的 
一 切 非 零 谱 点 都 是 实 的 特征 值 , 而 且 

4 AP, (9.19) 

A (Cei? k=l, 2 , m,)H& PA (n1) psi d E LER. 那 末 
Aa 一 TAG, eite" (9. 20) 

证 FOORITA, NE IESCO(CED E, 

由 于 站 是 全 连续 的 ， 由 第 五 章 8 定理 5( 也 可 利用 谱 分 解 和 全 连 

续 算 子 定义 直接 证 明 ), o 00 一 {0} 中 的 数 全 是 4 的 特征 值 ， 而 且 

它们 最 多 是 可 列 个 ， 只 能 以 0 为 极限 点 ， 记 它们 是 (n). xd 
P =F UAH. XE Po1— 51P,F(o(4)) — FUAD = 


418 HDOATE S Hilbert 空间 的 几何 学 与 算 于 


Fio(A)) - HR U iå) )= F(i0)), 


AP, [aereo PAD, 


AP = [A4F (A Po=0 


由 此 易 知 P.H. 是 相应 于 特征 值 入 (入 0) 的 转 征 子 空间 ， 香 
ta 4450D 和 瑟 的 治 列 可 加 性 得 到 (9. 19), Hà (9. 19) 立即 可 


知 (9. 20) 是 显然 的 . 证 毕 ， 

$8 IRR XiEJJÉ(la. b] [a,b], KC*, - )€Z^(QD, iH. 
K(s, t) — K(t, 5), 1E Lla, b rhfgf& TER TE ETKA TF: 

(HG) =f KG Df dt 
d BUR UE L'OR) PAAR EIE 了， 又 用 第 五 章 $9 AK 
EREA. IAEE GEL BR. 2.7 0， 我 们 取 A, 的 特征 
于 空间 中 的 完 p d ED: A $ {eii )In —0, 1, 2, tn k=l, 2, 
Malma 可 能 是 无 限 的 )}, So 
KJ= 35310 ei er 
* k=] 
| 习 NM 

1, WE 4 是 复 Hilbert zii H 38, Hilbert 7: lj G pg 4p PEHEME RECTE 

(i) 4*4, AA* ZI R- H G ff E 3ESB RE P, 而且 4*A7-0, A4* 220; 

CH). BARAN 到 98 CA). ERG RECTE U. Bri A—UCA* A)? ( 称 为 算 
ESIGI E21 NT $1 73 ， 

2. B AE Hilbert xr ej H i3 38 2 (A) —— {El 


— co«: Az col AAR, ER ATA — LE -- EL) +E H, K CA) mU, 
EA, Jc Hi Ee — limE,. 


3. WA X Hilbert 空间 及 的 线 福子 空间 多 CAD S3] H rpg Bob SET. 
BE Hpt :个 与 4 可 安 摘 的 有 界线 性 算 子 〔〈 即 在 S OD EAB = BA), 
BW i(EjAC(C— co, colR ARRA, AEHpBE,—E.B. (Rog; ERBA 
的 Cayley ERU ups So, 

4. WAE Hilbert zl Hb dy dj 5 B RAER T E EARN TIT. 


PA =D asd" RE Aur CA) Heir CA) AE A REO E BAT UTER AI. ERR 


也 一 如 
fa =S aA] | fous, 
1-0 


5. JB PR T MEI ARR HAR EHI CAE ME DEBET. CR -EN 
Ro iiie, ' 

6， 求 出 复 Hilbert FA H |: A iE AAR ABA. RCAL A), LA 
RAE RAP 2EH, RCA, Dr 的 表达 式 . 

7. MET Æ Hilbert FEH LARRET, IEA 

Ci ) HJEM EDLA pt), Tpi -T*T) BU TP, 

(D AHEM ALES [46 8E Borel TAY f), 


Tf- TT =f U TT*)T, 
(Hi) EAEI ee A 上 Borel afik e $& fit), 
TfG- T) =f UTTO T, 


(iv) P'E GEO EOD AE I 一 P+ 一 P+) 所有 让、 负 谱 部 分 的 投 
影 ， 那 本 , 对 任何 EE +, G fi TucE!. 

8. VE ALB EAE Hilbert Sela] Ew T nr SE B HETE RU 
u, BLc0. HH 48.0. 2D ILES uf o6 ox T ARIES REnP, 

9. X Hilbert Ai lf SER TETE TA RE Sie BE fo sc aRt T 
d. 

(3) [x.lEMEESE DURAS GI HEIH ATL TPRUEOE P. 

(i) (rz, IgE TE a o [ EH CT, m.) 790. 

19. ALB RE Hilbert 空间 中 有 界线 性 算 子 , HOSDASLB. WEAH- 
E ac[o, 1], APZB" GRUB REWE S 521 E T CIO WEB] Ar B* Ra xe 
AC, Li gru OE) FERE Oe lnASCB R FUEN, PARIT com). 


420 TAR bert zig iL fap YHET 


11. WAH Hilbert YAR Exp EET, 记 H*—HOSQCCiD. Ww 
明 2 (4) — (A) -H- -H*. | 

12. WEM F mf xcr E ÉD, 

(i) TÆ Hilbert ZAH AE Hilbert exi Gig H. S. HPL $4 
STD s 


A 
Gi) (P* T)* R HH Bj H. S. 算 子 ; 


Gib TEARIESE AH ALT (可 能 只 有 有 限 个 ), LAS oo 以 及 HLG 中 的 就 


5-1 


WERE Un) CL, UL CG, fb PE D) CH 


JA 
Tr A. ta) We 


n=1 
13. WA X Hilbert FAH EAE S-BGCUR CP, ARE TETERE EM C 
ERITH ERARA 0-12, 0 
(tn 9) 0,5 REL Bf, CAm,, 2) —0 
总 有 | 


Gn. aM 


k=l 
那 末 4 必 是 五 上 H. 5. WT, 
14. ERTELEK ESMÉ. 
(i) TAX Hilbert ZAH 9]A Hilbert 空间 如 上 的 核算 子 { 见 84 31 
Fan 


(i) TEXEGESCL UA), QIERRFURCE TO, IA LA Roe EAR, HG 中 就 


»x1 


Tz—79 Anta, E. 


#=i 
Gii) T—T,T, T,, T, 281E H6 81 H>H HHS SE T-. 
( Gv) T—TUT, T, T, 分 别 是 >G K H Gf ELS. CE, 


15. HET E HG hy H. S. AFO HG Hi EO, LA.) RE CIT) 7j 
PEM. VEM 


TEIL MEN 


iris. = aue! Hark su 22. Yn STA ) 


zy d HON. 


p 
《这 里 上 lles.. lele W SA 习题 14.15) | 
16. ig AJRL E HilbernzmfgJ. bj AIAI D. in (etm UM 0. 
EH PRERANA riii 2 oh R6 
A gj) dg E HF. (Are ro 9 
AUI 
PMICTERIES 


rmm 


HAE H-H mi t. 


$ 10 正常 算 子 的 谱 分 角 


在 本 节 中 将 讨论 比 西 算 子 、 自 共 罗 算 子 更 为 广泛 的 一 类 算 子 
的 庶 分 解 ， 和 前 儿 节 一 样 , 我 们 将 在 复 Hilbert BALH. 

1， 正 常 算 子 ”在 有 限 维 ( 复 ) 内 积 空间 中 ,除去 西 陈 、 自 此 饭 
PER, 还 有 正常 阵 ( 自 共 辆 ,再 阵 是 它 的 特例 ) 也 是 可 以 对 角 化 的 . 
现在 就 是 要 把 正常 阵 的 概念 推广 到 无 限 维 Hilbert 空间 中 去 . 

EX NEN Hier 空间 召 上 的 有 界线 性 算 子 ， 如 RN 

HHEBESEI- Y* 可 交换 ，NN* = W*N。 那 末 称 歼 是 所 上 的 正 
常 算 子 , 或 正规 算 子 . 

下 面 先 举 一 个 正常 算 子 的 典型 例子 . 

例 1 ORG) E844 HUS Be 是 口中 的 Bore! 
RAIE, u 是 (Q, Bo) 上 一 个 全 有 限 副 度 ， 作 LO, Bo, u) Lih 
HP: 

Ni FGJ afle), FELO, Bo, u) 

BA N È LXO, Ba u) .上 有 界线 性 算 子 ， 容 易 验 证 ，W* 也 

J$ LO, Bo, 4k) 上 的 乘法 算 卫 ,并 有 
N^. fG) e 2 EGO, FEEL, Bg, gt) 


m atenei ame => 


4x2 BAE Hilbert 空间 的 几何 学 与 信子 
Eut. 当 FELO, Bo, eh, 
(NN* P) 9 |z fo — (ON NF) 

Bl NN*- N*N, BIELN dE IER. 

容易 验 江 : MWE PERPE QW ^an S Ebr, o CV) 
二 人 2， 还 易于 验证 ; 4a PERERA, N TGREBBHhGESESCT 
当 占 不 集中 在 单位 圆周 二 时 , 六 不 是 西 算 子 . 

FETAR fo Ei Aro HTH EARRA 4， 也 可 
telata fe | 


—l(ALA* =I (A— A* 
Aj— CAT A7), 4,7, A A*) 


显然 ,它们 都 是 (有 界 ) ELIERERCT-, 分 别称 Ar Ar A ERB, D 
88, ` 

引 理 1 ANEN Hilbert 空间 五 上 有 界线 性 算 子 , 那 末 下 列 
命题 等 价 : 

D N 是 正常 算 子 ; 

GD EERST 

ib N 的 实 部 与 虚 部 可 交换 . 

出 正常 算 子 的 定义 立即 可 以 得 到 引 理 1 的 结论 . 

定义 GEQCGQR,E) G =1, 2) Hilbert 空间 如 上 的 两 个 
谱 测 底 空 间 ， 如 果 对 一 切 M,ER,G—1,2), EL(TLJOSS EKM) 
交换 , 那 末 称 谱 测 诬 E53 E, 可 交换 . 

引 理 2 A Hilbert 空间 上 的 正常 算 子 的 实 部 、 虚 都 分 别 决 
定 的 两 个 谱 袖 度 是 可 交换 的 ， 

证 设 正常 算 子 思 的 实 部 、 碟 部 分 别 是 NUN, 它们 分 别 决定 
WEWEEE, 好 ,1))j 二 1,2， 由 引 理 1，NN, 与 Ns 可 以 交 
Hh XH $9 定理 6 的 系 2, N: 与 一 切 E. CM). CM ERE HR, 
再 利用 $9 定理 6 的 系 2 , 就 得 到 EOM 0 55— E EM) MER) 


Lco LLim ESWimeow ^^ 00 ———» 
可 交换 ， 证 毕 . 

例 2 考察 例 1 中 的 正常 算 节 六， 令 ru za 分 别 表示 复数 2 
üuscEpADEREB, N, N. 分 别 表 示 算 子玉 的 实 部 和 虚 部 ， 累 热 , 当 
JEL, Bo, jf, 

(ON, foo x; (2), j= 1,2, | 

我 们 取 Xn X MERA AE, GOU 一 1 2) 都 是 直线 上 上 的 Borel Æ 
类 .在 可 测 空 间 CX R) 上 上 给 谱 测 度 E 如下: HEM MER, 
EM) L* (2, Bo, u) 于 的 如 下 投影 算 子 : 当 JEL, Bs, n) 
Np, 
. CEMI) 3) =X yla, zEQ 
其 中 x ERE bM BEUTRUEERAE, AAA 出 (X, R, ED 是 
ARRAT N; PROERUEN ER IRI, HECTARE 个 谱 
测度 是 可 交换 的 . . 
0 AWA CX, x X Brp E 谱 测 讼 如 下 4 ME 
B;,.x, Bj, HX 

ECM); F) t X «G)f G), FELO, Bo, p) 
此 地 X a 是 定义 在 Xx X, 的 子 集 开 上 的 峙 征 国 数 ， 窜 易 从 谱 积 
FREM E fk E E EREC, Bo ,而且 


N=] zdE() 


此 外 , ULDELDEOIISSEMCEEATLIOEXT 
ECM xM — E.(MOEIGBD, M;CR,,j—1,2 
REMEE X E, Ee 的 “乘积 "测度 ， | 
2. RRAK ”为 了 讨论 正常 算 子 的 谱 分 解 , 受 例 2 的 启发， 
EL RSS SES A, FIEL BS ES. 
EX RX, Ry EQ)G1, DEWME SE, MAE E 


Q H Brr, = RX Ran HI Br va, EY jj E Borel WH, 


£24 dw Hilbert Vin Bg Lap A13 T 
QU x X» Rx RO 上 的 谱 测 度 ， 如 果 对 任何 MER, — 
BOM, Moi =B CM GE Ma) (10,1) 
JICE BRE RE ELLE, DOSEERCHEDIM E, EINER E H E xE, AE 
CX, X4, R x 4, E, « ED% X.. R,, ED (Xa Re, Ea) HRR 
GE E f]. | 
”定理 1 GEQXGQRO. OX RO 是 直线 上 两 个 Borel Spes 
iB E,(j—1, DEG, 民 ,) 上 的 谱 油 度 ， 那 求 在 (Xi x X» Rx 
RR 中 上 存在 E, 5j E, 的 乘积 谱 油 度 E, o E HRE R fF È E 与 
DAC 
— AE 必要 性 : WEGE OE. 与 到 RRA, REH MER, 
时 ， 由 (10. D 式 知 EQCM EUR. ERRET. dE) $5 定理 6， 
E,CM ) 5j FOL Je] o Mg 

充分 性 : WEE. t E.upoc de. EEEREN ENRE: 
BUHE E, HEDEF JU aec CR E RSME RRA - 
的 方法 相 做 )， 

O 4S G3URH LAE T ARE, P—UML X M| MER, 
j-1,2) (GB P Æ X, x X» B of BIB ABO, 作 P—9 52 Bg na 
百 ， 对 任何 Mix MEP, 规定 ECM, x Mo SEM DEO, 

(2) ERR 


n ? 

I CR | Ù) Ms 为 有 限 数 而 内 MEP, Mas MERE 
， j-1 ， 

正如 第 三 章 $5 PREMK, IER c E RUIIEE JAPE mA 


Pau a . 
xR, bh: 当 M—[|]J M, MEP GB, M; 12, n dE 
4-21 


OO RSGCR: EH Xo X. S ECMULDUMIM,ER, j21,2 HE OS o - TO i 
Fm d Borei 集 类 , aA jo. 


$10. IX ratem 495 


TEM RM - [] M, 是 … 个 初等 分 解 一 -规定 


E(M) =: Y OD) (10, 2) 


我 们 只 要 证 骨 当 3 关 了 时， ECM LEM), SUGAR dE 85 定理 4 
就 知道 EEZ, SX BQS4ERM,—GS0 x ST, AFA jj MM; 
DM y =, FIDA SPAS P= DRS PASP =, 这 样 一 来 
ESP x ST)EGQ x S?) 

=E SIE SPE (SGD ECT) 

=R (SPE (SI £0?) ECT?) 

—EQS?ST) ESPN SY) =0 
所 以 ECM,) G ECM OAY, Hit 如 (本 ?是 投影 算 子 ， 还 可 以 证 
83 CE TEE ÉL PLUEBRO ECM) Box X (10. 2) MRS M= 


ÙJ MG REEE, MARM = [J MP ÜJ m, R pra 
Ma £I 2231 


-QarD, MPDAMP-OQU SUA 
SIFI M) -= 5 E (M) 


ABE E BOERUS RR > 多 的 映照 ,而 且 EOE, H 
是 有 限 可 加 的 . | 

(3) 证 至 是 代数 RU CR, EOQWERUE, BA, REENER 
有 可 列 可 加 性 就 可 以 了 ， 

对 任何 FEH, 4 

gis z) = CE(C oo, £1] x C00, 521)f, D 
-(.(C-e DE, Df f) (10.3) 

量 然 , 当 固定 了 时， 一 元 函数 ero, zi) 在 固定 一 个 变 元 后 是 关于 


- 


CE OHT aA a e e m m, a m o 


426 RAR Hilbert RLRE SAF 


另 一 个 变 元 右 连 续 的 ， 并 且 对 任何 accu rek 

eG, ra) ELMCIT f2)- T, {Ts Pr X4) 

={E (Cr, FB (r,s, 2 Df, f) 

=" FEET za DESC. z DFPE 
HETTA p, Gi, Te) 可 以 产生 HRS E EANET Dn M ACIE. 
而 对 任何 RxR, 中 … 列 后 不 相安 的 集 (M), de C) ae 

LE 

BRA, | 


(8 ( U n. y F) SE (EOS, f) (29.4) 


Wr EARUM, ERY ÁO JEA dur, BOBdR EDS S, Ein 
—H F gc H, 


( &( U (y. s) :DI (有 (人 所 的 (10. 8) 


从 而 
a(U MM, )= DEM.) (10. 6) 


MEE KOOR LA, 

(4) WR S7 E4, (X, x Xs, R| Ro ERDRE BE — 
ERRU, x Xa Rix Ro 上 的 讲 油 旗 ， 证 毕 

T? WO Rj, 8)) (一 1, 2) 是 Hilbert 2/8 LEWN 
WRES, WHE, E 是 可 交换 的 谱 测 度 ， 那 末 在 《Xi x X, 
Rx 有 R) 上 加, 与 如 的 乘积 谱 测 度 是 唯一 的 ， 设 4 是 如 中 任 一 有 
和 界线 性 算 子 , 如果 A 与 万 ; (j=1, 2) 可 交换 DP， 那 来 4 SENUR 
积 谱 测 度 可 交换 . 


d) BÜX—HBHIMER, E M)A= AED. 


2800. EWETEWAM (27 
证 BRE xX, RxR) Etna) Eq FS 5 
与 E, RERED, 作 
M - (M |] MER, x Ra, E(M) - F(M)) 
当 —MQX MQEP y ECM) - ELCHE EQUIS) - FOMD, DÀ Jb 
PCM, 容易 十 明了 驻 是 一 个 0 代数, 但 是 Rx RB; to P HR 
小 -代数 ,所 以 M =R, x Ra HIE P, Ix S GEI RA OU LHE UTE 
一 性 . 
类 似 地 , 设 44 53 E,()—1, 2 可 交换 , 作 
R={M| MER, x Ra, AE(M) - E(M)A) 


由 (10. DÀ: PCR, t SARI -代数 ， 所 以 R-- Rx Rs 
Ee, 

我 们 现在 要 讨论 乘积 谱 注 度 的 详 积分 . 

EWI WX, R, E) (j—1, 2) Hilbert ARH LAW 
个 谱 测 度 空间 , 而 En Fa 是 可 交换 谱 测 诬 ; E ECX, x Xa, EN 
F 如 | 与 E RRRA, BOX, RORA, Ro Eft 8T 
Ek Ue, 那 末 当 FEBCX,, ROM, 


| fofi GDdEG 2) 
IX: 


=| FODE | Hadid wD 
dx, Xz 


证 RIF) aK, EX, J=1,2, HAER, L-K, 
K]rhiüszr AH Yan di n Fn 使 max (y; — y1) e, tE 


MP = XG Ea 0e, j=l, 2 
那 未 由 $8 庶 积 分 的 定理 可 知 


| Sapia) 31r ee $12 
^d k=l 


青 利用 | (si)1< 友 FARRA 


MER Nd E 


ig AAR Hilbert SEE UL ATA EST 


||, feodo], fion; 


DONEQ(MT) > UEQUMS »| x2Ke (10. 8) 
b-i P-1 
但是 


SEM?) Sy EUIS 一 * $,F.ECMT? x M3?) 
, B UT (10. 9) 
35—7Jj i, BFH G5, 2: MP? x ME? MW, 
[fix D fom — yr -2Ke 
内 此 | 


i fx) faz) db -Enns M| 
XxX; k.i 


-Sf ou  GOohiGo -NIAE a) |<2Ke 
rem a ead M 


(10. 10) 
把 (10, 8 一 10, 10) 结 合 起 来 , 就 得 到 (10. 7) Re, o Pa ge as 
数 不 超过 4 在 ee， 再 令 eco, 即 知 C0.7}) 式 成 立 ， 证 毕 ， 
3， 正 常 算 子 的 谱 分 解 ” 利 用 自 共 耗 算 子 的 谱 分 解 定理 m 
积 谱 测 度 可 以 得 到 正常 算 子 的 谱 分 解 定理 ， 
定理 4 (正常 算 子 的 谱 分 解 ) 设 百 是 复 Hilbert 空间 , NEH — 
上 的 正常 算 子 , MEUA Co (ND, Ban ) EE — BS EBORE E, 使 得 
N= b. záE(z) 


并 且 , 对 五 上 任何 有 界线 性 算 子 ALS 4 与 入 和 WW: 都 可 交换 时 外 ， 
Ad^ E ECM)CMEB, o) 9| 2835. 


D 共 实 ,只 要 假设 4 与 六 可 交换 , Ab ARRE URH A 5E" app E, 


$15 ESBERN m 
证 NS N: DHENVE. WEOX, B, E) X; V, 
HWA ERR], 其 中 X, 是 数 直 线 , B 是 直线 上 Borel i, Hy! 
H2, E 5E 可 交换 ， 概 据 定理 OX; X BxB) 上 存在 
FEVIBIXCBAREIME ESE Fs， 由 于 
Nf tdi Go), p-| dEl} 
Xi DX jg 


Y f, "m zs fat) 1, XAR f, (,) &1, Fele re, WIRE rn 
H 6-1] 


Nj NEL (10. 11) 
ENTRE 83, xz) 写成 复数 形式 : gcgado ita BEOE HE ONICEN. = 
NUAXGO1DIDEBERE | 

we, sr, rm [Lan 


MARN AY BARCRIHUIHAMROLUM, U ERAN, 

交换 ， 出 $9 定 埋 6 的 系 2，4 与 囊 可 交换 ， 再 由 定理 2 知 半 
GETZ., ， 

BELLE SEE RHE o(N) b: ASQ, rn 是 复 平面 上 以 4 
为 中 心 ，* 为 半径 的 闭 吏 对 任何 AP(Y), 今 证 必 有 正 数 "， 使 
得 i ! : 
* B(S(A, r)) —0 (10. 12) 
如 果 不 对 , 必 有 ra>, r >to), MA EG, r))s50, Bd 
tti EBS, 72H, la. =1,2= 1,2, ^. M $7 E38 2 (9 3 2 
.得 到 . 

AI N)2,|* 


«| 1A zd E C), K 
EFIE ` . 


-L. JA zl dHEG)e,d 1 "rS ECSA, T) nd = rr, 


430 AGO nilberi "(Ro fg JL 2E SC 


当 za->co 时 , 上 式 右边 rio, MIO - Nas] 9 (2 co), 这 和 
4Ep(N) 的 假设 相 矛 盾 ， 由 此 可 知 , HEA ACoCUND, BAER m. 
使 (10, 12) 成 立 ， 再 利用 谱 济 座 的 可 列 可 各 性 , 易 知 
ECoCN)) -0 
MERER HE oCN) E. 
关于 谱 测 度 的 叭 性 是 容易 证 得 的 ， 留 给 读者 作为 练习 ， 证 
tb 
TT—— 
Po ERN E | 
R1 NEN Hilbert 空间 万 上 的 正常 算 子 , 那 来 由 六 决定 
f 18 BN HEAR ST RE E IPIE EE ec(Cw) 更 小 的 闭 集 上 . 
ARAUERA $9 定理 6 rp BE Bp Ay BS E DE SIE FL, 所 以 把 它 
HERRE, 
X2 ENEH Hilbert 空间 恕 上 的 正常 算 子 , (N), Bex, 
Bl N WEBS IE RE, ET JEBON), Bios) 4E 


[Qo sb. ftoaEG) 


BE f0— fCN) 是 算 子 演算 . 

L EFRR ÆFA Hilbert 空间 正常 算 子 谱 分 解 更 论 的 进一步 发 展 
是 和 咎 子 代数 密切 相关 的 ， 我 们 先 叙 述 有 关 的 -- 些 概念 . 

ESX RAEE Hilbert 宅 间 琅 中 某 些 可 变换 和 的 有 界线 性 算 于 诸 , 按 通 
常 的 代数 运算 及 算 子 税法 运算 组 Ja Banach 代数 2， ICN s Bot AcM i, 
AEN, HEHN AH rdg XEMOS ERE Banach 代数 

Wf EOLrSiEHUEMISREA. Wein Bod: G) f= di) 当 
A, BEM BJ, f CAB) =f D FCB) Gil) 当 AC BE f (A*) =F. Bk i f 


D BN), Bow) k cUD LEER, GESREE Baire AAi, 
DO 即 名 来 通 常 算 填 的 纸 性 运算 和 范 数 成为 Banach 空间 ， 而 且 针 对 算 子 前 语法 
LX X unb A ER CIR 
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AEG LAEUHERSDE2ÉÉETETIBGR. A ENA ER ERE R ERIS TUS. 或 简 
EUM 
RIEM s E Beso ipd. BEXEETSIIE SE e, 性 何 4. oo, AEN A faM a, 
" 
Ufo A An e An O — FIEL E CAD ftp | xe, 
j21,2,  &] 

UL CBE AR I9 i a PIE Do fo 3E HERE GU oa Sf a de ix - dB PIS 
P fedi sr Bk S A og ds ss IRI. 

CDNETTIEWILTIE TES MERI Y PEE. 
Borel Æ., 

定理 5 设 甸 是 做 Hilbert AA h J& T- 48 E 2e OE ik Banach ft 
iz, 9t. XE A fru ik zn, BEM 中 Borel se", BB A448 (My 号 上 唯一 的 
WAEA, 1» Ri ACN 

| ~= [uf DED (10.13) 

RA ERLEA HA A Banach watie utin dh h 上 连续 
eR E Ere HE KE RH. PEER E., TA E x H 
ARAFA LM]- 

A3 ENERE A S n3. B EMH Borel 集 全 休 所 或 的 a-fe 
i. sC, B)ER)J—GHEDUEKE, dj Hoc pE Ee E A E 
ES Ae COD dx WM dH SEINE IE. pA FJECONR) fe LN, B, uo E 
BARRER T ALT: 

(Ag) G) — fizdgi)  gELE(M, B, p) 
H U= {Al FCC CHO HRA LH ORC, B. uo) pithik Banach (t, iii H. 
TWEEN EAE FER, HANE- G9 EN, Pe 
F(Ag =f iz) 
我 们 把 z 与 下 一 致 化 ， 那 来 器 4 M-k, EMEB fE ECL ar FR: 当 
FE (WM, B, p) H} 
GE CM) g) (30 = Xy lz) g G2 
(GG, 是 并 的 特 往 函数), IRA EUER 
As] FEG) 
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这 就 是 在 这 x 个 具 你 情况 的 (0. 13) XX, 


可 题 
i. 证明 : 在 例 1 中 ， 当 测度 站 不 能 来 中 在 毕 吕 更 小 的 闭 案 上 时 .afN) 
=i} Sb ap R PERA EN N ORE El HEBEL SETS Ie Hoe Pe A fr ep Jg Fe 
时 , NOR GRON. 
2. UZIA 1. 
8. 证 胃 相 应 于 正常 算 了 的 庶 测 度 是 叭 一 的 , 3f ILE IM E IS EE nr EE 
a CN) (Mio ARE. 
4， 设 入 是 复 Hilbert zeH ET LARM GET 
-O EMN EERA TUNERE ETEÆEE LAATU, URRE 
JC 80 RLF ROI - B) SCH. (Rr, 2 20), JE BLU AR A 83, 使得 IN —UR. 
(22) fi; 当下 是 正当 算 节 时 , 上述 分 解 N SUR GROS ORO VETE 
D. XE SO 定理 7 推广 到 正常 丈 子 情况 . 
(6. WEN JE SE Hilbert Zrfa E. ITE AE PET. N, Na 分 别 症 大 的 实 部 咎 说 . 
eo WAGO RNUINTS NR 
Gi) 2 s X B UNT] STUNT 
(ii) 3 ACpQN 时 ， 
JAM = LÁ 


z€pscíX! 
T. MES, S,Cn —1, 2, --) 部 是 要 Hilbert Zi Bg EYE E T EB: dinde C 
lim, —5, Jic GIO im St". 


$11. 算 子 的 扩张 9 与 膨胀 . 

对 于 复 Hilbert 空间 上 酝 算 子 . Bj 368823 DA JU 8T BRE: 
写成 详 积 分 的 形式 , 这 样 算 子 的 结构 就 相当 请 想 了 . 对 于 更 一 般 的 : 
4 1. E ARE ORTA HISRUGE HERE DÜSURISUPERWCT COXRL 
$8 3O wriEBWAA A EbíRBPERS—RQC. [BGE—TÉEMWET BU 

"TTE i 
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JD. XHIOECRCESEBAACDE DD SEE, Kb RU 
定 的 算 子 能 否 扩张 或 脱 胀 成 为 性 质 中 好 的 算 子 ， 以 此 用 性 质 良 好 
的 算 子 近似 地 (在 某 种 意义 下 ) 描述 原来 的 算 子 ， 在 S9 的 第 四 小 
节 中 我 们 就 利用 Cayley «EM EAE GIRATA 张 ， 这 
一 池 我 们 将 对 算 子 埋 论 中 常见 的 几 种 扩张 和 及 胀 作 一 初步 介绍 ， 

L BEE EER REEF bip, 算 子 是 不 是 闭 的 是 很 
重要 的 { 闭 性 与 迷 续 性 关系 很 密切 ), 这 里 要 讨论 算 子 的 闭 扩 张 , 讨 
论 达 类 扩张 的 基本 方法 是 用 图 象 方法 (图 象 方法 本 身 在 算 子 理论 
iu mM. 

WE HG 同 是 实 或 复 内 积 空间 , C, Du C, Do BIDS HG H 
AA, ERRAR H xG 上 引信 内 积 : Mz g) (^, y )€ 8 xG 
时 , 规定 

C, 9), {2 ,YF Duo Q8 Jati Y Do (1.1) 
B HGC, asc 成 为 内 积 空 间 ; 当 H,G 是 Hilen 空间 时 ， 
H xG BRA Hilbert 空间 (反之 也 真 ), JEH. (H x 0)* —H x G, 

间 样 ,在 Go H. EET REBHA ARCO, Jaxa. 

为 了 简便 起 见 , 令 后 党 将 各 个 空间 上 内 积 的 空间 下 标 省 掉 ， 

FILAR «GG» HIS'W-TU, Vr: WHEN eH x6 

Uiz)-Q,hVGoanne(-—$B:) o (11. 2) 

BU, VSJEHxGoG-HÉWN T, 3 H—-GBW, U,V% 
JdXREHHXH LEAT, fi B. 

Vl, T=, UV-—-—VU (11. 3) 

引 理 1 设 H.GJGEyPzxja, 了 是 五 到 G 的 线性 算 子 ， 定 又 
Mit CD), IR 

O T EDI T- Do E SE A Pb T GER e GT) 是 五 x 如 的 六 
线性 子 空间 ， 

GD 工 星 万 xG 的 线性 子 空间 ， 卫 是 某 个 吾 到 他 的 乒 性 算 子 
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名 的 图 象 的 完 要 条 件 是 到 中 不 含 形 为 10 2) G 50) 918 RE, 

(iD A, G Æ Hilbert Zzj], T REHA GHATE THK. 
SEA BERECV G CD) HOUR ACIES (0, 2) Gt) i Re, 同样 , 8 是 
G 到 刀 的 秽 定 算 子 的 充 要 条 件 是 (8 CAO) 中 不 含 形 为 (0,9) 
(# 关 人 站) 的 向 最 
| 证 (D HA, 线性 算 子 的 图 象 是 互 x G 的 线性 节 空 间 ， 册 前 

个 了 的 定义 ( 见 第 四 章 $5) A CO ELSE, 

(i) 如 果 L-G), 由 于 外 是 线性 算 子 ,所 以 0€ 2T, 从 而 
T0=0, 因此 工 中 不 含有 任何 {0, 3) (750), 

反之 , 如 果 工 中 不 含有 形 为 {0, y¥7Cy 取 0) 的 向 量 ,这 时 由 荆 作 如 
$i Gig FESECP TT: MG Y) EL B, | 

Tug. VD) s (o Gs y) €L) aL 
省 于 二 是 线 必 了 空间 , REOR AO. y) (r0), Bn TL 是 DUTY 
S G Ry d iri na, 3E B EFE PETS RETE. 

(i) HER (gu, z'OCCVOCP)) RO ECKE AR fH E eU) E 

e, - 
0- Ct, x X,(—Tzzbp——(y,Tz)--(z,z) (1. 5» 
如 果 卫 是 稳定 的 ， 由 (11. 5) BAVET) PRERE Ar CIL 
(y, x ) (9750, x' £0), 
反之 , dn CP) H, Sio —0, r CHODA, 并 县 > v66 
由 (11. 5) 8 An(0, r 1€ (VGCT))*, 这 与 假设 相 了 矛盾 ， 所 以 CIO 
=H, 

B Gon HS TRAN TF S otie. ite, 

xS H, GEARRAR, TT AA CIOE T. dax 
GUT" 是 闲 的 , 并且 TCT' LECT" ST DUBIE GE CHEER. AUR 
IET p — ^ HE d, E OH AED T SPRUCH T" WA TOT, gT 
FEST MEE) 
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8I 2 E H G 是 内 积 空间 .7 HG REE, OK 
O TC" 的 充 要 条 件 是 COP) COUP; 
GD T fi ERTIK EEA OCEL, E L3 HG 中 
R EIE (0, yO O fie Te RE PR ER PEE fa; 
Gi) T £fscbhpad sich TE SE de JE GUT) BOR SED (0, v) 
(gre 0) ffl RR, 
EASIER X nOD. GDR, AA GD Bet dg 5) UEBH 
Gii), RENK. 
i HIC E Hilbert 23m], T -H3 G my BsgcE TE D, IE 
Thi z(TOG)—HWRST, —— 
定理 1 jk H,G Rb Hilbert 空间 ， 著 来 
O HT AEHSIGOS BEI FER- TA, 
GOP*) SVGUP)! -V(GCP)-) (11. 6) 
Gi) BbESTER-TT BALD ITUCINSHEEA OR T EG A H 
BBEA S. 并 且 T** 是 了 的 最 小 闭 扩张 .特别 , TENE 
TIO M. di T. T5 
证 (OO) 根据 ( 阅 定 算 子 的 ) JEU TE HELER D, GH 
rae, 2) e CT*) (Bl gel (T*), zT) IER PER 
5) 2C (T), 


-TE y) i (æ, z) {11.7) 
vhi si ACE. OZ FERM. BERIHI V IE PNKCTUL AME n 
Y. 
GD 首先 ,对 任何 线性 算 子 了 有 
H» G- G(T) COGCT)* (11. 8) 
X025 V. EN B-S, 所 以 
Gx H = VGUU)kDVGLQ)^) (11. 9) 


XB, VCG) - CGCT))' 所 以 


436 NE Hibben 空 关 的 几何 学 与 算 邯 


Gx IH --VG(P) c00(VG(T))* (11. 10) 
4 TEREA- H. HOHA 
GxH —VG(T)GG(T*) (11. 11) 
HII 
HxG-V^(Gx H) -GOP))0GV GU) (11. 12) 
I c | 
GiT) = VG YY (11, 13) 


WET RAAP T, 因此 区 (人 CGCTO, dcyHES Gy 
不 会 含有 形 为 10, a Gr 0) fr egit, Bail CP) npo ue EAE RE, 
由 引 理 1 85 Gin C11. 13) 立 即 知道 T* 4A2EG 4E Pop £p 
T. 
友之, dn T* ABS T€, WERT Ee, dB TC TU. JB BO 
Cq**—(CT*)* 是 亲 的 , BTEL TUR BIS JE. 
H TRAER. dBcFOl eg GEGl DA HH 7* 代替 TA 
BEVOR V) 
G(OT**) CV GT))+ 
gi CLIL 13) uj 4g G(7**) =G), 人 只 而 T**383E T RSS HO. 
特别 , 24 T Ac Ep JC BRE HT) PHRCT-M,— TÆ A Ro RE DC UK. 
BuT-T** E. — 
X (i) 4 Hilbert SEH EC Je B T OE EA PEE 
GA) -- V (GCA)) (11.14) 
Gi) 4 是 Hilbert H H LE tHSE-R. An 4 是 -对 …… 的 ， 
那 末 AU BÈN EB EBERT. 
AE HERB ASOILOXCXGAm E F9, XT D 可 以 
É HH AHER T UN or f Sr PBNMDAUEBSA, ix HbEHIEEL CZ HALO 
证明， 
显然 GAT D --UGGCA)€--VGG—A)), dy C10. 140, (1.3) 36 


$u SO PEIEGNUOE 437 


GILT) SURUD UV GEA) - -VUGCGIGA))) 
- —V(UG(A)) = VA D+ 
VOCAT 1) 
ORAIG) á Ad EAA EET 
TUI. Tni ee, RARER TIA E i, 
定理 2 ik MG 是 Hilbert "slg, T 46H HG i598 mek tE 
算 子 , 那 末 TT TT A yE HG pn)ncgtie bu. 
证 Up T'DPIRBGCHRWO £o AATE AMAT. MER 
1L 11), (11. 12) 得 到 
H xG -GOVORCI (A1. 13) 
JADRE ERIRSE, g—6 (iu (ih, g9)€H x G) a5 fj E— n9 re 
SUP * 1), y C EC *), E 
jæ Ty h, 


= li. 16 
iTar- =g. ( ) 
SOR g 0. Hi 160 £83 381 
QT TtPr-—h (11. 17) 


"WI TT Y ET TIRA RE TT. B TAHER x £2 CT" T), 

Lo be CP, Ta) (CO HT Te 2) 

xb TUT)szl | 

HAUPT 是 全 空间 HO 上 有 定义 的 有 界线 性 算 子 《其 
K XUHIOCHTTT) IKD, KEERA TUTO XE GE 
f. SHEH ACH, idro—(I-TT)h, i—l, 2, 注意 到 rE 
CCP *T), 因而 

UEPI hy, ka) = Gy HP DYE) 

- (n x3) i Qn, P * T2) 

= {£i us) FUOD, Tas) 

(n gy) PHTY,, ro) 


DET: AR Hilbert Zefa 6L fep 写 算 子 
= (ETP Tr, 2) = Ch 04 T*T) ho) 
EG TTD EARRAS. mimi 的 系 得 到 (7 十 mt) 是 
Ep JE de d 

Tee LR TELUEHRTT* BG pé RAR C. Ub. 

2， 半 有 界 算 子 的 自 共 轿 扩 张 $9 中 曾 用 Cayley 变 换 从 原则 
工 解 决 了 对 称 算 子 的 自 共 思 扩 张 问题 《 即 归 结 为 相应 的 保 范 算 寺 
能 否 有 西 扩张 ), 那里 主要 的 判断 依据 是 对 称 算 子 的 亏 指数 ， 这 曰 
”提供 的 扩张 定理 (在 微分 方程 中 更 为 常用 , 有 兴趣 的 读者 可 参见 米 
转 林 的 书 [183)》 的 证 明 方 匡 的 本 质 是 在 子 改 变 内 积 、 先 给 出 四 下 
Hj: 

33 ECH, C, OEH Hilbert 空间 , G (H, C, 2) 
HARRA. KEC X A RUAHAE S, J, 相应 的 
范 数 为 上, 并 且 在 GG 上 ;上 | 强 于 1 t 即 存在 a0, 使 得 

l ala | zIz[, «&6 (11.185 
JU G E^, TIRA Hilbert "fa t JE SE AR FERE EQH C.) 上 
EMRET B (B) 0, G9 900) sii, [B cl, J 


且 对 任何 c, y€G, 
[z, #1 = (Bx, 五 六 (上 即 r = 1Bz], 2€0) ^ 01.19» 
证 tot: 设 满足 条 件 的 五 存在 ， 易 知 按 (211.19) 定义 的 
D. EG ENARE, Hermite Pz ER, 8 BU dE (11. 19) 4 9 =r, 
misti B7 c RH 
lP -j| Brl Se el (11. 20) 
ENEG E AIRT. 


O 因为 丁 这 条 会 出 现在 同一 个 战 性 空间 LERA T AAR. AM AR 
"FR PE EREA, 因此 这 里 涡 要 标明 内 积 空间 中 的 内 枝 . 
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AEG RE, JRA Hilbert 空间 : Es.) CC, JEH ESI 
的 基本 序列 , E C11. 2004958 (5), (Br ERAI AE CH, C, 700 [3E 
本 序列 ,由 于 ( 吾 , C, 209508. BEA Té Tena, NEH Efem limes, 
JolimBr, AE RBEH, C, "D LHAT, 所 以 

. s€Z(B)—G, Bro=y. (11. 21) 
又 由 (11. 205, 有 

les — rol =] BG, £0) } =] Br, —991 0(n-c0) 

这 说 明 ro el Eina PIER G, C 7T). Æ Hilbert 空 
Hj. 

必要 性 ; FEBR yC H, PE, Ce LER PETE ER. 

f(x) — Gr. y) aL 22) 
TAI 将 了 杭 为 空间 5G, [… - D EX RETE ER, 由 于 
FOLS p Step 


«nlsi. rEG (11. 23) 


由 此 可 知 了 是 (4G, Ee, D LEIZA, IS G REC, '] 是 Hilbert 2 
iH], 由 Riesz 的 表示 定理 ; 必 存 在 G 中 唯一 的 六 ,使 得 
fir) — (x, ni (11. 24) 
4 qi gn TRICRCUT , d T JE HG 的 线性 算 子 ， 当 然 将 7 仅 
很 在 G bl, T ME GG 的 线性 算 子 . 
由 于 他 在 ( 豆 ,(… )) rb és 当 y 尖 0 时 , 了 WEITER, 从 
(11. 24) ^n gi 750, 即 卫 是 一 对 一 的 . 


到 
(Ty, y) —[Ty,y,] -[Ty, Ty], y€ H (11. 25) 
Cx r) = Le, Tr], r€6 (11. 26) 
ili C11. 25), (11. 26) ADA T MERAC, (5, 0 EPI CX 


U ITEE i me mr n 
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A: BICGLE- D EIRE RT Am T EEOC DEAR E 
HERT, EG DS. DLE PRI RH T. 并 且 同 时 是 两 个 党 
间 上 的 半 正 算 子 ( 即 7 2:0), 


ip T LT 4e (GC, 20 to AO ERROL $9 定理 6 的 
R5), 对 任何 EG, 由 (11. 26) Rif En 之 wz| 得 到 


Mrs, pou. E Tr] = Alep (11. 27) 
THRA, C; 0) 上 线性 算 子 时 , 是 定义 在 稠密 集 好 上 的 有 办 
E MESE, EL 

prie (11. 28) 
[4 4 
iib An, TEREE- Bb EARN GT, C, 22) 上 到 OH, C) 
的 有 界线 性 算 地 名 


P ucs (11. 29) 


HFT T? TREG, C, 200 上 上 有 界线 性 算 子 ,而 且 在 稠密 集 G 上 
ETTET, 自然 下 一季 和 EH RN. XU TAE: — H, 所 
[XT 在 百 上 也 是 一 对 一 的 , 从 而 77 是 用 算 子 ， 由 于 了 3 在 (0, 


ODLAS, PIRATE IRAT GEH, C, DLAK. 
HIEP EC, C, 20) 上 稠 定 闭 线 性 算 子 ， 


& BRT ÈE, C, D) ERRAT K 显然 
PCBC, LARE = Gcr) 


对 任何 2€G, lis — T Ëe, zET ^ GCG, (11.26) 
Ez]? — (T Iz, T 32) (5, 2) 
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fe, Tr] ET Ón,TT 5] 


2p map zll (11. 30) 


pr35o EG C^, DEEE, BEU, C, 00 LAERET, 由 此 
Bn (11. 30538 (0, C Dip —8) z ftr, MADE, xz. 


HX GB) - GUI 人， 所 以 对 任何 S CD (D, 必 有 EDE), 
使 得 i 
12, — 2,1 —0, iT Ez, B2, 1-50 (190) 
从 而 
l2»—3sE 18. —24.2]9 Cr, m-ca) 

因此 存在 ze CO, D, D, fos — ail 0 (n2), BI] T 3a, 一 
T 3 a|-»0(n—c0), 由 极限 的 唯一 性 得 到 Bo, — T 321 — Beh, 再 由 
BEH M, REA =E, Ae 四 (BJCG. pe 
£(B):G, Wh. 

为 了 讨论 窗 间 不 一 定 完备 情况 ， 我 们 引入 | 

定义 、 设 4 是 线性 空间 ,《', ").[.,*] 是 定义 在 上 的 两 个 内 
Pi 由 它们 所 导出 的 范 数 分 别 是 | 1 1. 上 S EE RT E ESO EE 
] 为 基本 的 点 列 {zs}, 都 能 由 按 一 个 范 数 收 敏 于 零 推出 按 另 一 个 
CREATE MER ILS] IFS, | 

这 里 的 符合 性 主要 是 用 来 保证 按 | ,Hi 和 .4 都 是 基本 的 点 列 ， 
如 果 接 | .1 有 极限 *〈 可 能 不 一 定 有 ), E RRR AERE 
D, 那 末 * 和 z 之 间 的 对 应 是 一 对 一 的 ， 它 是 研究 同一 空间 上 引 
入 不 同 范 数 ( 拓 盾 ) 之 间 关 系 或 不 同 空间 的 典 人 时 常用 的 概念 ， 

特别 ， 当 | 在 人 上 强 于 1 时 ， 按 全 | 基本 的 点 列 必 按 | 1 基 
A, BD S RARER. 


OD dk PET EEUU EAE S 4 0I 10 RIS WEST REGONRS, 


A42 BK Hilbert. LEE * 55m 


Hi R, (5,0) 9 8 E, acU M, HIRA a (t, as 


o) Ala ao, 令 悟 为 户 中 有 限 个 坐标 不 为 零 的 辣 量 全 体 ， 
RES G, hent Soc di 
a n 
G= {aft Bp |oclua, BECK (11. 31) 


frG ES[AGRPEIL LS, 2 GE oe ui XE AR): 
[ef + Bo, »f tâp] -ay (f, f 4- 8809, 9) 


(11:32) 
因此 i 
laf 4- Bel =lat ifie el (11. 33) 
i F | 
(af + Bp, af -- Bo) 
— lei*tfi*- 181*1e i + Caf, Be + CO af) — 
2 le HB) —24af - wt (11. 34) 
HOL 32 可知 LERF d, HAHEI EG, 
1327-7 ET 
OC e, 0, os s 0,0.) 971,2, ^ BO NC — e.) 


按 上 .上 是 基本 的 , JE B. EF — 0.10, 然而 
H -p= tp 2 0 

RAEL AREA 

3|9 4 UG, 是 Hilbert Zia] CH, (*, D) BER HET El, £ 
Go 上 又 有 一 个 新 内 积 [… '], 由 它 导出 的 范 数 1.1 在 9, 二 强 于 上 1. 
ART - L5 I Er o, 那 末 必 存 在 五 的 线性 子 空间 G0, 使 得 
[-, -JRIELMEdE SEG. 上, JER OG, L, JÆ Hilbert 空间 . 

证 设 {z,} 是 内 积 空 间 (Go [… ?上 的 基本 点 列 , BF 1403 
Tp, bh Ad pdERECK NU, PRSE EXE— 65 EA, E 


[sr 
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|t, —2|-0(2-00), 规定 
Ii =lim|ral (11. 38) 
AE UR OS [上 基本 点 列 {zz}， 并 且 按 全 1 也 收 全 于 = 时 ， 
屠 末 (Go,[-,']》 上 基本 点 到 {zs 一 2} 将 按 外 | 收 和 化 于 零 . 由 于 假 
VET ERSAN, 所 以 上 x, — 5 170, H 


lsat = lim|z d —limdz.l (11. 36) 
这 就 是 说 «PS ERDIE l RRF (Gs L4. ']) 上 基本 点 列 的 选取 ， 


G={s| 存 在 (Gu D, -中 基本 点 列 {x}， 
Eee elo} 

显然 ,对 任何 zE0, 1z1 — De], 而 1. 上 是 定义 在 G 于 的 泛 菌 ， 因 而 
1 是 |- 在 9 上 的 延 拓 . 

. 由 学 路 上 是 由 [1 按 极 限 (11. 35) 方 式 定义 的 , 而 1 1 是 9。 上 由 
ARO, PERS, 并 且 强 于 上- 上 因此 下 列 事实 成 立 : 

G) 8 是 线性 空间 ; | 

Gi) IEG EKR% 

GD [-FYEG REFTDLEAA AME AANE 
G 圭 唯一 的 内 积 [… 2 s 1n ERE Os 

(v) lel alr] Ee ERI, 

显然 , 剩 下 的 只 要 证 明 (G, [,，]7) 是 完备 空间 就 可 以 了 。 

先 证 Go ECG, D. 1) 中 稠密 : 对 任何 xEG, BETE (Go 
[… -]) 中 基本 点 列 {z}， 并 且 有 jzs 一 zj->0， 由 此 可 知 对 任何 固 
定 的 自然 数 帮 ， 点 列 {fz。 一 ze 是 (Gu C, ']) 中 的 基本 点 列 ， 并 且 
HG, 2) — (24) | 0(20), 按 定义 (11, 35) 有 


E 


]2—2;|' -lim|]z,—2l (11. 37) 


由 于 {zs} 是 (Gs,[-，-]) 中 基本 点 列 , 因此 对 任何 。 渤 0。 必 存在 加 ， 


Anan rammer ep ren ae 一 
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当 E. Bh lenri ce BEHPCII.37)n[AnEfE CO, 使 得 
le-ze e (11. 38) 
这 就 是 说 G E (OG. C- JO ERR. 
再 证 4G. O, JO fü Me Banhe, 5, -了 站 中 的 基本 点 
Pl, 对 每 个 nm， 取 e=, acu n=l, 2 … 由 (11. 38) Eg EG. 


s 


]z. —-v.i cd, (11. 39) 


由 于 
Iys— 29» 17 
[i EE + Es rl. 
1 I 


i 
UL m T in — žnl 


立即 知道 {9,} 是 (G6, 上 ', D. EXE 80s Mn Gra Hz] JAR 32, 
BO. 38) Gr EX HE By IRR) p f d 
lim [2 — pel —0 (11. 40) 


TÉRI CH. 39) sE Bl gf 


lim|z, —2]'—0 
non 


这 就 是 说 (G,[-， 30 SE d fit. ER. | | 

显然 ， 引 理 4 的 实质 不 过 是 将 内 积 空间 (Gu, D, .了 的 完备 化 
-AWG e DRH, 

利用 引 理 3、4, PEER ER R ETUA EL ERE UK, 

定义 设 4 是 Hilbert ZH LAERT, ACE ES a 
3E — 302€ £ (A), s 

(Ar, x) zalar, x) (GI CA, a scat, x)) 

ARA GRTRGECGEO SOR. dmna0, RACUIEXEHECR- (或 如 果 
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a0, 称 为 负 定 算 子 ), 并 称 w 为 4 的 下 界 (或 上 界 )， 
定理 3 (K. Friedrichs) — & Hilbertzz al CH, C, -)) E 4t fi 
TCEOES AER AS BIS) 3, JER UIDABCMOUE E CEDAR 
FE, 
证 ” 当 4 是 上 半 有 村 时 , — A REGECEEUR PR, XAR ATE E 
SEU EIU EE EHE AUN HIHETI, 因此 , 只 要 在 4 为 下 半 有 
田 的 假设 下 证 明定 理 成 立即 可 ， 又 如 果 a 是 4 的 一 个 下 界 ， 任 取 
y, 使 得 y 十 >>0, 那 末 A+ yI EREET., KHAAA GJE 
扩张 的 充 要 条 件 是 Aty 有 自 其 固 扩 张 ， 所 以 我 们 又 不 妨 假 设 4 


I FAR a EER. 
jd h= £(A), ÆG ESANARI 
Cz, y] = (AF, 7), z, $9€G, (11. 41) 


HF «0, 易 知 L:,*] 是 内 积 , MAREEA EI D fk GS 上 强 
于 人 小 并 县 
hlav alzl, xz 的 (11. 42) 
Aul 550- ERES: {rE C23) ERE E, 4n 
Aiz.—0, IME, 对 一 切 2€, 


[e 7,]—(22,2,)—0 — (2-00) (11. 43) 
并 且 对 酝 何 20, 存在 fio, 当 z, [Im 时 ， 
| Few 2 —24] [M [y 一 za 一 BH (11. 6 


RPM —sup[z, <, 就 对 上 述 e>>0, 并 有 对 每 个 国定 的 自然 数 
aln), 由 (11. 43) 知 道 必 存在 ms), 24 memak, 
Ean rm]i< | (11. 45) 


Ig rae Hp, 
Izd ENE za Tr zn uix. fale — (01.45) 
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Blim Iz, |? =0, 

而 由 |z,1->0 推出 |zaf 一 0 是 显然 的 ， 所 以 1 1 与 1-[ 符 合 . 

WEA A Gik: REBI O .] 可 以 延 折 到 人 上 过 并 使 
CG,[ DEA Hilbert A0, EG ED rz a rl. 再 由 引 
理 3, 存在 以 为 定义 域 和 的 闭 算 子 ,BB7! 是 全 空间 ( 囊 , C, DÆ 
的 有 界线 性 算 子 , 并 且 

r, yl =({Br, By), z. yca 


-ipl 
IB S 7z . (11.47) 


HFH S. EG = 2A), CAz, y)=Ca, y], W 6, 在 (好 ， 
[DB E Sie n, 所 以 对 任何 yEG, AA GC Gs 后 得 [ys —vl 
—0, 自然 更 有 jy 一 y1->0， 利 用 连续 性 , [E PERI 
(Az, y) =lim( Az, yn) = lim[s, Vysl—[z, 91, 
z€Q,,  yEG 

从 而 对 一 切 EG, y€G, 

(dz, y} = (Bz,By) -— (11. 48) 
特别 取 yc (B* B), (E (11. 48) 得 到 

(Aa, y) = (x, B* By), 4€ (4), yE ZG (B* B) 

这 说 明 2€ (B*B), 并 日 Az - (B* B) *a = B* Bz, 所 以 AC B+B, Rn 
ELSE IUDA 


再 证 下 界 不 变 : hF IB | s 所 以 对 任何 yC E (B^ B), 
a 


(8*By, y) =| Byl alg ay, y) | 
Re 仍 是 8B*B 的 下 界 ， 证 单 , 
3， 广 义 谱系 的 扩张 谱系 ”现在 考察 另外 的 一 种 扩张 . 
WS EH Hilbert 空间 豆 上 的 对 称 算 子 ,(m, 38 8 H7 IRI 
《可 以 是 无 限 的 ), 并 且 mien, Aeh SEH LURUDÉEN ARE 
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sk. [H AE da. JE VP Z8] HE REEL AC E, Fl H'SHCHES GR Hla 
五 ‘上 内 积 仍 用 OD, SER baieta RADII. 例如 
W H HOH, i H' EYES E 

S' {x,y} (Sz, —Sy), 1x, y) C H' -HCOH T 
BASERE 上 的 秽 定 线性 算 了 , 并 且 是 对 称 的 ， 而 号 指数 是 {zm+ 
n, motn), 所 以 S' 4E H'. EX B3cR D UE A, Ale SCC" CA, 

Lup 
| 4= |a, 

EAE HE 上 的 谱 分 解 , 已 是 百 ' 到 瓦 的 投影 算 子 ， 那 末 ， 对 任何 

(82, y) = (As, Py) = [AC P) 


= IL y), 


ASzY Az? = [PiE 2) = [ACPE a) 


Jud B,— PE, (4€ (—o60, 00)), 并 把 B, 仅 限 制定 义 在 吾 上 ， 那 来 
(B,]A€ ( —co, c2) ) EEH E-BAN AJNA T CB. I9 B de dE 
可 以 直接 验证 ), JF ELIO UR 

G) B,«B, 4 4 

GD B, = Bi 

GD GH) lim B: =0, (38) lim B, =Z. 

通常 称 Hilbert Si H ERARO- GiD Ha B ARR 
ib 1i BUE ICHESE-T (B, | 4€ (—00, 00) ZG H E for SNR, 

XX RE, N Hilbert Zrig] H. E Ba tEfRDSEBRKCT- 5, SEHER 
J^ ER (B,] € (790, eo) Hif 


O ARRENE yH, yD RER AER JU T SOR ERU I 
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Gs, p= [Aa (Bs, 0), LS]? = Pn 2), 
ac (S), YEH = (11. 48) 
AEEA: EAEE AL DA X WR (B, [AE (— ec, 
co)} 必 是 8 的 某 个 自 共 入 扩张 (多 许 空间 扩大 ) A GEST) E 
RE H EERDE? 这 个 问题 已 被 M. A. Haiivapk 解决 了 ， 
并 且 这 一 事实 也 被 推广 成 所 谓 *- 半 群 的 表示 定理 , 它 是 更 具有 次 
遍 意 义 的 定理 (下 面 我 们 将 能 看 到 这 一 点 ). 
定义 ” 设 厂 是 一 集合 , 在 夏 上 有 两 个 运算 : 
Fk: (E, 办 ee én, EET 
* 运 算 ;: Eci", Er 
其 中 乘法 渍 足 结 合 律 , * 运 算 满 足 | 
£**-£ (EM =g i", E uen 
Rr E-K, 
此 外 , S1 BERE EE E lU e pe EUR Loc OM De 
的 : 
: | e*—e, eft-Ee-£, &T 
Hare AR, WEEE H, DÉERBGIERAA ZO 
TÉ Xin D =BHH), pH JE Hilbert x i], 规定 矿 上 乘法 ， 
X5 TE ALES CT Eom os VE, XI DAERUN oot 
群 . 
定义 ” 设 全 是 具有 之 元 的 *- 半 群 , (0.1 Er} Hilbert 空间 
HH' 上 一 族 有 界线 性 算 于 , 如 果 对 任何 .7E 丫 ,满足 
D=, Do=DD,, Da—Dt, 
称 :D:|E&e 站 }( 简 记 为 D,) 是 *- 半 群 厂 在 五 上 的 一 个 表示 . 
JB ER, 一 个 *- 半 群 的 表示 D, 具有 如 下 性 质 : 
G) 当 E*E- EE hh, DUE 百 ' 上 的 正常 算 子 ; 
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GD Hé —E*Bj, D, ER Ef Ep gt HE SET: 
Gi) 当天 一 到 二 二 时, Ds 是 了 "上 的 投影 算 子 ; 
(v) 34 £*£—££* —e 时 , Ds 是 H' EDAR. 
Jn H AE BI zn, D, Rc EBEDIEB' EROR, PÆ 
H 简 吾 的 投影 , 对 每 个 ICUEH' BID T. 
T, —PD, 
Bg T. 
Q) T=, Tea —T 
Gi) (正定 性 ) 对 任 一 族 iz:1&E 站 ,但 最 多 只 有 有 限 个 Enen, 
Én MEFE x, 0G —1, 2, 10), RT 
SG, vus t) DO - 
É.n . 


事实 上 , 如 记 z = Tib. WMR 


z= (Titt t) 一 M (Ds, z) 
£u 二 ,前 
= BO, 21) —(,2)220 
fgg 


Gi HER — keler BREE BRA EG 12, --., 
ndah, 2, =0, REI Er, VANAF a 的 常数 C, 使 得 
> (Titaani Zi) <0} Za Term Te) 
事实 上 , MODHE, 易于 算得 C 
Etant) =a Da LiD x) 
£,T 


取 C。= IDARA T. 
下面 证 明 . 上 述 率 实 的 车 也 成 立 ， 即 有 如 下 的 *- 半 群 丙 未 定 


中 ”因为 除 有 限 个 Eu n m arcu m 1,3, m PEEL EOS RAA 
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理 . 

定理 5 ETERA ZoCBy—ERHRE, (TIIECP)EE Hilbert 
fal H b-RA TREET, FERED — Gii)', MRU E 
Hilbert 空间 H'— P, URE H' Essen D, 使 得 在 所 上 成 立 

T,— PD, (11. 50) 

如 果 豆 ' 还 是 极 小 的 扩张 空间 5( 即 Span (Df [££ P, fem y: H*), 
H' D, deli A ERU A SS A ULL EC DE o, 并 且 还 成 
立 下 列 结 论 

a) [DO ac^ 

(27) 如 果 Fiam Tig tT in 对 固定 的 8B v 和 一 切 S, nc D 
成 立时 , PERE 


D,— D, D, 
(37) dn GB) lim T, =T ar II—I £96 D 成立 ， 并 且 Tim 


Ca, «co, 那 来 就 有 
(S9) limD,, =D. 

证 ”将 分 成 儿 步 来 证 明 ， 

(D 作 空 间 H  XXRSH LAR f= {r EEr gb, x 
3529 f HE E Abs, 又 常 记 为 fe dE X FRENTES EX 
HAA «f-tB89(«, B 是 在 意 的 两 个 数 ) 为 

(af + Bg), af, + Bg, 
易 知 了 成 为 线性 空间 .于 。 表 示 蕊 中 除 有 限 个 坐标 不 是 零 外 , 其 余 
都 是 图 向量 族 金 体 , 显然 XQ 是 至 的 线性 子 空间 . 


D 在 揣 是 复 空间 情况 下 ，(iD' 中 条 件 了 w= 了 TP 可 由 (DD ERI, aces E, AEN 
ES Hrs Hyma MH, zm 当 gE B amg Kdn m0. m GD "得 到 
f (z, DHAT goa, B) Hr À CP, a) AA CP ogg, Po 
& SIR r=, 就 得 到 对 任何 YEN, (Pup 30220. 再 伟 A71, i, 分 别 得 到 Im (Picea, g) 
一 一 [人 (了 .和 2), Re(Tiss, y) —ReC uy 2). Ma Trezoa = (x, Tao. UIT s — T, 


BENIISAGdI AEN i51 
M GEH, RANE zn X di SK 
(z, (2,2, 2, 0 (q556)) 
相对 应 , 易 知 这 种 对 应 是 吾 到 X o9 54 — EUER PEL, EXER 
性 同 构 下 , 如 可 以 视 为 X 的 线性 子 空间 . 
XPA FB f — EEr KARA., 


fi 21e. Se (nlgeD)yeXx, 


TA XL EX ARETAN. xdg f-(). & Fo BLA EHE 
[5 3:28 f= i, g= 0A, 规定 


Lf, g] = > (fage) = »» (QT eun, y) 
È ELT . 
-21G. T.) = 01,9) (11. 51y 


"CIUDUT TOLLIT LRERONTSOLIONE RM S 
B mU, Ao 完全 确定 ， 显然 [，"] 是 双 线 性 省 函 ， 但 
由 于 条 件 (2*), 3—89 fex, 有 


Lf fi= ze PPO (11.52) 


因而 在 区 。 上 可 用 Schwartz 不 等 式 ， 得 到 
IEF, gH CF, f3Lg. 9], f. gez, (11. 53) 
nf, £1-0, 那 林 对 一 8 9€ Xv, Cf. 91-0, ai 51) 便 知道 只 
有 了 一 WIL. 32 X, EHAR. 

记 全 ,的 完备 化 空间 为 #1', n 上 内 积 仍 记 为 5"， 2 相应 的 范 
Aiak. 

ID HN. APER 对 任何 5 iA fg Hm 中 
FÈ fe 
f MORE *z, ED} 
T Ai AS 并 县 


ORA MNHA irr crant. CAMCN cA ER FREE ep E E m Semi cei kay a 
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zi of (11.54) 
是 H—H'[5—»—82x VERF, WERE æ, yE HOC XO 
Lf,,fy] 一 zx (Titty 7) = EA y) 
iY 


Mf EHA 分, 的 子 集 保 范 同 构 ， 今 后 不 但 区 分 x 和 f.， 这 样 
mA | . | | 
AC XQC H' (11. 55) 
(HD FBE 在 百 上 的 投影 “ 令 忆 表示 HU 在 有 上 投影 对 
任何 gE X9 = (9), 2€H, 
LPg, 2] —19, 2] = 242) 


= TS, 2) = uz) [gs zl 
9 


因此 , 对 任何 gCX», ur 
Vor mE Pg= ge . (11. bB) 
QV) fD. WfeX, f 6). m | 


fi lfi= EDAR A ESP} 


Uit t£ fi «cr, 
fec Taro S Tu zy = M E. 
如果 不 存在 使 得 ag — C, 那 来 对 这 个 上 规定 2 二 0, hFE 
Xo Ra iati Xo, Ai (f £6 D)e Xo, RRR. KFE 
动 «acris. dopo X "e CE 
« Uiée Di {faril EED), aS D 

ERA. Ms. D, X, 上 的 线性 算 子 ， FTT T1 

a) Df EET) = ifad EEr) = {f EEP) 

b) D,D,(f,l&€ D) =D (fos ££ D) = {forots EETY 
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z D, léc 
e) MH f= {zx,}, g= {8,) i, 
i [D.f, gi 一 5 Cft y. 一 = CT itanta Ye) 
= EKEN T, tati) z- [ f, D,*g ] 
£1 


4) RAI D', 有 
LDaf, D.F] = [D *D, f, fj 一 [D,*.f, f1 
= SY eut 2) K0 ze, T 


—Oi[f,fji 
ML, BADEL, 上 有 界 算 子 , 并 且 
IDa] «C, 
HRL , 3E H' «pity Spine, D。 可 唯一 地 延 拓 (并 且 保持 范 数 不 变 ) 到 
H' k, FREH LPAR 9) 一 6) 四 个 性 质 , Sx BR DUE D fen 
上 的 一 全 表示 . l 
(V) 证 明 PD.—T, 对 任何 EH, EHE hi s 就 是 /二 
(T, «21 EC 7), 因而 | 
(0 PD, PDÁT,ez| EC D) =P Terpal EET) 
ES JU Ja 
at 
WEH E, PD,—T,. 
VD 证 明 吾 的 要 小 性 .对 一切 f= (s, €x, 由 于 


fe Tee DOG. (C 243a 
即 f — :上 给 六 二 SD, fa, BE, f REO Ine PL fn E 


H) 中 有 限 个 元 的 线性 组 合 , JATH — span (Df. nET, fa EH} 
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即 可 ' 是 极 小 的 扩张 空间 ， 
(VID 证 是 (1") 一 (3 成 立 “由 四 可 直接 得 到 (1")， 设 Zi 
Tu CT us BE ERHET f= (82,9 (93, a€ T, 


[D,f, gl = 5 CT EE A ys) 
5 
一 TC, TT Yo -LDD,f, g] T LB, f, 的 
£,7 


利用 DE H' 中 的 稠密 性 以 及 (1°) 成 立 , 由 上 式 立 即 知道 (2*) 成 
IUE I) Lim T, m P CE NET), 并且 mC。<<co， 因 此 对 
任何 f= 0 g= UD. 
lim, f, g) — Du f, 9) 


Flim[D,, | ccoir Bien EON 81A, EPR ME 


ir. 

(VID 证 明 极 小 扩张 必 西 同 构 fuk HCH, HECH" TE 
H'H" EANA RR D. DL (aC D), 并 且 AIHE, D) Rips, 
H'A, 以 ) 也 是 极 小 的 , JE PD. — TL =P DL 在 有 上 成 立 , 此 
HP, P'O JE H'L HEH EGER, HERE GI 06 D), GE 
DEXa 分 别 记 


f= D's, f= D's, 
7 E] 
g 一 $E g'-— > Dy 
D D E: 2" 28] RH, B" LAR, RE 
Eg I = DOUD o, Doy — SEDI *D'a gu] 
E. fad 


= SID; +E] = Z LED; ID 3i. 
foc 


(EEE) 
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= D (Titra a) (11. 57} 
Én 


同样 可 证 
[£",9" I = D On qa) (11. 58) 
$m 


WRH 中 六 与 hf A, ARA CLL 57), (11. 58) 知道 
这 是 单 值 映照 并 且 是 保 范 的 , 从 而 是 一 对 一 的 ， 再 由 于 


span(f'1f' =DD tn (z,|q€ D) Xo) =H 


 span(f' If = DDt en (2, | 1€ P)€ Xo) - H"' 


Li 


Uis f e P TA ERRA >H EET. CAU. Aet 
任何 矿 一 TID. acr, E 


UCDWUfP.«U Di xw.) -—UC Dig, 


E] 
US piu — S piat 
£ E 

DA uz, 5 Df 


CKipat 5x) 


re 
UUD U =D: ER HME LRE, HA Da D; (aC D) ix 
性 便 得 到 
U^CDU-D, acr 
在 H' 上 成 立 , BI (DL, H') 8 (D, H') Ji SE fe, ut, 
下 面 是 一 个 重要 的 特例 . 
X1 设 是 一 个 群 ,* 运 算是 : £'—E' (CD) MTQGED) 
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满足 人 UD RIER, 必 让 在 扩张 室 间 H'D HEART GEH' E88 
XGRDICHIDREH' ESI. 使 得 定理 5 的 结论 成 立 . 

证 rÆ, 并 取 5* =E, GD 将 自动 地 被 满 是 (其 实 ， 
让 Ce=T， 玫 时 《ii EREA). WER SYRRA ER. 证 
毕 . mE . 

Bux D Emir CI CREE, X E Hausdorff fs 3p 3 i8]. JF H. 
PeR TE EEA), pODGEGE X GEI EAR, 如 果 对 全 
EARTE e a Mr PRE tta En; NUR 


2 PES) 20 (11.59) 


FpCORD BIEXS. 

R2 对 于 拓 护 群 矿 上 任何 一 个 非 零 正定 连续 因数 pC )， 必 
itdk S HilbertZz fal H, 使 每 

PE = Wo fo) 

其 中 心 是 基 个 复 Hilbert 2r H paseo, VÆ EH Elm 
3, JéHspan(U,fl EE D) — Ho FAS SOEUR QU. 
百 ) 是 由 2 唯一 确定 的 . 

E Xn—2;z,ioz—4pE-e£-£& 由 (11,.59) 得 到 


pe) Fp(EIN Hp(E At AM (e) 0 (11. 60) 
Bifg (11. 80) 459 A. 分 别 为 1, i, 就 得 到 
| s) =p, EEr (01.60 
当 取 4 一 0 时 , 由 (11. 60) 4858] p Co) 220. 其 实 ， 
|^ p.(e)»0 (11. 62) 


事实 上 , 如果 ple) 一 0, BESEL 60) p OL —p DUST, 便 得 到 
—21p(£) *220. Mm- B) E P, pE —0, iX EjoC EEF Ha HR 
WB d. PACI. 62). 


$11. X-Fi ts 437 
TRETA CORC), BIETET DIE E ERE 
POORE) —1. FH EER TUB TIR HENE, M 
T,-3(£) IH, ER EMT, In CTLIECD E HO LAREO — 
Gii)’. fg5E PES, 存在 Hilbert AA H CHIXE SR 5 pH) mU, 使 本 
系 所 有 结论 成 立 。 证 毕 ， 
特别 , 当 矿 是 实 直 线 信 视 为 加 法 群 ， 拭 扑 取 为 通常 的 拓扑 )， 
利用 单 矢 数 画 算 子 长 的 一 般 形 式 ( 例 如 参见 L16J)， 存 在 直线 上 谱 
UL, | AC (一 co 00), 使 得 
U,-| e'"àE, EE(— t0, c0) (11. 63) 


由 此 立即 又 可 得 到 经 典 调和 分 析 中 下 面 极为 重要 的 结果 《也 是 随 
机 过 程 理 论 和 的 午 要 基础 之 一 ) 一 “Bochner 定 理 

X 3 《Bochrier) p(') 是 直线 R' 上 正定 连续 前 数 的 充 要 条 件 
是 存在 (一 co, oo) 上 会 有 限 的 勒 负 格 -斯 蒂 阶 测度 9, 使 得 


=| eo 1.64) 


且 使 Ll. 5D 成 并 的 测度 9 是 唯一 的 

证 tott dE ) 是 正定 , 违 续 的 是 很 容易 的 ， 又 显 
REA pO) = 红 十 co] -9(— 00) 0 

GEE MpD =o, Wesopa, Ma ) 不 是 零 函 
数 时 , 由 系 2 3002. 637 式 得 到 


P aED 


Big (2) =p (0) CE, fo, f HITT, 
测度 9 BUE E CUM AURIS CO TELE RO 


o "——— PTT 9 Y^ & So DU 
MEEA ARIORA T, 易 知 limg FEN, 
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由 系 2 中 的 唯一 性 容易 得 到 ， 证 毕 . 

在 历史 上 , 是 先 有 系 3, 然后 有 系 2, 最 后 才 有 Nagy 所 证 明 的 定 
85 | 

现在 再 利用 定理 5 给 出 Hataapk 的 广义 谱系 的 扩张 定理 . 

定理 86 (Hañmapr) 设 {B,ME( 一 ca co) ) 4E Hilbert 空间 
刀 上 广义 谱系 ， 那 末 必 存在 Hilbert HAA (DA) Ef RS CE. 
JE C--00, 00) ), 使 得 

. B,-PE, JA€(-—co,o0) 

Jt PJE H' 在 了 上 的 投影 .如果 吾 ' 是 极 小 扩张 空间 ， 即 于 = 
span(ZE,f| 4€ (—oo, co), JEH}, Wke zh E, 
{B| A (— co, c0) D Eh (B,] 4 ( — 60, eco) 唯一 确定 的 . 

证 4B.—1B..—0, ÉL EE = (00, 00) PARDERN 
ZE (o, b1( —eosca c bsc 4-00) S fU BE itf E* i def, 


对 任何 FECE, BERE (U Ae. AA ZG, A= (s 
$21 


b. (s, i=l, 2, tt, n), 规定 
Br= 2B, By By Ba 0 
i 


X IUEB,-0, B, =I XRB: AER. LART Int C CAN 
X8 | EE | 
O<B:<I, B,-0, Bp-I 
SD P ORBE, Brur= Bad Br (11. 65) 
HR A-F EÊ, LAERE BAUT: 
EF= ENF, it—E. : 
BA EET 2 MRAR PR 法 和 "运算 , 显 [3-3 MOL UE T3 
EZ x. 
XT, - BG RO, 现 来 验证 满足 条 件 (i) 一 (iii)". 条 件 (i) 


$1r ETEF eM 458 
是 显然 满足 的 ， 因此 只 要 验证 Bs(B8E 怨 ,) 满 中 (ij) Gi". 
对 任意 E en ESRB, xs e EH, ER 
][sZinzin--nz (11. 66) 
KpE OE, ECEC—E. X d (i6—1,2,--,2), WEE, E 
中 的 一 个 , 由 (11. 66)gb d —4 As woo [De es 任何 两 
. 个 不 同 代 型 集 必 互 不 相交 ， 并 且 每 个 BB; 都 可 分 解 成 &、 避 ;都 
取 十 号 的 IDesem. ai To eene ]p 的 i 为 
ine 那 末 
S,— 之 (Bati Te) = (B,z, 2), g= X. 
- 
M aS. 0. 因此 
ME 2)- $15.20 
呈请 足 GD | 
任 取 EC Rs, $ | | | 
E, =EN E, E =EN (EE), d-1,2, 
BI Bros 5 Ba oat B? vy 以 及 . 
8 eX Br ar ns), | 

E S" X ar am atp) 20 

3c HI ER S8j0 «c S" «c9 i8". 即 E 


0< Dy CBaingn ros to 2) 
Sanno zar LL 61 E 


S Gags 1) 
i. 


EGH) RR, WU BARO =l 


MeL rea -hah REEE A e i h e a e im ao Rem o 


480 HAR Hiber ALEAR T 


一 -一 一 全 一人 一 人 全 人 人 一 


混 据 定理 5 FER DH, ARE, fEH' Ef RD SCR, 使 
得 对 任何 EC, 
Bg-PD, 
jrR H =span {Dss | EC Rs, iC H). 
E(D: EER.) EH 上 投影 算 子 族 : 由 于 
Dj —DEi-D;.—Di 
所 以 "是 五 "上 的 投影 算 子 . 
HEIR X (L| 4€ (7 09, 052): 由 于 
Da— Dere Dg Dk 
arse fac H, Dy DD, FAH’ 的 极 小 性 可 知 Da:= 了 7 z 
E, FER, 3EHLEQP— CBE, 对 任何 Ke，， 
Baunnkm Bsakct Brux 
AAEM 5 8907) 6— EUNE, É—-EO K; y - FO) EA 


DBieunox T Dener Deng 


(或 Paeurpr= DDr +D De) (11.67) 
XR AU" OM] PE, 从 (11. 67) 48:39] 
(7U Dgup Da 4D, (EYE — £g) —— (11. 68) 


特别 , SE-F- 2M, D,—D,*D,, AiliD,-0. 4 
B= Denes OKAL a 
由 (11. 68) IT E, CA). BD B. =B Ban B. BRA 
在 HH 上 
B=PE,, -—co« A« o0 - 

HAFREN | 

lim E,— En lim E,-0, lim 如 一 了 (11. 69) 
为 此 , 我 们 只 要 注意 到 ， 对 任何 FER, C 

G9) im Bos Ing 7 B. onul r 


$u *VUiuwA 42 
Gy) dim Bine 0— Baar 
(28) lim B. ancr Bear 
EAEE S AGAR F ARH Bai 69) iar, RER 
SE BE T {E AEC, 00) EEH, 

Bkit PM UY. WAU, E) EB (| A€ (— 00, co) HE 
一 确定 的 ， 证 毕 ， 、 

t. ERFARE it 7 Hilbert: 空间 豆 上 有 界线 性 算 
T. RETI, $RTUÉH DBURERÉSRQECW OD, TA, ERR TRE 

把 每 个 向 量 z, 照 出 的 象 7z 的 长度" 不 变 长 ，P. R. Haimos 曾 提出 
并 解决 了 如 下 的 问题 ， 是 否 存 在 空 闻 到" 到 ,以 及 如 "上 的 西 算 子 
5 ,使 得 

T=PU |u 05 {11.70} 
是 五 "在 互 上 的 投影 . 

i E'U FE, WARN UEH EISE T T AB 
BOTHE XA REI, Jnckdbsk Nagy 推广 ， 并 在 此 基础 上 建立 了 一 
ASA XT aU EHE, 

定理 7 (Halmos)  & Hilbert 空间 B ERA TEFEN 
RE. . 
证 XOH'- HOMH. WE LA TRRR2X MERER R. 
MEE 204 . . u "E 

r-( T d TT*) 

[n GTT} . -—T* 

HITT 20, I—TTU0, MAE FERU- Tr, u— 
.TT*) 部 存在 ， A» 


Q F Ribet 空间 理论 中 ，“ 压 入 算 子 " RHET Tn. MEERI TI <a 
<IRE A $e RRR. o l MEE 2007 
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| T* d 
a-r}, T 
经 直接 计算 后 立即 可 得 
U*U-I, UU*-I 
从 而 可 是 "上 西 算 子 ,并 且 (11.70) 成 立 ， 证 毕 . 


习 M 


1 设 4 是 Hilbert AH LBIXSSRÉE Y. WR: MEA) =H, WR 
A ER EH US GHEAT OA TS AE DICES 
2.9 A XE Hilbert FAH E B Sci Wr, FRESAS. IEBL EXE 
Hilbert 空间 H'2H,LAE H LEERTE, 使 得 
/^— A-PE|s 
Rh PE HERE. 


=., "o — A B ^ n 1 
dex: &H'-mesr-(. p ys-g-015 
3， 设 {4"} 是 Hilbert 2l HE 834 TERI, 如 果 d0, nm, 2, 


… DA=, 那 末 必 存 在 Hilbert 空间 五 二 万 ,以 及 日 上 一 列 被 此 可 交换 


n=1 


AREER TE.) 使 得 


A, PE, y 2-1, 2, Ut, TOE-I 


LL! 

JEn PREROH'TEH BARNERE Gin: 本 题 可 用 习题 2 来 证 , 也 可 直接 作为 Ha- 
map 定理 推论 ) 

4. 设 {4,} 是 复 Hilbert 空间 吾 上 一 铬 有 界 找 性 算 子 ， 那 未 必 存 在 Hil- 
bert ZAH OH, 以 及 HH' 上 一 一 列 有 条 的 正常 算 于 {Ne}, 使 得 

A, — PN, a, n=l, 2, 

JER ON, NSl n, m—1,2, - Misc, PAE EH ERE. 如果 {Aj} 是 自 
HEH SÉCXELN. EE — PLE SER m GR: HFA E A depen rnm, 


(i d. — Ma 
一 二 一 人 一 == = 
作 "ERE, cm, TD 1,2, ee), WR Ma sup (Ang, a), m,— nf (Aat 


3 EH aea 


2 ， 对 人 小 可 用 习题 3， 对 于 一 般 的 {4s} 可 化 为 序列 [Rede ImA A, 
定义 ” 设 外 是 复 Hilbert $AH LERRET, MRFS Hilbert 
空间 HOH,Q UR H LERET N, 使 得 
T=N|x 


HT EHERERNF. 


T T 
ER AOMH -HOGCOB F, N=( 7) 
E 


5. WE TEX Hilbert 空间 如上 次 正常 算 子 ， 那 末 由 局 是 殖 上 亚 正 常 算 
TR.HDXHEd GEH, [DTilÍT*zl (提示 : mu-(5 v) 的 形式 直接 算出 
a 


N* -N*N 成 立 的 条 件 )， 

6. WT. T 4n] Hilbert 空间 H,H' COH) Ilo SEAMEHT, PERF 
EH LEF. EN TEAME. 

(i) TÈF. 

(Gi) T—-PTI, T*T—-PT*PV. B)RAGE, 

(ii) 对 一 切 i, &—0,1, 2, e, T* T» pT* Tl, drsr, 

7. (Halmos) TEX Hilbert 空间 吾 上 有 界线 性 算 子 . 证 明 存 在 
Hilbert 空间 HDH, 以 及 H' EXE ICT N, IM T=N |: ir CET Erk 
正常 ) 的 充 要 条 件 是 

(i) 对 性 何 有 限 个 向 量 hi "S Tne, 


< (Piri, T'e) 220 


1.220 


CGI) WEER 6, 对 任何 有 限 个 向 量 msn aH, 


DO Ta Pigs) et D) (TU, Tz) 
2o d. jen i. j=0 
《 必 豆 性 是 显然 的 , 充分 性 证 明 的 握 示 : 考察 *- 半 娠 厂 一 (G, 3i, 了 是 非 负 
WR Us JI Ji jH {i JI UL D. 利用 定理 5 ONG 
$). - 
8. (Nagy) 设 人 十 复 Hilbert ZAH EHGREET, 那 末 必 存在 Hilbert 
RA H DH, [AR Hilbert 空间 H' LRAT U, 使 得 
T^—PU*|, T*"—PU*^iu, x—0,1,2,- 


434 | IDEO Hilbert REALA SAT 


JUR PIE HU EH EAESE, GXTPREIE ur PEE QE 波 理论 中 有 应 朋 。 证 明 的 提 
m: 邻 召 一 由 站 于 一 在 一 0 +1, 士 2 v, Mihm T AT U, 


0 
1 0 H- 
0 1 0 T 
U= A 
0 (PTT)? P " 
Z? a-r? ? H. 
: 0 f. 
0 1 0. 
直接 验证 如 满足 要 求 )，。 


9. TÆ Hilbert ZAH Le £15 T-, ik Tr=r, BOR TI ra. 
10. ORBI BO VET EX Hilbert ;[] H.E FRE S CT, OEIL UJ rE. 
H, Filis P RR l 


awi, n— S 


-maw 


存在 (用 习题 8 URHEIBWONE-D 

ii: 习题 8 可 以 推广 度 连 续 参半 形式 ， 反而 习题 10 也 可 推广 成 韦 续 大 
HER, 

1t. (Von-Neumann 和 Heinz) TATS 2t 是 绝对 收 全 级 数 


É-9ü 


Se EWE, TEH Hilbert Zsfal EFE ASTE ide cT) -Nlem. 
i-uÜ P-D ` 
如 果 El 1 EE je K GRERes( 20), BROS GE 
Res (T) 20, iX E Rex(7) 是 如 了 的 实 部 ). 7 
GET: MOAN sA AR TEDRE 


E Hen 4855 
12. (Nagy  W[4,) RE Hilbert ex fai H. bod JL AIERT JEA, 满足 


(i) 对 每 个 实 系 数 , 而 在 [一 下, M] 上 非 负 的 多 项 式 B0 — C aui 
izü 
* A20 


(ii) A=}, 
BEEE Hilbert Zs A H' (ODAR H' EE SES JCSECE AL 使 得 
A =PA"|a, n=0,1, 2, = 
HERB PIEH'UYEH RPUEEE, MEER H Rbi, 即 H' =span {4A"f|fE 
H,n— 0,71, 2, 7), 闭 末 除去 一 个 丁 等 价 外 ,…( 互 , 2) Je CAD IL Ro fius 2 
BAR M, (提示 : HON—(0,1,2, ) 29 D, FERA TED D LRA, JF 
IE n* 3). 


第 七 章 广义 函数 


”$1 基本 函数 与 广义 函数 

1， 引 言 ” 在 经 典 数学 分 析 和 通常 的 应 用 中 , 实 变数 的 实 函 数 
是 这 样 来 定义 的 ， 它 是 实数 集 到 实数 集 的 映照 。， 这 样 定义 函数 在 
菜 种 程 谋 上 确 是 反映 了 更 突 世界 中 两 个 交 量 之 闻 的 关系 ， 然 而 在 
许多 场合 ， 过 种 把 函数 理解 为 实数 对 应 于 实数 的 锋 念 已 经 不 够 用 
了 .例如 , 对 给 定 的 质量 分 布 ， tios nce ed 
常 的 函数 概念 中 ， 我 们 详 述 如 下 . 

设 在 实数 直线 上 给 定 了 -个 质量 分 布 ( 它 的 总 质量 是 有 限 
的 )， 我 们 用 五 (z) 表 东区 间 ( 一 oo, 0] 中 的 硕 量 ， 它 是 直线 上 单调 
增加 右 方 达 续 的 函数 。 出 于 F(zs 十 间 一 F(zo 一 如 是 长 座 为 8 的 区 
间 (zo 一 和 zo 十 间 中 的 质量 ， 当 函数 (x) 在 点 zo 的 导数 存在 时 ， 


lig ETA FG 7D -PCzn) 表 示 这 个 质量 分 布 在 m 点 的 密 


Ac 


度 ， 这样 ， 质 量 分 布 的 密度 函数 o (+) 只 是 在 F'(z) 存 在 的 点 有 定 
义 ， 如 果 在 整个 直线 上 只 是 在 原点 有 一 单位 质 基 ,别处 雹 质量 , 那 


1, 22220 
roi, eco | Gn 
显然 ， 在 + 也 0 外 密度 p (3)29 0 i fEs — OA HE o (2)2009, iX E 
的 密度 函数 p (2) 就 不 能 容纳 在 经 典 数学 分 析 的 基数 概念 中 ， 简 


单 地 认为 oz 几乎 处 处 等 于 0 是 不 行 的 , 对 这 种 函数 进行 通常 的 
FERIA FRE SCRI, 例如 它 的 积分 [p p Gr) de dicli S DU 


$1 EoemEGI AGE 000——— 
DUMUBOLSHRALE, RUE JUI RIAR TEL CAR T 
LRL. 矛盾 的 产生 说 时 国 效 概念 必须 推广 , PC 不 是 开平 处 处 
每 于 0 的 函数 ， 而 是 一 种 新 的 意义 下 的 “函数 ” 
其 次 ， 在 经 典 数学 分 析 中 许多 分 析 运 算 受到 较 大 的 限制 
如 对 求 导 函 数 的 运算 , 我 们 知道 连续 函数 不 一 定 pex rti 
A SHRC UR e o Ed E PER. CORPER CAI, RPE 
数 的 运算 与 求 极限 的 运算 一 般 不 一 定 能 交换 , 就 是 说 , 当 在 某 区 间 
EUME aC IETEN BENO EER, Cim Par)" ttim G3 8S 
个 函数 不 一 定 都 存在 , Biete TTA EIE EURER, 除非 加 上 
相当 强 的 条 件 , 如 一 致 收 敏之 类 ， 还 寿 积分 运算 的 限制 也 很 大 , 例 


如 常数 函数 1 的 Fourier 变换 是 发 散 的 反常 积分 | etta, 它 一 


般 是 无 意义 的 , 因此 Fourier 变换 等 一 些 有 力 的 分 折 工 具 在 应 用 时 
受到 较 大 的 限制 . 总 之 , 经 典 分 析 中 分 析 运 算 的 灵活 性 不 能 显示 世 
来 ， 固 此 需要 溃 芍 经 典 分 析 数 学 中 函数 概念 的 框架 . 

本 世纪 四 十 年 代 左 右 建立 起 来 的 广义 函数 论 就 是 为 了 解决 上 
述 一 些 问 题 ， 它 起 话 于 量子 力学 中 的 Dirac d-i, WREE 
函数 论 已 经 在 理论 物理 ,工程 技术 ,微分 方程 论 . 随 栅 过 程 论 , 群 表 
RRB SHAT EDEA. — 

另外 , 广义 国 数 的 概念 也 有 进一步 的 扩充 , FERES, M 
等 , 这 些 在 本 书 中 将 不 进行 讨论 . 

广义 盟 数 的 概念 可 以 粗略 地 阐述 如 下 例如, 设 全 (7) 天 示 其 
个 一 维 的 温 订 分布， 由 于 纸 麻 是 经 过 在 一 个 小 范围 中 平均 而 得 的 
数量 概念 , 讲 在 某 点 < 处 的 温度 是 没有 直观 意义 的 , 而 且 也 难以 实 
际 测量 到 它 的 精确 值 。 如 曲 我 们 要 通过 调 量 确定 这 个 温 产 分 布 的 
情况 ， 那 未 在 每 一 次 测量 时 仪器 所 "接触 ? 揭 部 位 不 是 一 点 击 是 在 
诸 点 局 围 某 个 范围 内 的 各 点 ， 而 测 得 的 数 情 基 一 定 范 围 内 各 点 温 


468 Ws. pA 
BEI" Jac SESS". das RUETIRT (xo n HE AR, 
用 eG) 表示 在 一 次 测量 中 x 点 的 温 庆 对 这 次 亚 量 所 得 的 数值 影 
WipER HEB — ^ ERU. BIR RDA O BUE ETE o REBIEER EG CA 
不 吓 在 某 点 处 的 《TI) 值 ， 而 是 与 分 布 人 (xX) 有 关 的 一 个 数 筷 ， 价 
如 是 

(T, 9)={ Typ a. 2) 
进行 各 式 各 样 的 测 时 相当 于 让 pa) APRETAR EF, HEF 
这 个 函数 类 军 中 每 个 pp， 测 得 的 温度 值 是 人 2 9)( 见 (1. 27、 再 设 
禧 由 (了 ,w) 的 值 定 出 了 的 分 布 情况 . 

总 之 , 要 确定 函数 T(x*)， 不 一 定 能 直接 确定 它 在 每 点 的 函 
数值 , m s BEES Bc T (n) AI ERE R HUP DEC o RE AE, 对 
SUB eid MOPAUR—áXESEEO. 2)) 定 出 一 个 值 (7, e) tje 
XH, WEHE Ap (T, e) RAET. AEBDRÜSIEGI EY 
HHE A, CREF (1.20. RHA AR SERI Y B 
4. ATEARI TONERA RARA, RIAR E EA 
BARRARA, SEC rb AREARE R 515 
分 析 运 算 ， 而 后 利用 类 似 于 * 分 部 各 分 ?的 技巧 ( 见 32 第 一 段 ) 使 
得 对 广 岂 函数 也 能 无 限 次 求 导 以 及 进行 各 种 分 析 运 算 , 

2. 基本 函数 空间 首先 我 们 引进 一 些 记 号 与 概念 ， 我 们 对 * 
维 欧 几 里 得 空间 E" CB By m ox (nu, fa e Zah lels 
Vx. 

设 2(z) 基 定 六 在 中 维 欧 风 里 得 空间 到 上 的 国 数 ,z= (r, 
En) WRATISS EU | pr) 0 POE] E, 把 它 称 做 函数 C) 
支 集 ， 设 ?一 (25 Pa 3， 加 为 非 负 整数 ， 记 站 (到 Bde 


p. RRB E Maa AD. pO 时 就 表示 不 对 变数 x， 
六 偏 导数 ， 特 史记 C0,0, 四) 为 9，Dpg 就 是 函数 浊 本 身 ， 它 又 称 
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第 的 零 阶 导 函 数 . 

基本 范 数 空间 天 ”下 面 我 们 选择 -类 性 质 “足够 好 ”的 函数 ， 
IERI" 3LER ce b I 2o 1c 2E ER OR. ERU ERES IE TE HR, 

TM EK 是 E" LOCHR OCDE Wü EL Hc RGA ARKA 
dk. KAE KiE DE ER UO SR PEE SUE DG Ar PRESS IR], Krh 
2A TS TRIREEAS, VE(PS)C K, m—1,2,-, PEK. dn G) 
存在 一 个 有 界 集 4 ES n C A, m3, 2, - GXBIBLES CDU C) 的 
EREB SEO). i E. GO BC (94). B9 di Er CELER SED) S ER 
EID Pm) CEE E)--3k cab Fp, SIGKESERECRI (.) TEK 


PRA TP, iva >p， 按 上 述 线 性 运算 与 极限 运算 ， 称 空间 
玉 是 -个 基本 沙 数 空间 , 其 中 的 函数 9 称 做 (正中 的 ) 基 本 前 数 . 

KK 中 的 极限 概念 有 下 面 的 基本 性 质 ， 星 然 ， 当 gm 一 >9， 风 。 
—É,p, ah PERI, apa t Pos ap Bg. (b ER 说 线性 迁 
算是 连续 的 . 

首先 我 们 来 说 明 玉 中 有 不 十 等于零 的 函数 ， 

例 1 ”对 任何 固定 的 正 数 q, PE ERU 

- CES M 34 Iz] > a. 3) 

0, M |x| a 

它 是 无 限 次 可 微 的 函数 ， 它 的 支 集 RERE ROLES NE ME 
vp, DER, . 

其 次 我 们 再 举例 来 说 明正 中 的 极限 概念 ， 


例 2 Hiba) C E", 5,0. SIE p (*—5,,a) 9 —?oC, a). 


D eC.a dn E^ Lr NM zi qx a). 
Qj eC bm PREAM Db ba. 
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IBERI, fep C) m eC bn d). KREA, 


(D'o,) EE LRAT, MEERKERK b SRSCRUCON GE 3C 
PERRO. Hak S, UN hd a 22 5705 ME HT 
bs co, X e FIER APA Rent MAE — -个 有 界 集中 , 所 以 fg 由 在 天 中 
不 收 敏 于 任何 函数 ， 

为 了 更 细致 地 刻 划 天 中 的 航 根 概 念 , 我 们 考察 正 的 子 空 间 . 设 
QRP RURU E AREA r 做 半径 的 闭 球 ， 我 们 把 下 中 
支 集 含 在 只 内 的 冰 数 全 体 记 敬 忌 (9)。 它 是 天 的 线性 子 空间 ， 我 
们 按 第 四 章 3 1 的 办 法 在 及 ( 昌 ) 中 引进 距离 , 例如 

max [D^ (f(z) — gc») 
P9 Poa LFmaxIDFGG)- G1 * 
f.gcK CQ) (1. 4) 
MRH (CKO), 9€ K 9) Bf pru, 9) >0 的 充 要 条 件 是 对 
—Elp, (DPn) EE E bs FUE E Q E) Bolo Dt. Bos) 
世态， 显然 人 中 的 支 集 一 至 有 界 的 充 要 条 件 是 存在 前 述 半球 口 使 


S,,C9, m-1,2,-«, BI, S (PX) CK, PEKE, vs piit 
要 条件 是 : (存在 有 限 闭 球 9, 使 {pa] CK (9), 9€ K (9)5 (iD 在 


K(QQ)i (o. BERKAT v. 但 是 出 于 有 条 件 ( 们 ，pu- 生 不 
ACER ETE 14317 9E 2 35001 E 1 3:33 


PELER, Eon 95 0 TARHREC ker EEK p] 
进 拓扑 , EK HOURS MERE EHL, MTE EAKA ORE. 
参见 [15]. 

由 于 在 中 要 进行 各 种 分 析 运 算 ， 我 们 闫 似 于 第 四 章 § 53| 进 
丘 中 算 子 或 泛 函 的 连续 性 概念 

XX 设 4 是 EE 习 的 算 子 (或 天 -> 复数 全 体 的 汉 国 )， 又 过 


$1. AC EHE SIT SCA 471 


CEK, 如 果 对 一 切 {po} CK, eu PSU Apa Ap (或 数列 
Apa Ap), WU SET: GEIEERD AE p ARR mE AEK 
点 都 连续 ， 就 称 4 是 连续 算 子 ( 认 阔 )， 显 然 , 当 4 是 线性 算 子 ( 泛 
ED I, 4 成 为 连续 算 子 ( 泛 函 ) 的 充 要 条 件 是 4 在 0 点 连续 . 

例如 , 对 任意 一 个 2, 求 导 运算 

D^ pH > 一 
的 Er 
号 天 -> 五 的 连续 线性 算 子 . 

3， 局 部 可 积 函 数 空间 “我们 再 来 考察 普通 的 函数 . 

EL WfCOJEE" LERS MEA TENER MRM, 
FOREM EX) BL ETRA CR — 3 8:3), 那 末 称 矿 .) 是 局 部 ( 勒 
DU ONCE T METRE TUE IT EET TS 
ik, EL ipie JLP 4E AE EISE RU P6 Ar A ER E — - Fa Rc d p f 
HARA- RYG L* 按 通 常 的 线性 运算 成 为 线性 空间 ， 这 是 “ 普 
X AUC SERI, EBAARE" LERRA C 成 为 局 部 可 积 国 数 的 充 要 条 件 


是 7(.) 在 本 上 是 勒 由 格 可 测 而 且 对 每 个 正 数 se<co，| ， IC 
必 <coG. | 
XX MÍCLUM, BITARNA FEK EXEX CERE 
T0): er (F, p) = {f(r) (2) dr, pEK Q. 5) 


TET CD ABECT. f. B3TE ER. 
BUT fÉBRRDENSEUH ex ERU TS. BARER 


Q. DEARK TTC). TREK ERREZE Tou op 
于， 一 切 gw 的 支 集 必 含 在 一 有 限 球 如 中 且 在 晶 中 {Pa} — BEC 


(D 局 部 畏 具 客 可 积 函 数 在 整个 E^ 上 未 必 可 积 ， Bind E SERO Y: e d edm s 
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"Ce, MAS, gml p). BEZAT OERE, E 


DFEL IET f ARAT GEAR ERRA, FERNE 
RRR fo— 了 (有 是 可 道 鬼 。 为 比 先 考 宫 下 述 事 实 ， 
” 引 理 1 设 fEL*, Wi EL — Ug c K 


fae =0 a. B) 
SK f (2) 0, o 
证 (1) 首先 证 明 关 中 的 基数 有 “足够 多 学 就 是 说 对 于 任何 
一 个 支 集 有 界 的 连续 丽 数 o RER TK), AN KR PL (oS. 
An x HAE KERUM (eu) EE bea T. dx 
上 ， 利 用 (1. 3) 中 函数 p(-, a), BIHER: (Weierstrass 奇异 积 
5: 85H80 


ee) (1. 7) 


XE RISE 


pum opo a) Ku Gy 


t. 
JE E 


XA 


JAVME XO Lun -Llu 
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-- | PU) Ku Goa) da 0:8) 
和 如果 o ORERE (ol ria, BR, 由 于 Kn(*) xc f 
(X jie cih, RIEABERES. Cód Delete 1), Pn fc 


是 一 致 有 界 的 、 另 一 方面 ， 由 于 | Ke(z)dz= 1, Ka, 从 


ext) — er) h Lip (og) — (n) Ku dy 


=$ 
我 们 得 到 


pal], lor D — eG Ke QD d 


IF |S 


Smailo —v(x) 


VU e CHER E e COAAEBND, PORE: 
总 一 数 连 续 的 , 因此 由 上 式 Pn} EE ESAE p, 这 就 满足 我 
TUER, i 

(2) 对 任 一 支 集 有 界 的 连续 函数 m(.)， 作 上 述 {fpwjCE， 由 
于 定理 中 的 假设 | Kz)po(z)dz 一 0， 令 aa->co 就 知道 (L. 5) RETE 
一 支 集 有 界 的 连续 函数 p 也 成 立 . 

(3) 对 任 一 支 集 有 界 的 有 界 可 济 函 数 p(-), 利用 第 三 音 $2 中 
类 似 于 证 明 鲁 津 定理 的 方法 就 知道 ， 必 可 作 一 列 支 集 一 至 有 界 的 
而 有 本 身 也 是 一 致 有 界 的 连续 函数 列 {pa(.)}， 使 得 它 概 收益 于 
eC). FA Pm U. ORE, Ih] fps Cds, BIEL, mc 
co, RURA BUE BUD HE die i ADEL. OERE 


D XEM pMELQ—E.tpQXk B's" RRG, AENEA S 习题 或 本 章 j3， 下 面 
证 明了 Ene Enp p, BIGUECSHREEUB SUB BUS IERUR R. 
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HAR JMA 也 成 立 ， 
(4) 3HE—HIBBIZR R, (Ex RR MR E 
ey fev» t rE 
当 zE02 时 
那 来 w(x) 的 支 集 含 在 人 DO 中 , 由 (3) 可 知 , 对 这 个 gl. 的 成 立 , Bn 


| ifcotes-o 


这 就 证 明了 了 (z) 几乎 处 处 等 于 零 ， 证 毕 . 

Co RERNE T ys tie: 设 fa fzEL* H P) = dd 
Mk Tifa) =, I 1, An fofi 0, Bo fom fa. x 
K ERREZE TO) Se AERIS f. ARATA 
WB TOSS f T. 

ENELT LIS | 

XX WFILXCERÜEERNQK LRUEMRER ALIE EN, 称 FEU: 
空间 上 的 ?广义 函数 .， 

有 些 著作 中 称 这 里 的 广义 函 教 为 分 布 。 

利用 上 一 段 对 了 (用 的 讨论 , 我 们 得 到 

.定理 1 当 fEL* 时 , MEF f ZR 


T(f)=|fpdz, pEK 


E AS. TEE T.f r (FEL*) ER ARERR, 
EL ”我们 把 函数 JEL 与 广义 函数 了 (及 一 臻 化, gk f 76 
广义 函数 .但 是 这 是 一 种 特别 的 广义 函数 ， 称 它们 是 “还 则 ”加 信 
T XE. 
对 于 一 般 的 广义 函数 F: gi (P， p), 我 们 也 形式 地 把 ( 


D 这 里 术语 "正则 * 是 全 用 的 , CRRI ERR ÉSRRE I ERS EXER 
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OBE 
(F, p) = [rco cod: a. 9) 
但 是 这 里 的 PK2) 实 际 上 这 能 并 不 是 局 部 可 积 国 数 , 即 可 能 不 是 通 
常 的 “实数 与 实数 对 应 ?的 函数 ， 这 里 的 函数 PG OL. 9) 中 的 积 
分 完全 是 形式 而 已 ， 
下 面 给 出 常用 到 的 不 是 正则 的 广义 函数 ， 
例 3 WaCE", EK Zxié] EIER ða p (ôo gin T: 
(94, 92: - pa), pEK i (1. 10) 
它 显然 是 广义 函数 . 称 5。 为 Dirac 的 S-A, eS aO REX 
lasd 我 们 把 (1. 10) 形 式 地 写成 
(C a), p) -|óée—oo(s- gla) — Q1) 


WoE Dirac 的 6- 国 数 Ou 又 可 以 形式 地 写 为 80s — a), 特别 当 4a -0 
EF ôC). . 

RERE UE BB L* BR (£k AR S XLOLID pyg 
ó(—a). MEIE, An HIR SC 一 a) EL* 使 得 (1. 11) 满 是 ， 
那 来 对 一 轩 ec K, 当 pla) -0 18 


[ale —a)plz)dz=0 (1 12) 


仿照 引 理 1 的 证 法 可 以 证 明 ; 这 时 函数 8(z 一 @) 除 去 z 一 a 点 外 几 
乎 处 处 为 零 ， 这 样 一 来 6(x 一 9) 二 0， 所 以 ， 筝 式 (1 12) 对 一 切 
PEK 都 成 立 , 这 和 (1. DIA. Bib (m €L*.. d E AME 
正则 的 广义 函数 ， 

我 们 知 遵 通 常 哺 数 列 的 各 种 收 绕 概念 中 最 简单 的 是 处 处 收 
Se. TE AAB EE RR HEZ R, 对 于 广义 函数 , 类 似 于 上述 
处 处 收 伍 概念 的 应 该 是 泛 函 序列 在 基本 空间 上 的 处 处 收 伍 . 

定义 ”我 们 用 K ERK LERRA. CREK 


AT WOES RAR 
(i5 Jk E CHER ZS IRL, CRRA A ER PEE ER LU £t NARRAR 
空间 ， 在 中 引进 极限 概 从 如下; HE(FS)CAES FEK'， 如 果 对 
-AJ PEK dio 


就 称 {Fn} 在 K' PERT F, Fn oF. Lac slap A' 《 按 上 述 线 
性 运算 和 极 殷 和 运算) 是 一 个 广义 诸 数 空间 . 

K' ERRARE H SS 中 的 弱 * 收 9x, 
Sr3: pU d EIUS" eii. 


容易 知道 , CPS (OS) C KP GCK',a, DT LUN 


G, 0 Rh aFn t BG. aF | BG. EXEC WA TE I7 SCR Ee 
K' 中 线性 运算 是 连续 的 . 

和 环 的 情 讽 相仿 地 可 以 在 K' 上 定义 算 子 或 泛 函 的 违 续 性 . 

定义 HARK AK HWET ISO DIU) CK", FEK 
当 En F Bii APT >AF， 屠 末 称 算 子 ARER. 

设 4 是 空间 到 天 空间 中 的 连续 线性 算 子 ，4' 是 "到 下 
的 连续 线性 算 子 , 满足 如 下 条 件 ; 对 一 切 pEK, FEK EAF, p) 
—GQG,Ap) SUCH 4' 是 4 的 共 辑 (伴随 ) 算 子 ， 这 里 的 共 回 算 子 
的 概念 完全 类 但 于 第 五 章 8 3 中 相应 的 颖 念 . 〈 但 与 第 六 章 S 48 
共 轿 算 子 是 有 区 别 的 , 这 里 我 们 没有 取 复 共犯.) 当 女 是 KK 的 
连续 线性 算 子 时 , 必然 存在 4 的 共 固 算 子 A .事实 上 , 任 取 FE 天 
{EK EUER F, 如 下 : 

Fu p (F, Ag), pc K 

下 于 4 是 连续 线性 算 子 , P EARE. EB RCR GEM. 让 也 


DO RÉTDERSCHOC eOUXCRILU P EO REO, CERERE Fimi 
一 种 表达 形式 ， 


z] ii ATT 

是 及 上 的 连续 线 福 泛 函 ， 我 们 记 | 为 AUF. XDAOCBAD X (8b K" 
H K PARAT A: FFA F, 容易 验证 A' FEE 
K ERRETEN TAIE) BFO. A 是 由 
AW- -确定 的 . 

我 们 附带 地 说 一 下 ， 意 然 我 们 这 里 引进 的 广义 函数 的 概念 从 
某 一 方面 来 涪 是 “足够 广 ”的 , 但 是 还 是 有 限制 的 ， 例 如 通常 的 “点 
Ej BORSE" HO BS GS 如 果 它 不 是 局 部 可 积 的 , 其 至 是 不 可 测 的 话 , 它 
仍 不 能 纳入 这 里 的 广义 函数 概念 中 , 换 旬 话说 , 广义 函数 概念 并 放 
有 全 部 包括 道 常 的 函数 . 事实 上 , 这 里 引进 的 广义 函数 空间 是 从 局 
部 勤 由 格 可 积 匡 数 出 发 通过 隶 各 阶 广义 导 函 数 以 及 广义 乓 数列 的 
极限 运算 所 能 得 到 的 一 切 广义 函数 (参看 后 面 32 的 有 关 定 理 )、 
换 旬 话说 , K 是 包含 L Wi HR Sa ROS NURSE 列 的 极 
限 运算 封闭 的 最 小 子 空间 ， 


习 uH 


|odmE—IiENM f(UREt DEBE, VOESREXRSnEE- 
WFAN FEME, ERRE Ue. VR— K X — Wk f E LER p= 
{在 E" 的 任 一 有 蜡 域 上 一 致 收 雍 于 
D^f. 


2. WAROCL* FL, 3b Fe of ig een A, 

ECLTAGDITESI $24 UT S EE pS 
(Dro, ) — SC EE. Do ( 即 取消 对 {pa} 的 支 集 - 致 有 界 的 要 求 ), 这 时 , 是否 
性 一 局 部 可 积 函 数 仍 为 上 的 壕 统 线性 兴 沪 7 


e 在 广义 函数 论 中 ， A mE 常用 4 表示 ， 这 与 五 上 和 连续 线性 证 函 全 作 
H 五 表示 相对 应 . 
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.8 2 广义 函数 的 性 质 与 运算 


1. 广义 西数 的 导 函 数 和 广义 函数 列 的 极限 引进 广义 邹 数 的 
概念 可 以 使 求 导 运算 物 通 无 阳 ， 这 个 想法 的 来 源 杆 十 分 邮 积 分 . 
HAPE RNEER 一 元 函数 ， 设 入 7) 和 p(7) 都 是 一 个 自 
变数 xz 的 连续 可 徽 分 基数 , H. 有 利用 分 部 
积分 一 一 由 于 积 出 的 项 为 零 


T rowa -[ fw 


这 个 公式 就 是 利用 积分 把 对 一 个 函数 求 导 的 运算 转嫁 到 另外 一 个 
上 击 一 一 这 是 广义 函数 论 中 的 一 个 基本 技巧 ， 因 此 当 eek iiA 
f 具有 乏 续 导 函 数 时 ,了 作为 正则 的 广义 函数 成 立 着 


(2r. Pp)=—(f Eph. ek o Qa 


BED ME ERK AR LRAT, CHRR TE 
(ZY =- RTARARRMA HI LARM ORE 
XX 、 设 是 外 空间 上 的 广义 函数 ， 称 泛 栈 
E | 3 eC : 
ec (rise) (2.2) 
a 
(r, p)=— (Fe) EK (2.3) 
Bs14—H, op 是 连续 线性 算 子 . B FCR AGE IE AST P 
(HI (2. 2)) 确 实 是 连续 线性 还 函 ， MERSE 也 是 广义 函数 ， 这 
样 , 求 导 运 算 训 可 以 继续 进行 下 去 , 因此 有 


ecu LLLI? PXRRNERSSN — 0 0 22. 
ERL OLARRA RRRA Bi SPERUR 
都 存在 , TE HARE” st HR 
FAHA S), St nf fi] Ae TA EAA A: 
(DPE, p) = (DYF, Dep), pEK (2:4) 
利用 类 似 于 (2.1) 式 的 证 明 , 我 们 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 如 果 
玉 是 局 部 某 贝 格 可 积 函数 , TERRE OE SNC 
的 通 带 偏 导 函数 DF 存在 并 且 是 连续 函数 ， 那 末 (2. 4) 式 确实 成 
立 ， 这 就 是 说 ， 这 里 定义 的 广义 函数 的 偏 导 函数 确 和 通常 的 偏 导 
函数 意义 一 致 。 这 说 明了 广义 函数 的 偏 导 函 数 定义 的 合理 性 . 
例 1 RUZA eten Rae Heaviside AOO) 
CIRIZION LIOITO TERRE ES 
存在 ,而 在 别 的 zx 点 有 6'(z) : 0， 但 是 当 gEK 时 
(6. 9) | e" Gods —p(0) =—(6, p) 
所 以 , 按照 (2. 3), 0 fEOUJ7 SCERE "EP SERRE 
8' =å (2.5) 
在 广义 函数 论 未 出 现 以 前 ， 一 些 数学 家 曾经 用 Stieltjes 积分 
X MEE Dirac WHE 5- 函数 ， 就 是 把 az)p(z)d m|ecoseco 


MURS 这 样 ， 遂 玛 有 关 积分 问题 是 能 够 解决 了 ， RMAF IGN 
57)… 等 就 设 有 办 法 解释 , 这 促使 了 广义 函数 理论 的 出 现 ， 
例 2 Kk ln1z| 是 局 部 可 积 的 ， 当 wpE 二 时， 利用 分 部 积分 
我 们 得 到 ` 
n 9 Gin lade tin Ff p'anta 


E 


--ua([ M Loys 


我 们 用 P- [acu KAM tim f ommo sr 
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Lo | - |o SE RECO" LERO 存在 而 且 . 

(n 12D e) =P. f glee 
FIG iie w= O BOE IR AE BL K T Bao, 所 以 -不 是 局 部 勒 册 
HRAM. BEDRAE X 

(He) P- [Lee 
容易 证 明 e P. eod: 是 直上 的 广义 函数 ， 我 们 把 这 个 广 
LARERE, 那 未 有 求 导 公式 

Cnlal)y = 二 0) 


这 里 自然 也 是 把 (2. 6) 式 两 边 的 饮 数 都 和 看 成 广 闷 函数 . 

TALIS RÉEL S3 M; XE CJ SCRRIC HS SERERE. 但 是 为 
了 方便 起 见 . 只 叙述 一 元 国 数 的 情况 ， 我 们 知道 ， 当 FEL, mH. 
TAHTAR E, . 


p) - gs +A) 


(2,7) 


di F1 YET AAA UU P ERU C ABEL ER GbE KFO. DGA 
X. XbdRÜITE— TARWE VE IS] FRE S6 TE M nu CE 是 任 一 


给 定 的 实数 ?如 下 

T QC)rE pi +E), pEK 
$ A r, 是 五 空 间 的 连续 线性 算 子 , REATORES r dE 
Ly E295]: 


(Gr F p) =F, rp), FEK’, PEK 


一 一 T= ^w', BA 


AFM 1,250, £0 If Tim 


$2 ABRES AA 48i 


7 Eg) tin( E. z n 28). — (F, p)  (F', 9) 


nu 因此 ， 出 (2.2) 式 定义 的 广 SARF WSA r A 
. N 
这 样 的 性 质 : IERA a}, (90, AOR E S Uum i, 


我 们 把 这 件 事 简写 成 


dis E RE FEK' (2.8) 
id 
tÒ 


一 方面 , 因为 当 FEL*, pEK 时 ,显然 
lr. Ded = [Ppl Ode 


六 此 当 FELS GUI) FC H0. RARR, bU) FC 
K', WAP rF ERMER H FG H0. MAC 8) 就 是 (2.7) 
在 广义 函数 方面 的 推广 当然 (2. HETE EAT X BE GA 
的 另 一 种 定义 ， | | 
定理 2( 广 义 函 数 的 基本 性 质 I) WinCE, FEK 而 且 
Fa FP. 2ERAME—GR HORE D A DPF. D'F, 
简单 地 说 ， 广 义 函 数列 的 求 导 运算 和 求 极限 运算 是 可 以 交换 
it). | | E 
证 NM YE 天 gH,D'eEcK. Big. 12) 和 (2. 0 8 38 
lim (D? Fm p) =(—1)" Plim (F n D^g) 
=(P F, D | 
= (D?F, p) 
证 毕 . | 
定理 1 和 2 RES CHA LRK UHRIT £5 LACE 
ZHICPVER TAA ADR EA PR RA A e HR b 


5-sREA GU ERIS CLA, 而 且 fa slao), 9E 
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38 (Uf) AE ó- SR ERICH, 
TIRIH LI* 中 国 数 全 { 思 } 成 为 3- 式 畏 数列 的 一 个 充分 条 
例 3 设 { 刀 (7} 是 一 列 一 元 的 局 部 可 积 国 数 ,， MER: CO 
对 任何 正 数 m, 存在 常数 cm EIRE a ovv, 当 1a| om, Le 
m 时 
NL M 
di) 对 任何 两 个 固定 的 a bCa-cO cb) MER 
swf fet 
ERICE 6- 式 国 数列 . 
证 moram Foo - D OE SA POA x 
ARBA F=f BAHEGD, 3t -0 2*0 有 limF n) - 6G). 
ig d Hb GO RU BLRCBAZY (Por ilie co RON | 


lim n F (ayolda =| 8(x)e( zz, pEK 


即 F, 0. dh)" SURRE AE HR TI 就 知道 , 当 moo 时 
f, =F = >ð 
Wt. 
下 而 考察 刘 加 具体 的 情况 ;例如 , 当 62-0, e->0 M, 


Ld e K“ . 
Fez z —oó(xr) (2.9) 


这 就 是 说 ,对 于 任意 一列 6270,69, f,,COX S-AR A 


实 上 , 由 于 
. f fira =H aro et arc «| 


82 PARRE aw 483 
xr XU (f£) Ug s PECODRIGUD. 


B 7.2 
利用 (2.9) 我 们 得 到 一 个 重要 的 公式 如 下 . 
iS Cauchy) ERE Pomel AR 3 20, £0, 
1 K 1 
— 


"m zd i0 LU. Ti6(z) (2.10) 


1 — 
XH uis Him 


ride 


证 ”由于 一 一 一 5 十 ST m - r2 402.9), £I E ERE 


RET: E 
Wirt dag 了 ， 但 这 点 可 以 及 于 tm (s7 tat jin ]z | REE 
EI TE I | 

x An $ 19 [HE 1 PARAE O HEE -RAA 

-六 区 国 效 空间 具有 完备 性 . 


EESO SARH HD WECFL)C Kg BD E 
PEK, dim (Fms 9) 存 在 而 且 是 有 和 限 的 ， 那 未 必 有 FEK' 使 得 


F,-——»I. 

ik Ae ERO TED SE MA 6d PR PES R]BR ID, RIER 
去 (参看 [15], 第 一 章 3 1,8)、 但 是 定理 1 一 3 说 明 , 广义 函数 空间 
关于 求 导 运算 和 极限 运算 是 封闭 的 ， 因 此 由 这 商 种 运 靠 环 能 产生 
出 新 的 广义 参数 ， 
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2 广义 函数 的 原 函 数 ”为 简单 起 见 , RITENIS H 
$. UF, GE 起 如果 G' =F, 就 称 G 是 下 的 原画 数 ， 一 个 广义 函 
数 厂 的 原 函 数 的 一 般 形 式 就 称 为 也 的 不 定 积 分 

EEU RREA IV) 一 元 的 广义 函数 忆 必 存 
ERES G, 它 的 不 定 积分 必然 形 如 GCCC 为 常数 )， 

证 分 两 步 ，(1) 先 证 明 原 落 数 的 存在 注 ， 我们 只 要 在 上 


找 一 个 连续 线性 算 子 J 使得 JEI WERT). 再 利用 了 


作 太 上 的 连续 线性 记 函 
G:9i— —(F, Jg) 
( 换 句 话说 , (G, p) = 一 (P, Jo) ERRA 


(6*, 9) « — (8, e) -(F, Io e )= Gr, p) 
BUG 就 是 原 函 数 了 . 
7 的 作法 如 下 ; 任意 取 定 玉 中 油 足 条 件 | polz)az 一 1 的 A 
数 po， 当 gE 下 时 记 
uv - | [ec (| par eco e 


今 证 JecK. BA Jp 是 无 限 次 可 微分 的 ， 由 于 有 正 数 c 使 当 
[t| ze Bt pl) =pli) =0, BEL 24 rae 时 , pe) = 0, 而 
zzzec db, (79) (x) — EC c R 


imQe Go) | (eco [eode c) o, 
BibLe 0, HER JCCH. NETI: p Je 显然 是 线性 
的 ,而 且 也 容易 证 明 它 是 连续 的 ， 另 一 方面 , 由 于 | e COt-0, 


可 知 了 5 -5， 所 以 这 个 了 满足 我 们 的 要 求 . 
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(2) BLEUFSE AXE B, JR IRSE SE Pii o DR, 
S[S8R1 ik ucAK'w —0,3 A uo XX, 
证 对 了 上述 A, 当 pc RM, EARS 


d EE . 
à =p | E (r)drgu 
Aite 
(u, $)-7 (s. 2 Jo + 人 wz) dre) 


=u, e) i [ pd eo 
由 于 时 一 0 所 以 
(a, 9) - [Gs oec 


RRR ERMO v). BERGER. 

VLH EF 0955 — E IRACG (Eu H —G, "T -0, .由 引 理 : 
得 到 4=C, 也 就 是 万 =G+C。 定理 4 证 毕 ， 

对 于 一 般 的 广义 函数 ，* 函 数 在 一 点 的 值 ” 是 没有 意义 的 。 例 
in Ce) 在 z=0 的 值 或 5"(z) 在 z=0 的 值 等 都 是 没有 意义 的 ， 因 
此 对 一 般 的 广义 函数 没有 定 积分 理论 . 
3， 广 义 函 数 的 生 法 运算 ”对 于 -- 般 的 广义 函数 , 我 们 可 以 定 
义 它 和 无 限 次 可 微 阔 数 的 怀 积 ， 设 五 是 a 个 变 元 的 尖 限 次 可 微分 
函数 全 体 ， 由 于 ECL'CK, E BUANCIDURHEK 中 的 广义 
函数 ， 显 然 , 当 YE 时 ,对 一 切 EK, MAA VOSK. IYAK 
ffo — 4-363, E 称 做 六 的 一 个 生子 空间 . 

定义 设 BEE, FEK. HE y AF URR VF 是 满足 条 件 

(PF, p) CF, jp), oC K . (2.1) 

的 产 义 函数 ， 世 严 也 可 以 写成 Py. | 

容易 看 出 , 当 FEL* 时 ， 这 里 的 乘积 定义 与 通常 的 乘积 一 致 ， 


央 而 我 们 这 里 的 定义 是 合理 的 ， 但 是 我 们 这 里 只 定义 了 一 般 广义 
HAB P RRR SCR %E 下 的 乘积 。 对 于 任何 两 个 广义 函数 
之 闻 就 难以 规定 它 的 积 . 例如 , 我 们 就 不 能 有 效 地 定义 百 同 它 自 息 
的 乘积 66， 关 于 如 何 定义 两 个 广义 函数 之 间 的 乘法 问题 是 广义 
阔 数论 中 返 在 继续 研究 的 问题 之 一 . 

BA 对 于 一 元 广义 函数 OO, M SEE Rf, 


p= 3e gu DO (2.12) 


4。 广 入 函数 的 支 集 ”我们 先 来 引进 广义 函数 在 某 个 “ 开 集 上 
将 于 零 "的 据 念 ， 设 了 是 8 个 变 元 的 局 部 可 积 冰 数 ，0O 是 8* 中 的 
一 个 开 集 ， 类 似 于 $1 引 理 TAERA EO LITERE 
要 条 件 是 对 于 下 中 一 切 支 集 含 在 口中 的 国 数 g 成 立 着 (P， p= -0, 
因此 ,我 们 引进 如 下 概念 . 

”定义 ” 设 FEK',O 是 E” PRN, 如 果 对 其 中 一 切 支 集 含 在 
O 中 的 函数 o 始终 有 (了 ,8) =0， 那 未 我 们 就 说 广义 函数 正在 〇 
中 等 于 零 。、 如 果 广 义 函数 下 同 Fi 的 差 FL Pa 在 口中 等 于 等, 我 
们 就 说 同 Fs 在 〇 中 相等 ， 如 果 广 义 函数 了 在 开 集 中 等 于 
F, 而 且 不 存在 另 一 个 更 大 的 开 集 9 了 0，G0 IEF EG p 等 于 
零 ( 即 0 为 使 在 其 中 等 于 零 的 最 大 开 集 )， 那 示 就 称 闭 集 In — —0 
Er LRR FEN, 记 为 Sr 

BAM TEERAA, 这 里 的 支 集 概念 和 通常 的 一 致 . 又 如 
广义 函数 5 的 支 集 为 单元 素 集 {e}， 还 可 以 证 因 , 25 FEK, 了 为 
任 一 微分 运算 时 , DF 的 支 集 含 在 了 的 支 集中 . 

ERS 和 任何 一 个 广 文 函数 焉 必 是 一 列 支 集 有 界 的 广义 函数 
(F,) BUB. 

证 任 取 一 列 函数 (pa(-)}CK, 使 得 gn(') 的 支 集 在 球 Sm, 
—(zr|zCE",|z|«m Bl)'n, TH PAER Sn Eig 1. 这 样 


* 


52 fr RUNI MEMD IIR RE 487 
的 Pal OMKE. ES: p, RER | 
[ / 1 i 1 

| vu) - |. (a= Bay/ csr (v. Tu 
其 中 e(o EQ. 2 HORR, TE LRR Ps 一 PnP， 显 然 pr 
的 支 集 是 有 界 的 ， 由 于 对 任 -A gEK, 它 的 支 集 是 有 界 的 ， 总 有 
Vu. Bl, Fm 9 — CP, qup) — (F, p), 所 以 Fu E. 

” 5。 有限 级 广义 函数 的 构造 ”我 们 首先 在 基本 函数 空间 天 中 
引进 一 列 内 积 如 下 ;， 当 250,12, 1H 

(9, p= D [Oea Og) er， eek 


egie p 


FE 
[pls=~ (o, v), PEK 
显然 , SE (oS) CK; e K 而 且 vao MBA PAD 
limlpw 一 Pi 一 0 

LK RARC, O HRO IN BUSCIBU 2g K | 

定义 Fie (F pR LARZA, MLF, 为 
连续 的 , 就 是 说 , HiP CK, PEK, MEIa— plo MER, 
4,9) (这 上 时， 显然 FCK'), BEXSRFAIE pi I7 CER, 

Dian. 当 / &OEJ/W BURTEUM, f ETA URR. mE FÈ 
m BJ LEV, HE DF 是 m --N QD RBS SCRI 

X35 UFCK', HUKFGEO pRO ABA 的 充 要 条 件 
ROSE OUR AEN QD cp 的 整数 组 9 有 相应 S Cic ib. 贝 烙 漠 
度 ) 平 方 可 积 的 酒 数 Fa EF 0) DFe 


N gR 


证 条 件 的 充分 性 由 
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( E pF, o) E DOF, Dtp) 

"Nigrzcp 7 EAE EESE 
TREA. SIERE. ATARAR 4B, RRA 
A kA A, PE Hilbert 空间 H, 如 下 ; 令 

Q= {glg = (2 9,0. 9;2:0, 0; 2E dir ngu p) 
dk (1E RACE POPEL E), «cO, Giriab (e D E R H, 
中 的 一 个 向 量 ， 当 {pC GCOOEHSEBT, SIME 
E O ap CO Bp) 

MEX (NC -a(9,COY ACO REH, 中 的 内 积 是 


Go C) O= 31 fep dr 
LEES 


WMR HH, dX Hilbert 空间 . ied (po d» I Cog, ioo». 
我 们 把 Ka 空间 线性 地 赔 入 Hp SERVA IG KH, 的 线 性 算 了 了 
U:p-—Up-— (Dto) 
JN x1el»—1IUols, MAU E K, 到 H, 中 的 保 范 算 子 。 设 下 是 下 
Jt p S7 X ERA, GS Co 使 得 
iF, 95 | ze] od oso]Uo s 
作品 KK EREE GC: pi (FLUCT V) y6UK,. WE 
IG Sella — 9€UX, (2.13) 
ii H, AUK, E H, 中 的 闲 包 , 这 时 Ho 也 成 为 Hilbert 空间 ， 由 
TUK, € H.E E. 由 52. 132, RiT G P - - Hb yE da e ff, 上 的 
连结 线性 泛 函 ， 我 们 把 延 拓 后 的 泛 函 仍然 记 散 G. 对 H, 及 如 应 
用 泛 阔 表示 定理 ( 见 第 六 章 34 BERI), arüls UAE (G.CO)CH, 
使 得 
GG) =(P, (G0), 31 |o. odas, — ven, 


EHH y—-Ue. EK Hr, LAER 


$2 J'XGEXCONS DEB US IE 183 


Que) D |o Cor ecods 


my 
REENOPFQ.—(—1) 0G, NO EDP- T DF, T. WEP, 
yig p | 
id D-- 一 Sdn FÀESSRSEBUM ER 


ct’ 
Fix) oca N Zu Fd, dg, . 
Bib ig FEL (EVH E C: 使 得 FL— DG, XX EET 
得 到 
XO ULFI p XGA, 那 末 必 有 连续 国 数 族 G 使 得 
F= X pa, 


Nigprnupqm . 
例 5 我 们 来 考察 一 元 广义 函数 OYO), EERE pE 
条 件 (0) 一 1 的 函数 $2, RDR, 
(x). iG) = (0) G)) —8(x)y (2) 
EFEC -o0, co) 01) &' (3) € L^ (— c0, 00), 所 LO(z) 
一 级 广义 阐 数 ， 罗 此 
dm (a) = sr [L0Cz) Cz) ] 一 
是 名 十 1 级 和 的 。 周 于 
à(2) = aca), TORE: TU 02) 


"" [6G y" (2)] 


我 们 作 | 
ut^ rz 
Ta ^ zx 


它 是 连续 函数 ， 那 末 do(z) - — Dau. 它 是 连续 函数 2, o 


290 YES PLAK 
n- 2IKIULSHERTE, 

定理 ? 任 - 具 有 有 界 支 集 的 广 叉 畏 数 必 是 有 限 级 的 . 

这 个 定理 的 证 明寺 用 到 拓扑 线性 空间 于 论 , Pie o NE. 参 
FLLS) 

报 据 定 理 5.6.7, aA, EE -AS CERE TARR - 


|a 9 9 3 9 c3 0B 008/09 3 * 4 7h 


*o on n a » > y a 0$ n a a 


H6 FÆ- LAM, 它 的 支 集 为 {9}， BERA IF 
整数 p, 及 常数 组 c4, 三 0, 1, 2, -p ER 


F= 5397 (0 (2.14 
之 | 


证 为 书写 简单 起 见 ,不妨 设 4=0。， 根 据 定理 7, 必 有 自然 数 
7 使 PF 是 了 级 舶 ,由 定理 6 的 系 ， 必 有 PT+2 个 连续 硝 数 8,， 


q-0,- pl 50 0,。 因 此 , 这 时 有 连续 函数 了 使 
d ti 
T-(L) | 
(事实 上 上，F== 之 Hw 这 里 如 ,为 G4 的 ?十 1 一 8 欣 不 定 积分 )， 由 
8zD 
TTE C— 90, 0) fm (0, --oc) rh FP Asp p, dd Ac LUN 4, 
Saas, zl0 


$-ü 


f(z) | > 
| z<i 
= 

(由 了 (xz) 的 连续 性 ap bOGX EE fr) X HEUS EX, 


p 
f) sb. Cr, A NEN] 
qon 
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青 根 据 本 节 习 题 7 可 知 也 形 如 (2. 14), 

6. BENT NEERA ”现在 我 们 要 用 广义 函数 论 
来 括 述 日 其 轿 算 子 的 广义 特征 展 守 的 硫 念 ， 当 然 这 电 的 讨论 全 六 
可 以 推广 到 正常 算 子 上 去 . ' 

我 们 首先 注意 ， 设 4 是 复 Hilbert ja] Hpi E] dide e 1E £T 
HY, RESAN 89 定理 8 , 必 有 五 中 由 和 4 的 特征 向 量 组 成 航 完 
备 就 范 直 交 系 {e,}, 以 及 相应 的 特征 值 {4,}, 使 得 对 一 二 96H, H 
RJR 


P= » (o, ee, 20. (2.15) 


Ap 一 ACF, En) en (2. 16) 
(2. 15 一 16) 是 相应 于 算 子 生 的 特征 展开 ， 对 于 一 般 的 自 共 辆 算 子 
可 能 不 存在 特征 展开 ， 事 实 上 , ARE $7 中 已 经 举 出 过 不 存在 任 
何 特 征 身 量 的 非 零 自 共 罗 算 子 , 这 样 的 算 子 当然 不 存在 特征 展开 . 
明 然 对 一 般 的 自 共 罗 算 子 , 有 相当 于 特征 晨 开 式 的 庶 分 解 式 
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然而 在 生子 力学 及 微分 方程 理论 中 ， 特 征 展开 式 将 比 谱 分 解 式 更 
为 简单 而 方便 、 因 此 就 希望 有 类 似 于 (2: 15 一 16) 的 广义 特征 展开 
X. n | 

我 们 这 里 不 准备 讨论 一 般 情况 ， 而 是 去 考察 在 量子 力学 和 向 
分 方程 理论 中 常见 的 一 种 微分 算 子 的 情况 . B 

VELA UI) Kn ESL HEBES IRL LAFAR EE E R 
的 更 国 数 全 体 所 成 的 Hilbert 208]; 00A E CB") 中 的 一 个 自 共 
NAT, 其 定义 域名 (4) 包 含 基本 函数 空间 K, 而 且 4 是 下 到 五 中 
连续 算 子 . 向 时 又 设 4 是 实 算 子 ， 即 当 PE 绍 (4) 时 的 一 个 FE 
£A) 而 且 Ae — (Ag) (Bl In A: S? a Dt, 其 中 为 实数 ,所 匡 
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35 ON GDO BEREIT a, 7 00, RAR 81 P ERISLBS IR A PIE P 
K' pÉSJEBESCT- A', Bp? FCK' 有 时 全 A'F yn FRIES: 

CA'F, p) = CF, A9) 0, pc i 
特别 , 23 FEZA, F fei ülüs P SCESSREEERN 
(GIF, p) - CF, Ag) — [FG) (Ap)(z)dv 9C€K 


B AEG BdEESUT, LEEF 
f CAF) (2)g (2) da = (AF, p) 


所 以 , 当 FERA ATAÁAF, BigbGCURTUT AUR AXE K' Eg 
AEJE: ACA! . 
如 果 对 于 数 A, A FERK’, F#0 使 
A'F — AF 
BRF E AS) (相应 于 特征 证 4 的 ) F^ XL RE TU RE, SF XC 
DANT, ARER COT KRED 就 相应 地 还 原 为 递 常 特 征 
向量 ( 特 征 值 ). 

如 果 存 在 有 限 个 或 可 列 个 特征 人 十 { 如 }， 和 相应 的 就 范 直 充 特 
EARR ODA), 又 对 每 个 自然 数 n BEREN Borel 集 
Bw 这 些 B, 中 有 些 或 全 部 可 以 是 窑 集 , 而 且 可 以 彼此 相交 ; 使 得 对 
每 个 长 8,, 有 4 的 相应 于 广义 特征 值 4 的 广义 特征 向 量 Fa, ERR 
对 每 个 gEK，(f,9) 是 ACB, 上 的 Borel WRAS, WEH 
9, 9€K 成 立 着 | | 


fe JETE) dz = X Sin Pay P) 


£x Ga S pia (17) 


O RERO RREA FE PAEA E F e ARR. 
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RRS) U (| AEBa 0 — 1,2, 7) 组 成 二 的 完备 的 就 范 直 交 
广义 特征 向 量 系 , 这 时 有 如 下 的 广 六 特征 展开 式 外 : 当 9€ K h, 


由 一 Df 9f. xi CFan P) fadh (2.18) 
n" n Bs 


Ap = S Gan PASE xl (Fa e)àAf, dA (2.18) 


(2. 19) EA JE RT UL C2. 18) or AHE BOE ST. 
我 们 这 里 不 准备 给 出 关于 L'OET) 上 实 的 自 共 轿 算 子 存 在 完 
章 就 范 直 交 广 沁 特征 向 基 系 静 条 件 ， 对 于 具体 的 微分 算 子 要 具体 
地 判断 , 我 们 兵 秦 出 如 下 的 简单 的 例 来 说 明 广 浆 特 征 展开 的 概念 ， 
AT BAET i rs WI cHICDGMN 
(AP (2) — xf() cg 
XHARRA, —0[A€(—9o, oo) ARARE 
义 特征 向 量 系 . 
l. Ke, 是 E* 中 的 和 商量， eum (Dus a), v1, 2, n CR aot 
时 5,70, 0, 7D. B rU JE Bh 中 平移 变换 
ri’: grt te, zCE* 
W: 3 F Ron CIS LARN, DT lime GC? P — P). 
2. EROR EE! LOR | 


m 
m 


I 
fG- LA 
n 
ER: 4-0 BRE fLCO —4(2. 


Q 这 里 (2. 18) 应 理解 为 (2. 17), 而 (2, 19) 即 凶 角 为 对 任何 v CX, Ap A VISA 
BU 


Gg d) D UAM AGIS + PM! GÀ e) ACA. 91A 
"n Q* 
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3， 这 明秀 数列 位 EE ama, 2, «De RAR, 
4. 设 记 是 一 元 广义 函数 , m 是 一 个 非 负 整数 ， 而 且 在 一 个 开 区 间 (a, b) 
qn 


Ham 0- ER FEl 3) 上 等 于 一 个 次 数 小 于 mm 的 名 项 式 ， 


5， 设 fEL+* 是 一 元 沙 数 ,FEK' 是 一 元 广义 函数 ， 而 且 存 在 一 组 常数 c, 
Op 司 7 


d Fe -F+ +e R= f 


ii 


uH PCL'GuH FibA LERRA DE IGRAM, i 
6， 证 明 (2.12) 式 , 
7， 进 ue,velg 一 0, 1, 2, oe, 了) 是 常数 ,将 


E x ICA eB» 


表示 成 5 MERR HAS DEUDA IO RE, 


$3 广义 函数 的 Fourier 变换 


在 本 节 中 关于 概念 和 结 果 的 陈述 都 是 对 于 多 元 元 痛 数 来 进行 
的 . 但 是 证 明 只 限于 一 元 函数 的 情况 ， 读 者 可 自行 推广 到 多 元 函 
i. 

1. 基本 函数 的 Fourier 变换 ”我们 先 来 考察 五 空 间 中 函数 
的 Fourier 变换 ， 为 了 书写 简单 起 见 , 当 x= (sl，…，ss) 时 ， 记 


dz =de pedr ANE o = lon o, Sa), WRR a= x05 NM 
TELLE 


q= (qq, ttt qn), 记 0 一品 181 Nm 
(20 XX C 设 wt')EK, 作 


v) O e'sar | (3.1) 
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REE eC Fourier "E #0, i6 YPE) RFO). prm 照 
F: ẹ Q3 Fourier 变换 又 称 它 的 着 映照 FU 3 Fourier 
道 变换 ， 我 们 把 天 中 国 数 的 Fourier 变换 金 体 所 成 的 线性 空间 记 
为 多 =FK。 叉 在 名 中 引进 极限 概念 如 下 : 设 FOOCZIF(ECZ 
MX Am, e dB, ARSE Cp) 在 台中 收 敏 于 Fh wA 
FGOX)F(9)" 5 0c. ts 

定理 1 (基本 函数 的 Fourier 变换 的 基本 性 质 ) 

a) X HE— £155X pf pEK, 有 国 

` pO) F(9) — Fip ( 009) (3.2) 

PEJE = Fie) (3. 3) 


(2) M e, iK M, iios x [eg as, A f. Eze, Ya 


FD jijo, Mk 


(22a)^(o, pja =(F (p), POY))s (3. 4) 
(3) F AERE FO Z>K 有 表达 式 i 
F= ey (3. 5) 


(D t= e ED, AF te POPO ERETI 

看 成 是 K>K 的 算 子 , 又 可 以 看 成 Z-> 名 的 算 子 , 而且 
F(rg)-e "s Fp), 证 (人 一 下 (ee 人 9) (58) 
证 (3.2)、(3.6) 可 以 通过 直接 计算 而 得 ，(3, 3) 可 以 通过 分 

部 积分 得 到 (参见 第 三 章 $8), (3. 4 是 第 六 音 $8 中 的 推论 . EL 
现在 我 们 来 研究 基本 函数 空间 Z, 


(D ”我们 这 里 定义 的 Fourier 变换 是 L'-Fourierse f (SUEZ $ $4). 


D dRp)- DI Cn Hk pCD) 表 示 求 导 运 第 o cQ. 
hEDIES 


Nagp 


Me neis E E a mm a n ms 
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定理 2 iE VCOC Zl fe E v SEMEL ID n E 

ói "xjH] E EPADNCD, 而 片 有 正 数 ea， 使 得 对 一 切 非 负 整 数组 4 一 
igis ctn Qs), 


[5*w (s) | S:c,e7" ' (3. 7) 


Kuh e, 283 q vox X fd, sod ie9, X v0 的 让 要 
条 件 是 存在 正 数 o, 使 得 对 每 个 非 负 整数 组 d (gw s da), di 
常数 c, 满足 不 等 式 

Isti. (s)| te,e5', m—1,2,--, &e—aomd-íár (3. 8) 
同时 函数 列 {$m(o)} 在 E" To f£ HE DOR PRAF E, 

证 只 讨论 一 元 函数 情况 . YEZ, MERN pex 使 得 
上 一 了 Cp). XI v fce nd canis ipe = | perds, 


而 p(s)=[ pirje” dr RRES YE s=0+ir fM P. D 


lE (o) ALRT e) HEC. 3) E P AE OM EE nr 
JERE q.i 


l5*9(s)| 一 Fr. isp {ede D. |? (x) | e^ "dr 
<f leto C) |dae"'*! 


因此 (3.7) 成 立 , 其 中 ce 一 | (pCa) 1az. 


D UT4CCECOERUHÉE (nsn. s), Mm 


tig Er LEES - 5a) — Psi, m, ta) 
k} 


存在 ， ME I 如果 在 一 个 二 维 的 揽 区 域 忆 中 函数 世 是 连续 的 ,而 且 卫 由 zr 使 一 . 


Mee) Ms v EER EET. AREA, MITE SEEE 
BERD. 


Q s=, AAEH Iia, 和 rr za) 是 实数 组 . 
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Juxtok, REHAS (a)dERECS.70, 记 e= Jha 
(3. 7) T Àn 


I$ CO rr sse" s=0 +ir (3.9) 


RIERS 


利用 围 道 积分 和 (3. 9), suu — T 


pla) sgy f Wo tine erodo (3.10) 
Jv ez — — [ex], BERURICS. 9) 就 得 到 估计 式 
rž+al|r zn 
leor JR ieme 


Mbe S EM esc 都 无 关 的 常数 。 令 lri> 十 oo, 就 


知道 当 |z|eHBfe(x)-0, Bib eom S dc 6. Im 
3. 7)303. 10) 8f TE HH 


e (2) 4 [ (—is)ty(net*dao . 


TRUE GANE w(-) 是 无 限 次 可 徽 的 ， 这 样 便 有 pEK. 容易 证 明 这 时 
F(g) - 9, Bl) YEZ, 
由 以 上 证 明 过 程 可 以 看 晶 ， 如 果 {yn} CZ, vac Foi H. 
《3.8) 成 立 , 那 末 {pm)} 的 支 集 都 含 在 js| 志 a 中 ， 因 为 
PLE] I eee] 


1 


m —— £c 1 t 
A3 MET gi *z "T [pato) C 


RHERE 620, URBC ona L5 MR Gs C) REAREN 


Rd E 
—M— MÀ --- 


LEE LL POR IARE 
中 一 致 收敛 于 零 , 再 取 各 充分 大 ,使 | atiis Gn docz2m, d 


知道 (1 ()) — Slc 38. 即 rm 790, 反 过 来 , 当 pu 0. 时 记 
Va-F(o.) 也 容易 证 明 Ya MER E FE AES VERS, 

2. Z3 HERRA  HUFZUEBRUE— A HE S 
Bh 其 中 有 极限 运算 而 且 线 柱 运 算是 连续 的 , 因此 我 们 可 以 象 对 五 
室 间 那样 考察 空间 上 的 连续 线性 证 函 一 一 广义 函数 ， 

”定义 ” 称 允 空间 上 的 连续 线性 泛 函 是 玫 空 间 上 的 广义 月 数 ， 
其 全 体 也 称 为 广义 函数 空间 , 记 为 Z^ 

在 Z' 中 可 以 仿照 到 ' 中 一 样 地 定义 线性 运算 ， 求 导 运 算 和 极 
限 运 算 ， 这 些 我 们 不 详细 叙述 ， 由 读者 自行 补充 ， 我 们 仿照 空间 
K' 中 的 情况 , 设 9E2', 如 果 存 在 局 部 勒 幢 格 可 积 函 数 9(c)， 使 得 
对 每 个 PEZ, 函数 V C29 COE E^. 上 是 勒 由 格 可 积 的 , TEL 


(g,9)-|g(o)$ (edo, vez 


那 末 称 9 是 正则 泛 函 . 

名 空间 有 与 是 不 局 的 地 方 ， 对 于 $€2Z, 由 定理 2, TUUM v JE 
定义 域 为 复 空 间 的 整 函 数 ， 我 们 可 以 把 广义 函数 表示 成 复 空间 上 
解析 函 烤 的 积分 . 

例 1 考察 2 元 函数 ; B so 是 任意 - -组 复数 (so UE 
T ôC — so) 2912 A 

(C —s3,4)-7 v Go, VE 
这 个 泛 函 显然 属于 Z. bitó 函数 ， 当 se 是 一 组 实数 时 ， 
à( — s) SÉAATIS RAE NIE GR. R, IHE so 0C — sa) 
TARATA PERDRIK. RRR EAR RKHS 
点 . 设 so 是 一 个 复数 ， 任 取 一 个 以 so 2 riot E m Ae ER 
道 , 由 柯 症 积分 公式 就 得 到 
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(8.—s0), 0 ar Pas 
现在 我 们 考 虐 更 一 般 的 用 复 空间 上 积分 表示 的 广义 函数 . 
投工 是 x 维 复 空间 中 的 一 个 光 询 的 # 维 曲面 ， 这 曲面 DX = 
(t so) JI Ve eG D RIS ICI BB io det( Y 
j 51,2, -, n) JE HB AS Cur, s, ta) H (8), 7, Sa) Hg Jacobian. 4 
is -de( Ses andes Wa 是 工 上 的 一 个 函数 ， 它 使 得 函数 


ul—» gCsQu) ) JE MS DUI TW IO, 而 县 对 人 每 个 WEZ, (C9 GCD) 
E OE" BRA DUM PRERUE, 那 来 当 

(e, p= ,g(ads, yez 
ÈZ LBDEBBPUIEIEIIM BECROXT- IER IEEE h. l 中 所 
述 6(, 一 s0) 怕 解析 泛 函 ， 正 则 泛 函 也 是 解析 泛 函 ， 下 面 我 们 将 看 
出 解析 泛 函 可 以 用 来 表达 微分 方程 的 解 ， 

8/2 现在 讨论 一 元 润 数组 的 -类 解析 函数 , 设 2(s) 是 一 个 复 
变数 s 的 mm 次 多 项 式 , 设 au or os 是 它 的 mw 个 零点 (为 简单 起 见 ， 
itaca; G7), iù ry Imi, k-1,2, m. EXE r% 
Uns b-1,2, o m, SUITE TOES ICH Z ERSTER 9. 如 
F: | 


e - T te 
我 们 证 意 这 个 解析 泛 背 和 的 位 置 有 关 。 如 呈 enn 
UT FOR BU EA, 当 r crcr bhg 与 + 无 其 ， 把 这 个 汪清 
JUI gan 9 ERG cL i BEHI 9 ouo XXI o rM gus RE 
Fian DELETE 


一 | £i riu) ür— 


E 


=| | gio ir o 
-oP | Erar1) J-.poocr ir) 


一 一 一 一 一 一 
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AB Tere mTyuacmLuactT&ae WTAE r= re jtt 
H BUE C, Caco +ir) 只 可 能 有 一 次 极点 avos PARE E 
PEET jai 


CF aean P) — (9i, p= iri tt 号 


ót: 9,1) 


. H 
一 一 一 2 
gas) o cm 


也 就 是 说 , 它 不 为 零 因此 ， 尽管 相应 于 同一 MMC y 由 于 积分 


路 径 不 一 样 ， 所 得 的 解析 汉子 一 般 也 不 一 样 ， 这 个 例 贺 时 讨论 到 
这 里. 

现在 来 讨论 Z 空间 土 的 乘法 运算， 我们 令 EG) yon REUS 
间 上 的 整 函 数 ,而且 存在 正 数 a,b 和 6 使 得 

I£G Kells PHD, s=0+r 

Audsb—IsItr T sn AAAY 显然 当 
CY, YEZH, EVEZ, BUE JE ZI) —"3R-F, Y EZ Sx Rs 
间 ， 完 全 类 似 于 K SEBGEHGER, TUAZ Z 与 了 的 乘法 运 
算 ， 显 然 任 一 多 项 式 都 在 了 中 , 因此 多 项 式 是 Z HRF. 

例 2( 续 ) 容易 看 出 , 对 任何 t, 


gan V) o Go» PI) - [^ (o isodo - (^ podo 


因此 | 

Pju)71, £—0, 1, 2, Uum (3. 11» 
所 以 对 给 定 的 p, 代数 方程 pg=1 在 台中 至 少 有 和 个 线性 无 美的 
解 


gm > caty 9o) (3. 12) 
Ecl 
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事实 上 , 可 以 证 明 这 就 是 方程 97=1 在 台中 的 通 解 . 
3. XARA Fourier WHEE deux Eerp, 04 f. gE 
LENZE, RE Fo 是 实 的 还 是 复 的 ， 我 们 用 (局 PAR 
积分 l 


|1fGogGods 
ELSE L GE p HRF 
Jip) FC)) 
我 们 首先 注意 当 JEE M. f AARRE K PAR, 这 时 
由 (3. 4) 488] 


Qu), Je) = Gay fGYreGryds = Qu), 38). 


=E) Fe) | | 
HE, 如 果 把 FOER Z 2: 8] E o EAR EE EERE UR, 那 末 有 公式 
(22)"(f, Jg) - FCD, F(9)D), pEK (3. 13) 
事实 上 , 这 个 公式 对 一 切 fELXE") 也 成 立 ， 利 用 这 个 公式 我 们 完 
又 广义 函数 的 Fourier 变换 如 下 : 
XX BEKE EEEE A 
F(f) pH a", JF), yez (3, 14) 
IEE LRA 了 的 Fourier 变换 , 有 时 也 记 为 了 我 们 也 把 映照 
F; fe Ff), FEK PROU XAR K ER) Fourier 谈 
i&, CARR F URS UU E Z EA) Fourier 逆 变 换 . 
显然 (3. I9 r(3.13) Ajk, RNET. DAR 
D LR Fourier 变换 的 定义 公式 。 另外 , 对 于 任何 EZ, $4] 
SEAE K sig) X ERR 
figi (22) ig, F(J79)) 


s02 co See PXx3Ssh OO 
XM, Je) — (G, FG), 96K, Bit =F MAH 

定理 3 (广义 函数 的 Fourier SETS RE RERO K' 出 的 Fou 
rjer zd (4 


| F:ift F(p, JEK' 
是 五 ' 到 2 上 的 一 对 - .的 连续 线性 算 子 ， 它 有 如 下 的 性 质 : 
(1) HESAR PN EKA .| 
DED =F PGC (829 
BOED - Pip Df). (0 G.9) 
(2) 设 主 = (sns 60, Mer PSUERRNCT r: PM nf, 其 
si 
Gif. 9) =(f, np) 
那 术 FGDDee FO) S FO Fet), FEK (8) 
证 我 们 只 证 《3.2 )， 其 余 留 给 读者 证明， 当 T. MES 
(2. 4), (3. 2 RC. 18), 我 们 有 
DP, F) = FG), 9 DF (2) 
CU FOC iC 209) -X22)*(, JÜPC- CDD 
UC = (2a)°(f, pF EC TP) 
=a GC) Je) 
- UG OGOD»£) FG)) 
Pj C3. 20 X ir. 证 毕 , 
FEKAR n 元 广义 函数 的 Fourier 变换 的 例 . 
93 F(0-1, — F(1) (23)'6. ——— (8.15) 
证 FALE, WRR CO = Flp), 9€ K, BER B (3. 13) 
(GF (8), 9) = Qn)" (8, Jg) = 23)" (49) (0) — (2x) (0) 
性 另 - 一 方面 , HOO ERES Fourier 和 变换 的 公式 有 


?()- c Guys. v(o)do 


$5 I" Rc f Fourier PH 803 
mm" psd, E 这 就 得 到 FOD 一 1, 另 一 方面 XH 


(Y 4) - Gi*Q. 49) - Gn i v 

-(a)p()- (n). 9). HER, 

利用 (3. 15) 0 (3. 2), (3. 3 a ADAE ELA, 9 OREN 
F(s(z)) - (2:0"g( -£D)8(0), F(p(D)ó(7)) — (ia). 
E < (3.16) 
我 们 勾 可 以 把 (3. 15) 中 的 第 二 式 推广 成 
F(e**) —(2r) "Osi1bh) (3. 17) 
dob pete S50 2 SH RUE RUE 
-akai Be, IEODUIT SCISGRU, bitka, Sb y 

Flp), 9€ K 时, 利用 (3. 13), (3. 15) 得 到 


(GF e^), 9) — Cia * Qe", Jp) =at DE 7e) 
„m=O 


= (2m uc z)", Je) = Mec 2)9),$) 


- Ga" Xil D)"&Co), y(o)) 
eh 
-(2x-)" Ein Dyp) le- 
TUB £o MER Taylor 公式 , EE X MET 
(2x)"v (ib) —(22)"(8(s—ib), 9 (s)) um 
Ti 4158 IH JH OR — 567 ^ SCHRIEC S Fourier $i — 45 


编号 I LAR EE — Fourier "ef (DEZ 
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0 KELo) Fo 一 | fies 


1 &xr—a) add 

2 e 2xó(s—ib) " 

3 —— 0 £,4-2012,- 22 (i) (o) H 
€ 

4 E ix signa 

5 3 | -xiel 

6 lajs} . jl (r0) 1 (e E 1n (æ+ 


i9)) 一 (o i0) (oi 
inte -i0))|® 


7 . bz) ETTOR 
8 ging E im[ó(g—1)--ó(co +1)] 
9 esr | axle -- 1) -3(o —1)] 


EMTIDD DEETIVITPICYITELEEI. - 
WBR. AJEL", WE 的 支 集 是 有 输 的 ， 那 末 窜 易 知道 ( 参 
看 第 三 章 §5 习题 ET 

Mz)= |f(2— 9at .18) 
BERREKETA. RIRA HKE f 和 9 HBA, R» 
4=frg， 我 们 还 可 以 知道 ,如果 f IEL, g 具有 有 界 支 集 ， 那 末 
(3. 18) 中 积分 也 存在 ,而 县 函数 A DART LIR f ge", 9 


O 其中 c= ("1nzetdr 


$8 —J"Y i NI Fourier % i . 505 


来 EL BI f*g—9f. 3) 9€ K 时 , 利用 Fubini 定理 ， 我 们 又 
得 到 


(f*9,9) Le os px )dzdt 
- Jet |F- 00 G) dr Jat 


由 惑 贝 格 积分 的 平移 不 变性 , ELEF joco feo +de Ydi, 
周 此 

(f#g, e) = {g(t), CF, c0), pEK (3.19) 
我 们 现在 要 利用 (3. DRET SER BI ISP. 

设 PEK, fe K', 而 且 了 的 云集 有 界 , REN EEN E^ 上 的 本 
数 te u(t)—(, ne), EE BUF K, I 
DEGREE rel= piat 的 支 集 如 RID IHE e 的 支 集 经 过 平移 
*F> 7 一 4 而 得 到 , WF X EE f HERS 有 界 ， BEI 一 
(Te ODIT Ea KE, S 和 S; 不 交 , u( 直 二 0， 另 一 方面 ， 容 


易 证 明 
D (nbus) (st) 


BIB IRSE COEK. 我 们 把 函数 (ORR roo), MEK'K, 
我 们 把 (8, uw) SX (. (Gro). WR, ARES eI (gf, 
1(09))3E K pA AR. 

EN BAJEK 而且 了 是 具有 有 界 支 集 的 , 称 广义 函数 

9 (3. 20) 

JP XS 与 # DES. 

我 们 可 以 把 (3. 20) 写 成 (3. 19)， 因 此 (3. 19) 就 是 广义 函数 的 
卷 积 的 定义 公式 ， 前 面 已 经 证 明 ， 当 大 9EL*， ETEA RIR, 
(3. 19) 也 成 立 . lj i AU SLICE BUCO ERREUR. 


BLEU A inf 
SRI TRTEALIO AS BUE R SCORE SAHARNA, WK, d- 
黎 数 是 这 种 乘法 的 单位 苞 ， 就 是 说 , 当 gEK' 时 ， 
sg =g (3, 21) 
FE, HAREA, 当 PEEK 时 
(dag, p) = (2, (8, rop) —(g, eC) 
立即 担 到 (3.21)。 可 以 证 明 当 {f,} dE E MOS HS PES 0- SCIRE 
Jk, fgp—g*fo9. BU 0- 式 函 数列 可 以 看 成 卷 积 的 近似 单 
fex. 
容易 证 明 , ARARA X EARS B7 
d. 了 的 支 集 有 界 时 
fe (ag + ph) -afsg t Bf«h | 
XR A4 (Fourier PH dEBogBO it fgcK., HEE 
看 界 的 , FRE X oxi H F) E ART, 那 末 
F(f*g)  F(DF((9) (3. 22) 
WE itys Fip) pek, HÜOKIRO. i13), (3.200 3€ (3. 19) 有 
GF (f^), V) = (23) (frg, Jo) — 22)" (9, Cf, v4 9)) 
= (2a) "g, df T.,.,0J9))). 
SEO), E(f, tod p)) 


E g), FEG), Pdr e op))) 
(3. 23) 


7 » 


A iki 

FG Je) = feel ts) =a ip(a) 
FREA 

(FCD, PCI deo = | eF OGI 


出 于 FOODS Z BC, 所 以 PODCOVCOCSZ, 因此 


- 


$3 PMi Fourier YH SeT 
CE), F(Jv odp = mF EA) 
把 它 代 入 (3. 23), 我 们 得 到 
GFOf«g), Y) = (E, FCO 9) 
然而 由 于 EOE Z RT, A 
(GF(f*g), y) = CFGO FCD, V) 
ik tA (3.22). EFE. 
AREFE SAN jt c 
X WEEK, f, s 的 云集 都 是 有 界 的 而 且 FI PG) 
REE XES, 同时 FO Co) FG (to) 都 是 2Z 空间 中 的 滋 
df. DK . 
f+ =g] (3. 24) 
iE 450822) 8T AT 
F(Gf*g) - F(g) FCD — FOOD F (D = Ff) 
H F(f«g—g«f) =0, 由 此 立即 可 知 (3. 24) gr. uH. 
Hwi V piit— eA gEK BR 
(9(D)0)*g —p(D)0g 
证 XpeCK t, HF RD pr gv, A. 019 384] 
I 
((9(D) sg, p) = Cg, (PEDIA, c9?) 
-(g, (0, -Drop —- (, p( -DDo CD 
—(g(D)g, p) 证 毕 . 
5. —— RERNE x 
BREM, HE LRA Fourier 变换 理论 来 研究 党 系数 篇 
微分 方程 的 求解 问题 . 
定义 ” 设 卫 是 ”个 变 元 的 多 项 式 , JEK, 如 果 
png =ò (3. 25) 
那 未 就 称 9 是 常 系数 偏 微分 方程 


LA 


sog WER MAR 
p( D f (3. 26) 
的 基本 解 ， | 
定理 5 设 9 蚌 党 系数 偏 微分 方程 (3.26) HEER, Xit 
JC K', f RAAR 85s 而 县 FORE TIE SASIE Z zeli] ee 
Bose T, SOR &— fg 是 (3. 26) 的 解 ， 
证 作 4 二 f*g， 我 们 利用 Fourier 变换 来 验证 (3.20). Hi 
(8. 2/), (3. 8), (3. 15) 和 (3. 22) 立刻 得 到 
F(G(D)h) = pi FO =p iC FW EF 
-FOGFG) -FO)F(DAF(O) 
因此 F (g(D)h — f) —9, 由 此 即 得 (3. 260, ER. 
例如 , 24 (3. 26) tof. PE K IM, WEEE 5 中 的 条 件 , 利用 
EREE 5, 我 们 可 以 知道 ， 为 了 求解 微分 方程 (3. 26)， 只 要 求 它 
的 基本 解 好 了 了. 
现在 利用 广义 函数 的 Fourier 变换 来 作出 基本 解 . 
it é= Fig), 根据 (3. 3). 16) 58, (3. 228 Ur 
pC-io)E-l (3. 23^) 
因此 求 基本 解 9 ERR Z 中 适合 方程 (3. 25) 977 AR E, GRE 
RERO JST HUN TUR A LERNEN. ao 
要 设 靶 纵 出 广 Ze Cg 的 意义 。 
在 一 些 特殊 捕 况 玉 , 例如 pie) «Le MW. -57 是 一 个 正 
则 的 广 广阔 数 ， 因为 这 时 i 
ODE fat oi 


EEN LAY, MEARE, IGRAGGSER 3.250, Aik 
—— pn 
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ig7 不 是 一 个 正则 的 广义 函数 ; 虽然 如 此 , 我 们 还 是 可 以 用 解析 
证 函 的 概念 来 号 出 这 个 广义 隔 数 。 

”定理 6 (线性 偏 微分 方程 基本 解 的 存在 定理 设 p 为 一 % 元 
多 项 式 , 那 末 必 存在 常 系数 偏 微分 方程 
?(D)g—à (3, 25) 
的 基本 解 IEK. WDEGEBISDER g, 使 得 P ERIE A. 
证 daQ(O-pRC ic), HARG 只 要 作出 2' PNRA 
HE 满足 方程 
Q£ —1 (3. 25") 
好 了 ,分 下 面 几 步 来 作 . 
(1) 设 8(s) 是 如 下 的 特殊 形式 


Qa) =s 4- S lsa T Sn) 51, C0 
k-0 . 


SUME n 6 REIR] C" — (Qoi iz Oat iEnd lOa TER 
数 } 的 实 # 二 1 维 子 空间 , R^"! S= {Cot r, 02 02i Om 
T! 是 实数 }， 又 作 # 一 1 维 实 空间 吾 "…， 其 中 点 的 坐标 形式 是 《cy 
0a)， 对 于 多 项 式 ,这 时 必 有 一 个 正 数 a, R 必 可 分 解 成 最 


多 可 列 个 互 不 相交 的 可 济 集 As s As RA R = | Ass 而 
且 对 每 个 A ARAN ri”, P | M CM REG, 1,2, 0, 这 
样 得 到 R**! hi n Ae "Wi" To - (0 iri oss Oa) lian s 
9,)CÀ;, 4-1, 2, ej 使 得 当 (oi dr ivi, Oy 75 g.)€T, 时 

[各 Kori -+ iti gt, ga) | =a (3. 21) 


XTm'T, 的 存在 性 以 后 再 证 明 ， 
(2) IB T, REIER A 


510 EER 广义 函数 


"A yo: T ita Ga, tt, Ta) un 
(£, y) -| ae Fiti, os, e, On) Tn es o.) 4e:dos ETa, ycZz 


(3. 28) 
(3. 28) 不 中 积分 详细 地 写 出 来 就 是 
[oA $Co oin? os On) . 
2: 5j | eoe irin, rA trt gu) dei Jer dos 
由 于 (3. 27), Pe 由 (3.7) 可 以 证 明 
c'e?! 
[OD PS TTF 
ZAH s€T, 时 , Ims 445558 PRA | ei? BRE [ e| S M. BELLES 
S c", 使 得 | 
c" " 
Ae nr 3E To (3. 2985 


由 此 容易 看 出 , (3. 28) 所 定义 的 ECZ^, XE 
(QE 的 一 人间 (sz do, 
-To 


-xi I VQ, ir), 0s, es ajda, dorës, 
J Taj t= 

| (3. 350) 
E i RE PUBL X BE FU C3. 29), 可 以 证 明 


f ploti, on s odo 


=| we Ta, *** Fali, 
由 这 个 等 式 和 (3. 30) 得 到 
(Q, y) — xj [| von uL" G4) do, Nasedon 


i 


= (fy con r On JAT do, = (1, V) 


HUE, Qi =1, ALA g oP (EJA REE n. 


83 SAR Fourier 变换 511 


B 73 Hi 7.4 
(3) 因此 问题 化 为 作出 To, 对 任何 国定 的 (rs 0) RT 1, 
Mem sisti 
Qi, Ta 77, 05) -c(8 78) n (8 1) 
Peco tin 的 复 平 面 中 必 有 带 域 [nism-l 中 的 一 根 直线 . 
rori, 使 此 查 线 与 加 个 点 sf，…，s 科 的 距离 大 于 108 7. 4). 
bi de fi AMOR ER E | 
[Qs)1 7» ie] 
W (as, sow 作 微小 变化 时 , SiP, e 51? d HEBUIE TC, ERE 
存在 (cu … om) 的 一 个 环境 A, 使 得 当 (ow e 0) A BF 
IQ(ai itn 08 2-02) | lel 
利用 这 个 方法 容易 知道 , 可 以 作出 R7! pep a qose p NW 
AE CA; EPERE ER, 
(4) RELEGO) ERRED., A EUER (COSS 
煞 线 性 变换 l 


n 
gj— Mb ut (3. 31) 
oi 


其 中 det (ba) #0 -— WAER a — bg 8 


512 BER LAR 


m-i 
Q(o) =n) =at HD CO, s Mai, az 
上 一 由 . 


事实 上 , UE Q AE m XLI TRU, TR. Q HRS BUR mp IE CIO 
和 是 


> qoi M . ug 


ELAH, ELO. 31) f£ AL, AA p I m t Pr LAS, 它 的 o? 的 系 
数 是 


a= 2 La, bn-bfi bit (0 (3.32) 


国 此 , 我 们 可 取 bin e ba 不 但 为 零 , 使 250, 再 挑选 bo, hanee 
du. Dan rnt Bo 使 得 det(bi 250, ix FEBEXEIB S bys SOUS Aut 
EX. 

APT AEQ CD-QGDn, 我们 作出 前 述 的 面 To,， 我 们 作 
T, EX Tu, 在 映照 ss 一 > bs FRUS XIE £ AT 


E pis) 
(5, #) =f; gts) da (3. 33) 


在 上 式 积分 中 , 作 变 换 5 —bs', o —bo', 那 末 上 式 积分 化 为 


ybs") 
M Dar) de Odo" 


AR cito, 而 且 确 为 Z' PAESE. BEULCS 33) 0E SET — 
4 KE Pri ER, 而 且 利 用 上 述 变换 , 容易 证 明 


jetz =f, bos aet(b)ia' =f v bo detti ao 
To Te, R 


=f Pda 


Hie, QE=1. WEE. 
我 们 注意 , 对 于 给 定 的 多 项 式 p 基本 解 一 般 不 十 叭 一 的 ， 例 
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Anxp rA EE EIU? (3. 11—12) 已 经 给 出 了 具体 的 基本 解 
TE— Ro(8. 对 于 多 变量 的 情况 , 4.5 43S DR n] ELZE IR BAL D, x 
ER 6 B*unpB uh, 适当 地 选取 不 同 的 o, 就 得 到 不 同 的 基本 解 

下 面 我 间 | 举 出 其 体 的 常 系数 线性 偏 微 分 方程 基本 解 的 例 . 

例 5 Laplace 方程 A"u =f, 

这 里 ， 我 们 记 人 =A tr mB—BAm, WE 
Ad 


A"E(x):-ó(r) (3.34) 
BEK’ dii V-—ECZ' RE LRZ Fourier 变换 后 变 成 
(一 po —] (3. 35) 
a i 
其 中 0=lel=( E 我 们 只 考察 当 2m<s 时 的 情况 ， 这 时 
dsi 
HA 
Vio) =D" 
p 


是 局 部 勤 贝 格 可 积 的 , 而 且 我 们 可 以 作 名 上 的 正则 广义 函 才 
qu -[vcovcoe 


这 个 下 确实 满足 方程 (03.35). BE B [5p RA XE E gK p E 
FOU), ERN BB 35 DUE SEBUR E VCo) EHEER 
Fourier ji a: 


E(z)- 


-ixo u (—12"Íie 一 下 了 
t Gy" (e do 一 Ie: | om da 


为 此 , RETELE” SC ER 


-ites 


e ] 
SG) = url de 
SC DSEFEfSDESR 6, ATERA RERE o= to, JER ino = 


514 FER Ux 
o7|, 85 


g, = je EIC do — i^a eo 
Gy e (22)') p^ 


zi ^g;(x) 
Tib, g. (a0 E e HS Aa aK RAR 05 Jj, S40 是 EET 
的 正 交 变换 时 , TE oO lo, 就 可 以 得 到 


e -iT 1 p giro lo 
102 — sl pr 40 tay] ip 4 
1 fe 
Ci te- EE G) 


:因此 g, GO 只 和 jz| 有关。 这 样 一 来 
glr) = eleli" 
其 中 o 是 常数 。 为 了 计算 cs 我 们 注意 取 适 当 的 v, WH 


p^, 9) —Qu)*(g, Je), S pce T "- fpe. Jo 


$-Qzxy^1[e 37 - uote 
151 


HE Gu) [7 ao se [rte as 
.经 过 计算 可 得 
并 一 下 
e= jur z”) 
r(s) 
Ji 
EC) -son |a | 272 (3. 36) 


ERRETIRA, LEG 34) 的 基本 解 ， 以 上 的 推导 过 程 
. 昌 然 是 不 严格 的 ， 但 是 我 们 “ 猜 出 ”基于 解 后 ， 自然 容易 直接 秽 


itu. 
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$. Mockd&mi S AMAIE KE EA A e Hu 
DX ST 348 L2 LEM 因为 中 函数 的 云集 是 有 界 
的 ， 所 以 对 广义 阴 数 在 自 变数 趋向 于 无 限 大 时 傅 数 增长 情况 没有 
任何 起 制 . 但 是 从 Fourier 变换 的 角度 来 看 ， 扼 空间 就 有 一 个 不 
是 之 处 , 基 中 国 数 的 Fourier 变换 不 在 乓 中 而 在 男 一 空间 台中 . 此 
外 在 研究 偏 微分 方 释 理论 时 也 送 要 用 到 别 的 基本 函数 空间 和 广义 
戎 数 宝 间 ， 在 本 池 中 我 们 将 介绍 另 一 种 常用 的 基本 凋 数 空间 总 和 
上 广义 函数 空间 S". 

定义 设 p(j) 是 8" 干 的 无 限 次 可 微分 销 数 ， 而 且 对 任何 非 
人 负 蒜 数组 二 Cb) 以 及 非 负 整数 组 q= (gu 7 99, 

Inu sup[z*D*p(2) | 全 

是 有 限 数 , dc PRESE o 的 全 体 记 为 8. 

在 仿 中 规定 极限 概念 如 下 : MARAP, } C5, (€, m HL CD 
对 每 个 非 负 整 数组 志和 2 

suple, loo (3. 37) 

Gi) 在 E" E. o, RH e Ur a Sam ECC OCT o CRUS 9 
数 , 那 未 就 称 {9.} 在 S PEAT e, 记 为 p, 99, (0), S 
通常 的 线性 运算 以 及 这 个 极限 概念 成 为 基本 画 鼎 空间 . 

容易 看 出 , 每 个 微分 算 子 D 是 8->5 的 连续 线性 算 子 ， 即 当 
vo H, Drp,— > Dp, 

UR IIT 4 ES ASSET 

引 理 1 基本 函数 空间 如 和 无 有 如 下 的 关系 ，(1) KC 
(2) inp.) CK, PEK ifi v,— o I E 9 一 >g; (3) KE 

Q tlla So 


LIES! 
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S PREHEN ES 必 有 一 列 {9,}CE ME p, >p), 
证 D 和 (2) 可 以 直接 从 定义 导出 今 证 (3)。 当 e€8 上 时， 
我 们 利用 奇异 核 Ks GO Ol CL 7) fel 
Palt) — (Pn Ku) Q2 一 | Los Co HDK Q0 dy 
plr), 4€ S,(0) 
0, rE S4(0) 


其 中 心 以 0 是 E" 中 半径 为 可 的 球 , 显然 oaE 瑟 ,并 且 对 任何 非 负 整 
JH kg 


TE 


sup|z* D*e, (a) | « [supl s Dpat)! K miyi 


«I2 lejl sup| (zT 9)D'oqc +g) | yi | 
[Ka(¥) Nay (3.38) 
上 式 中 叶 是 多 项 式 展开 z*= 立 oy bg Coa) 中 常 系数 , j= 


ER 


(Js Ebr" J 小 也 是 非 负 整 数组 ， 而 Ek 表示 相应 的 Jikan i=l, 2, 
… BEP Ku WERE cL Mahat y. la^ |i, x 


BUS | c. Gd mL, 所 以 由 (3, 38) 得 到 
Iesse IsuplziDtg(z) | «co 
jak * 


这 就 是 说 94€ ifi Bios) WB 4 tE. 37), 
353-3; i, 由 (3. 37) 以 及 PES， 容 易 知 道 ， 对 任何 a0 以 及 
非 负 整数 组 9, VASER RERS] I> h 


[D Pal] «e, | D'p| «e 


B Ds) = [D*ju C) K «(2 2) da 
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和 1 引 理 1 fj E DE —Hdrsr 4n (D"o.) e E" 的 任 一 有 界 集 (例如 
{z| t sz RD. k— Kt 9T. D'o, AiE D'o, 在 配 上 上 一 致 收 和 化 于 


DP， 所 以 pun—>p, 证 毕 ， 

现在 我 们 来 研究 号 空间 中 的 Fourier 变换 ， 我 们 仍 和 丘 空 间 
一 样 地 用 (3, 站 来 定义 玉 空 间 中 函数 的 Fourier 变换 , 3x Bd ERU 
出 , 对 于 PES, (3. 2)、(3. 3) 9 SF. 

定理 了 Fourier 变换 F; pi PÆ S—S 的 一 对 一 的 连续 
线性 算 子 , BARAT F^ (Fourier 逆 变 换 ) 也 是 连续 的 ， 而 PU 


- (Yr, EJES HAT: pla) pa). 

证 5 4 LE T E21: 1.19052] (8.3) 式 可 
An, AHEMENA LONE 

c! D'g(a) « in FD (at) = S e, F (r Dp) 
ÀA A 
其 中 ciu 是 常数 , 它 由 DI PENER, 六 1 表示 对 所 产生 的 
各 项 求 和 ， 由 于 
IF GD'9) <f [z^ D'g x) | da 


<fi zai a (3. 39) 
x|") 


因此 内 9E5 立 即 可 知 ES, 而 且 易 知 玉 是 一 对 一 的 线性 第 子 。 了 又 
F- (Xy JF 也 是 显然 的 . 
现在 证 明 FF 是 连续 的 设 Pup, 这 时 由 (3.39), 有 
(aD Enl) ES EA EKER ZAT 


安之 ， | Casula CPi t Ies 
AsH 


TT 
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a= 1. taa 
其 中 a= 全 rtz, 和 = ?4 2a， 轩 此 对 每 组 到 % 有 
sup [s], co 


另 一 方面 , 由 (3. 39) 可 知 


129,0) DB SIF (spn — o1 s [1*(9. (2) — (2) 1d 


EIES] 


eol 


2 
Iz i> 


a| Cl Palt) | + Ie Co) dr 
(3. 40) 
由 上 述 证 明 过 程 可 知 ， 上 式 右边 第 二 个 积分 不 超过 apalet 
Ie). 308 0—(0, 0), 0 (2, 0,2). Heu» o 
可 知 , 我 们 取 忆 充分 大 可 使 第 二 个 积分 小 于 二 再 由 pm(z) 在 球 
{z| Iz | RR RKT p, 可 到 各 充分 大, 使 (3. 40) 的 不 等 式 右 
边 第 一 项 不 超过 e/2, AAD Fn) E^ LAT Deg， 所 以 
Fn -一 > 区 这 就 证 明了 算 了 FF Aie. 
最 然 了 也 是 连续 算 子 , 因此 F^ - (7 J 是 连续 的 . 证 毕 . 

定理 7 说 明 ， 在 研究 Fourier XHAM S 空间 比 用 下 空间 更 
为 方便 ， 和 引 理 1 一 样 地, 和 2 有 各 下 关系 : 

引 理 2 基本 函数 空间 S 和 有 如 下 关系 : 《iD ZCS; (D 
如 果 {8,} CZ，VEZ TH. v. v WR v. y: i) 多 在 8 中 
Bii. | 
WE [£28 2 可 由 引 理 1 通过 Fourier 变换 F FAH Hp SET 
SET 

O 由 于 KCS, BEST, oCK WM F(p)eS, dRZ- 
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tF(o) |e€K), 因此 ZCS. 
GDE v.— 9, GEI AE p pEK, I FC) - 9, Fe) — 
y, 由 F SXEGEAE BERI o. 9, 再 由 引 理 1 得 到 9. o, 因 


Wh Ede S 中 的 连续 性 得 到 p, >t, 
(ii) 任 取 ES， 由 定理 ?，% 二 -1(y)ES， 由 引 理 工 必 有 


(e Kip- 5o, 因此 再 利用 下 的 连续 性 , Fio- v, 但 
F(o,)€Z XREN T Z OMAE VENE. 

RINER, 尽管 KCS, ZCS, B SiRF KUZ, 

B6 ERIE pEK, JEH YEZ, mAROrycS, fH 
€ 4. y 的 支 集 不 有 界 , Mp 9 € K, ATF e AR ER A XC. 所 以 
99 也 不 是 解析 函数 , 因此 eH VEZ 这 就 说 明了 SAKUZ, 

7. AARSE S 

定义 “基本 函数 空间 8 HERRER BIAS 上 ) 广 义 
ERE, 它 的 全 体 也 称 为 广义 函数 空间 ; 记 为 8 (FL) CS", FES 
RIEA PES, lim(Pm P) = (F, P), 那 末 就 称 Fa ES 中 收敛 


FF, 记 为 F.A, 

我 们 现在 考察 S' 与 K 之 闻 的 关系 : 根据 引 理 1 HOM, 
ABEN: HEA FES, ip FIRME K. EM, 了 i zSK'， 因 此 
Uf FI— |x ASK 的 算 子 ， 这 个 算 子 显然 是 线性 的 .而 
自如 果 两 ,Ps 是 5' pA ANEA, 如 果 Fil e File, BEKE S h 
HAREE, 立即 可 知 在 3 上 也 有 Foo Fu DRRCRR RE FIM 下 jx 是 可 


BU. XA AU CS, FES 时 , 如 果 FL E, SO 


有 Fb Fix, RERE FF| ES EA K, LR 
线性 运算 和 极限 关系 ， 今 后 为 了 方便 起 见 就 把 8: 中 的 下 与 下 ' 中 
的 Pi 一 致 化 ， 这 样 就 得 到 关系 式 SCK, 同样 地 可 以 把 8 供 
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入 Z' 因此 又 有 关系 式 5'CZ' 

我 们 注意 , D* 中 的 局 部 勒 贝 格 可 积 函 数 未 必 是 Z' PER. 

例 7 函数 es 属于 工 * 因此 也 属于 五 ” 但 是 它 不 属于 Z, 
因为 它 在 无 限 远 附近 的 增长 程度 很 高 ， 当 它 和 名 中 基 些 韭 负 函 数 
相 乘 时 的 积分 是 发 散 的 ， 

MAL 中 国 数 也 未 必 属 于 S", 但 是 容易 证 明 ， 当 FEL) 
时 , 对 一 切 ES 


Cf. v) =|f Go G)dz 


存在 , 而且 YP I» Cf, pE S. EE AAR, RATHER)" XA IUS 
一 致 化 就 知道 (2) C8", fg LG) og Rise rfc Soie Boa 


Li(ER) 


ERRED RRE S C) C LO) JEE"), m B. f, —— f RN. 


fy， 总 结 起 来 ,对 所 讨论 的 一 些 空间 我 们 有 和 如 下 的 关系 
ERS REC LARAK, E S LS KEV 
间 有 如 下 的 关系 : (D 
KCSCL(E")CcS'ck' (3. 41) 
而 且 
ZCSCL’ (E")CS'cZ' (3. 42) 
Gi) E (3. 41—42) Bt vx ii] "E ERGO" CERO. PLA UC OCC 
Ac HL GG RRES bgd; (iii) (3. 41—42) qp zx ih] ( 按 大 空间 
ft ML IRL) dE Ac Ze a] p. 
对 于 将 中 广义 函数 也 和 KK' 一样 具有 $2 EXE 1 一 4 那样 的 
一 些 基本 注 质 ， 在 $2 定理 1 一 4 的 叙述 中 , 换 XC 为 5", 那 末 这 几 
个 定理 仍然 成 立 ， 这 些 我 们 就 不 详 述 了 ， 


© RaM ERG AAD p BOE X 0 UU nme R imd — x, Ls; 


Apep oM, iR v, P v doo, >p. 
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S' 中 广义 函数 的 构造 比 K RUIT XLERGC IR ES UBER 
XxRSR9(0S'I X HOD BESES, WA AESUEENUR g 
VAR E* LIDERAR g, "ORG An PS ENG  TEdE— ELSE 


PIC3l 
SUPE qat ~™ 


使 得 f=DY, 
我 们 赂 去 这 个 定理 的 证 明 . 
EFS 广义 函数 , 我 们 可 以 仿照 (3. 14》 定 义 它 的 Fourier 
变换 . 
定义 Wes, ES LUEUHURTHER 
Ff): gi (22)" 0, Fip), 9£8 
MEE XR. f i Fourier 变换 , 有 时 也 记 为 于 
出 定理 T, 容易 看 出 有 
定理 10 Fourier $$ PUE eias 到 8 自身 的 
一 对 一 的 过 续 线性 算 子 ， 而 且 FO 也 是 连续 的 ， 同 时 F'- 
(去 ) JF. 
此 地 J 是 S" 中 如 下 的 算 子 , 当 ES IE 
Gf, eC) =F, 0C-C)), 9€8 
XCFOS Y" XL EDS Fourier fh p RETER 4 的 定 更， 
这 些 就 不 再 详 述 了 . 
为 了 适应 分 析 数学 的 不 同 需要 , 除去 KZ S 四， 有 时 还 要 采 
用 别 的 基本 函数 空间 多 以 及 相应 的 广义 函数 空间 D, 通常 在 选择 
定 和 更 中 极限 概念 9,— >p 时 ， 至 少 要 求 它 满足 如 下 的 三 个 旬 
件 : G) KCÓCL'; (i) 4 (e.)CK, PEK, B p-p M 


9.- qi ii) Btbiplti IRIS, 天 在 中 中 稠密 . 


522 TEE Jo x dE 

这 时 记 更" Xy pikSEI MEI ER e E, PROC EOD Sg" We ocn 

为 极限 概念 . 这 样 一 来 , Ma FEET FREU XGR: C) 
KcCcCocLb*cdo'c-k& (3. 43) 

Gi) (3. 43) rijs i] P ER IEEE ci OE cs f] EFI B2 b. 
85 Cii) zi ETARA GAR a T PEDRO RET 

3X TuERQJAPEDZROSBU ER. HEERA h ES PE t RE 6 
kf, HE TERES D rpeR FE: He oos TE JE ROSEO res fte 
XEPHIE E P [GELT E Bo d DUI — EBR, TEfR DO AERA T 
WESEXUIEIRIRE, EIER SEE EE c SE fc AE DX R p He Ae ER 
空间 , 这 些 我 们 就 至 详 述 了 . 


3 HM 


， 恰 证 公式 (3.2 一 的 ， 

. ERG 12 4&8 pg —1 在 2 PEDAL, 

. WWE S3 AN BEP Fourier 变换 公式 圳 中 的 第 4 -9 15, 
RHH 2mZen iE 7j FE ATE =ò fS COE MO EU, 

- MX f.geR" ii EL f£ Bo SUE Nn» XE EAE WU 
20D (Pg! = GOD sg = fpi Dp 


Emo e w BM oc 


6. 证明 e.— o 的 充 要 条 件 是 : CO IHEM tg (3.37 
dn G) XEEUHME ADIAC E, 9. REA ERROR CC PR 
相应 的 偏 导数 ， 
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